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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è àêòóàëüíîñòü òåìû.

Âû÷èñëåíèå òàêèõ âåëè÷èí êàê ïàðàìåòð ïîðÿäêà, òåïëîåìêîñòü,
ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèÿì ðàçëè÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé, ÷òî ïðèäàåò çíà÷èìîñòü òàêèì âû÷èñëåíèÿì. Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû âáëèçè êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, ãäå ïàðíûå
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âåäóò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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)
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ãäå ξ(r) - êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàçìåð ôëóêòóàöèé,
êîòîðàÿ ðàñõîäèòñÿ, ò.å. ξ → ∞, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé òî÷êå,
÷òî ïðèâîäèò ê ÷èñòî ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò
êðóïíîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñèíãóëÿðíîñòÿì
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñòåïåííîå ïîâåäåíèå íàáëþäàåìûõ
âåëè÷èí è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñâèäåòåëüñòâóåò î ìàñøòàáíîé
èíâàðèàíòíîñòè ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â êðèòè÷åñêîé
òî÷êå. Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëî ÿñíî, ÷òî îáëàñòü êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé
îïèñûâàåò òàêæå øèðîêèé ñïåêòð äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èçó÷åíèå ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ âäàëè îò ðàâíîâåñèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî ôëóêòóàöèè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ñàìîïîäîáíûìè â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
Âûÿñíèëîñü, ÷òî èíòåíñèâíîñòè çåìëåòðÿñåíèé, ñâåòèìîñòè êâàçàðîâ,
ñèëû òîêà â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ, êîëåáàíèÿ èíäåêñîâ íà ôîíäîâûõ
ðûíêàõ ïîä÷èíÿþòñÿ òåì æå ñòåïåííûì çàêîíàì, ÷òî è ôëóêòóàöèè
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Äåòàëè ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ñîñòîÿíèé îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè è õàðàêòåð êðèòè÷åñêèõ
îñîáåííîñòåé òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåííîé
çàâèñèìîñòüþ ñ óíèâåðñàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè α, êîòîðûå íàçûâàþò
êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçðàáàòûâàëñÿ ìîùíûé àïïàðàò
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (ÊÒÏ), ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü òî÷íî
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êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ ñòåïåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ìîæåò îáîáùèòü
áîëüøîé êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, åñëè çíàòü ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ è íåêîòîðîé (ìèíèìàëüíîé) ìîäåëüþ
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîñòðîåíèå ýòîãî îáîáùåíèÿ îêàçàëîñü
óñïåøíûì, è ñî âðåìåíåì âíèìàíèå íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà ïåðåêëþ÷èëîñü
íà èññëåäîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (ËÊÒÏ),
ïîñëå îòêðûòèÿ ñèñòåì, ó êîòîðûõ â ñòåïåííûõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèÿõ åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ òàêæå ïîëó÷èë çíà÷èòåëüíîå
ðàçâèòèå, îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàãëÿäíî ïîíÿòü ñìûñë ðåçóëüòàòîâ ýòîé
òåîðèè íóæíà ïðîñòàÿ è íàãëÿäíàÿ ìîäåëü â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå.
Ñðåäè âñåõ ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîæàëóé,
ñàìîé ïëîäîòâîðíîé äëÿ èçó÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ïåñî÷íîé êó÷è (Abelian sandpile model, ASM),
ïîñêîëüêó â íåé ìîæíî íàéòè ëîãàðèôìè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
ÿâíî, èñïîëüçóÿ êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ëîãàðèôìè÷åñêèå
çàâèñèìîñòè ìîæíî èññëåäîâàòü â ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ
è å¼ îáîáùåíèè - ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ ïàóòèí, ê êîòîðûì ìîæíî
ñâåñòè ASM âìåñòå c ìîäåëüþ äèìåðîâ, ìîäåëüþ ïëîòíûõ ïîëèìåðîâ,
ýéëåðîâñêèìè áëóæäàíèÿìè è ò.ä. Äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó
íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè è ñîïîñòàâëÿòü èõ
ñ ïðåäñêàçàíèÿìè êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
â ÊÒÏ è ËÊÒÏ èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ïðåäïîëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, î
ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè â ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
è îïåðàòîðíûìè ïîëÿìè â òåîðèè ïîëÿ, ãèïîòåçà àëãåáðû ëîêàëüíûõ
ïîëåé, çàìêíóòîñòü ýòîé àëãåáðû. Áîëåå òîãî, â ìîäåëÿõ ËÊÒÏ ñóùåñòâóåò
îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ íå äî êîíöà ÿñíà ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. È,
íàêîíåö, èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñàìîé ïðèðîäå âîçíèêíîâåíèÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè â êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ.

Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ðåøåòî÷íûìè
ìîäåëÿìè è êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûé çàðÿä.
Åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå êîíôîðìíîãî çàðÿäà, êîòîðûé ïàðàìåòðèçóåòñÿ
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äâóìÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëàìè, ìû çíàåì êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü
îïèñûâàåò ñèñòåìó. Çíà÷åíèå êîíôîðìíîãî çàðÿäà â ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî îïðåäåëèòü èç âûäåëåíèÿ â ñâîáîäíîé
ýíåðãèè òàê íàçûâàåìîé ýíåðãèè Êàçèìèðà. Äëÿ ïîñòðîåííîé â
äèññåðòàöèè ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ ñåòåé íà öèëèíäðå èññëåäóåòñÿ êàê
äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ âîêðóã öèëèíäðà èçìåíÿåò ýíåðãèþ
Êàçèìèðà.

Âàæíîé ãèïîòåçîé â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î
ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî íàáîðà �áàçèñíûõ� âçàèìíîëîêàëüíûõ ïîëåé, ÷òî
ëþáûå ôëóêòóèðóþùèå âåëè÷èíû, âçÿòûå â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
òî÷êàõ, ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó. Ýòî òàê íàçûâàåìûå
îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ. Â ËÊÒÏ îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ ñîäåðæàò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü. Â äèññåðòàöèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê íóæíî ðàññìàòðèâàòü
íåëîêàëüíûå ðåøåòî÷íûå îáúåêòû. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
çàâèñèìîñòü îáóñëîâëåíà íåëîêàëüíîñòüþ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé è
äâóõêîìïîíåíòíîñòüþ ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ.

Êîìáèíàòîðíûå èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ,
ïîêðûâàþùèõ ñåòåé è ASM îêàçàëèñü ïëîäîòâîðíûìè áëàãîäàðÿ ñâîáîäíî-
ôåðìèîííûì ñâîéñòâàì. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîíÿòèå ñâîáîäíûõ
ôåðìèîíîâ ââîäèòñÿ íå ñòîëü íåïîñðåäñòâåííî. Îêîëî ïÿòèäåñÿòè ëåò
íàçàä C. Fan è F. Y. Wu ââåëè ìîäåëü ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ êàê îäíó
èç âåðøèííûõ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì óñëîâèÿì íà âåñà
âåðøèí. Ìîäåëü ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ âàæíà òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
òî÷íî-ðåøàåìîé ìîäåëüþ. Èíîãäà ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíûì,
êàê, íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ àííèãèëèðóþùèõ
÷àñòèö íà îäíîìåðíîé ðåøåòêè â âèäå êîëüöà, ïîñêîëüêó â ýòîé çàäà÷å
ïëîòíîñòü ÷àñòèö ôèêñèðîâàíà è ÷àñòèöû ïðîäîëæàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü
äðóã ñ äðóãîì äàæå â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí.
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Öåëü ðàáîòû.

1) Èññëåäîâàòü âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå ïðè
óñëîâèè àííèãèëàöèè âñòðåòèâøèõñÿ ÷àñòèö.

2)Èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðåøåòî÷íûìè ìîäåëÿìè
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ìîäåëÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè
ïîëÿ.

3)Èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ ïåðå÷èñëåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé
èçîëèðîâàííûõ êîíòóðîâ íà äâóìåðíîé ðåøåòêå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Âïåðâûå ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
âûæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö íà îäíîìåðíîé
ðåøåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäàííûõ íà÷àëüíûõ
êîîðäèíàò â çàäàííûå êîíå÷íûå êîîðäèíàòû. Ðåøåíèå ïîëåçíî äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ÿâëåíèé ñìà÷èâàíèÿ, ïëàâëåíèÿ è
ôàçîâîãî ïåðåõîäà èç ñîèçìåðèìîé â íåñîèçìåðèìóþ ôàçó.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ïðåäñêàçûâàåò ïîâåäåíèå
äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ àáåëåâîé ìîäåëè ïåñêà íà
ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ËÊÒÏ îïèðàþòñÿ íà ðÿä äîïóùåíèé,
íàïðèìåð, çàäàíèå îïåðàòîðîâ â ËÊÒÏ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèì
âåëè÷èíàì â ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå ýòèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íåçàâèñèìûì êîìáèíàòîðíûì
ñïîñîáîì. Áîëåå òîãî, àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà - ýòî ïåðâûé ïðèìåð,
ãäå ëîãàðèôìè÷åñêèå äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîæíî
âû÷èñëèòü ÿâíî.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèå ïîëíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ óíèâåðñàëüíîé ÷àñòè îáîáùåííîé ôóíêöèè Z̄

(µ,ν)
N (q, ω) äëÿ

ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ ïàóòèí
íà öèëèíäðå ñ êîíå÷íûìè õàðàêòåðàìè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôåðìèîíîâ.
Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ìîäåëü ñèìïëåêòè÷åñêèõ
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ôåðìèîíîâ êàê êîíôîðìíóþ ïîëåâóþ ìîäåëü ïîêðûâàþùèõ ñåòåé íà
öèëèíäðå. Äàëüíåéøàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òðèïëåòíîé W àëãåáðû â òåðìèíàõ
ïîêðûâàþùèõ ñåòåé, äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äëÿ
äâóõêîìïîíåíòíîãî äåðåâà ñ òðåìÿ ïóòÿìè â îäíîé êîìïîíåíòå
âáëèçè ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè âìåñòå ñ êîððåëÿöèÿìè íà ïëîñêîñòè
ìîãóò ñûãðàòü ïîëåçíóþ ðîëü â ðàçâèòèè ËÊÒÏ, ïîñêîëüêó èõ ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè áåç ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê è
ïîëó÷àòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì.

Íà çàùèòó âûäâèãàþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå èç L âåðøèí ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ðàññìîòðåíà äèíàìèêà ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
p < L ÷àñòèö, êîãäà â êàæäûé äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû
äåëàþò ñ âåðîÿòíîñòüþ ω+1 øàã íàïðàâî è ñ âåðîÿòíîñòüþ ω−1 øàã
âëåâî. Âïåðâûå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ýòèõ
÷àñòèö èç çàäàííûõ íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò â çàäàííûå êîíå÷íûå
êîîðäèíàòû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ M , ïðè óñëîâèè ÷òî îíè íå
ðàçó íå âñòðåòÿòñÿ.

• Èññëåäîâàíà ìîäåëü ïîêðûâàþùèõ ñåòåé íà öèëèíäðå ñ çàêðûòûìè,
îòêðûòûìè è êîìáèíèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êðàÿõ
öèëèíäðà. Ïîñòðîåíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîé ìîäåëè.
Ïðîèçâåäåíà îöåíêà âåäóùèõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè â ïðåäåëå áîëüøîãî ðàäèóñà öèëèíäðà è ïðîèçâåäåíî
ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå öèêëîâ èçìåíÿåò
÷ëåí â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèè
Êàçèìèðà â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíôîðìíûìè âåñàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â
òàáëèöå Êàöà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ
äëÿ êîíå÷íîé ðåøåòêè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðàìè, âû÷èñëåííûìè â ðàçëè÷íûõ ìîäóëÿõ
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àëãåáðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôåðìèîíîâ. Ìû ñîïîñòàâèëè îòêðûòûå
è çàêðûòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ ìîäóëÿìè, îáðàçîâàííûìè
ñîîòâåòñòâåííî öåëûìè è ïîëóöåëûìè ìîäàìè ôåðìèîíîâ.

• Ïîäðîáíî èññëåäîâàíû êîíôèãóðàöèè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ
íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Pi, i = 1, 2, 3, 4
â Àáåëåâîé ìîäåëè sandpile è ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé
P1i(r)−P1Pi, i = 1, 2, 3, 4. ×èñëåííûå îöåíêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.

• Ïîëó÷åíû êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè â äâóõêîìïîíåíòíîì
ïîêðûâàþùåì äåðåâå ñ òðåìÿ äëèííûìè ïóòÿìè â îäíîé
êîìïîíåíòå íà äâóìåðíîé áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå íà ïîëóïëîñêîñòè
(ýòî êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïðèìåð Θ-
ãðàôà, äëÿ êîòîðîãî èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå).
Ïóòè ñîåäèíÿþò ëîêàëüíóþ îêðåñòíîñòü îäíîé âåðøèíû íà
ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè r îò ãðàíèöû è ëîêàëüíóþ ãðàíèöó
äðóãîé ñâîáîäíîé âåðøèíû, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè s îò
ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, â çàâèñèìîñòè îò s è r.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ
è ñåìèíàðàõ:

• Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàóê,
2005, Ìîñêâà-Äîëãîïðóäíûé.

• X êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ 2006, ÎÈßÈ,
Äóáíà.

• 43rd Karpacz Winter School of Theoretical Physics, Institute of Theo-
retical Physics of the University of Wroclaw, Ladek Zdroj, Poland, 2008
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• International Colloquium on Integrable Systems and Quantum symme-
tries (ISQS-17) 2008, Praha, Czech Republic.

• XIII êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ 2009, ÎÈßÈ,
Äóáíà.

• Ñåññèÿ Ïðîãðàììíî-êîíñóëüòàòèâíîãî êîìèòåòà ïî ôèçèêå
êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåäè, Äóáíà, ÎÈßÈ, 25 - 26 èþíÿ,

• Ñåìèíàð îòäåëà � Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà � Ëàáîðàòîðèè
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÎÈßÈ, Äóáíà..

Ïóáëèêàöèè.

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 4 ðàáîòû â ðåôåðèðóåìûõ
æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ è 2 ðàáîòû â òðóäàõ êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè 101 ñòðàíèöà ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ 31
ðèñóíîê è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 81 íàèìåíîâàíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ
ôåðìèîííûõ ìîäåëåé. Òàì æå ïî ãëàâàì êðàòêî îïèñàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå �Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö�
ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïåðå÷èñëåíèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðàåêòîðèé,
èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö ïî
îäíîìåðíîé ðåøåòêå. Ñïåðâà äîêàçàíà òåîðåìà Ôèøåðà äëÿ âåðîÿòíîñòè
äîñòèæåíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ p ÷àñòèö çà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
n øàãîâ íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, ïðè óñëîâèè ÷òî ÷àñòèöû íå
âñòðå÷àþòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:
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ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîãî øàãà, çàòåì,
ïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-ãî øàãà,
äîêàçûâàåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà äëÿ n + 1-ãî øàãà. Äàëåå, âûðàæåíèå äëÿ
âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé îäíîìåðíîé ðåøåòêè â âèäå
êîëüöà, ãäå òàêæå ñôîðìóëèðîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ
äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå �Ïîêðûâàþùèå äåðåâüÿ ñ çàìêíóòûìè öèêëàìè
íà öèëèíäðå� âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ
ñåòåé íà êîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ðåøåòêå. Ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà âåäóùèõ
÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ïðåäåëå áîëüøîãî ðàäèóñà
öèëèíäðà è ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè
ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå
öèêëîâ, èçìåíÿåò ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèé
ýíåðãèè Êàçèìèðà â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíôîðìíûìè âåñàìè, ïåðå÷èñëåííûìè
â òàáëèöå Êàöà.

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìîäåëè ïîêðûâàþùèõ ñåòåé ñ ïðèìåðîì
òî÷íî-ðåøàåìîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ìîäåëè ñ êîíôîðìíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè � ìîäåëüþ ïëîòíûõ ïîëèìåðîâ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå (crit-
ical dense polymers) ñ îïðåäåëåííûì òèïîì äåôåêòîâ íà ïîëîñå.
Àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ â ðàçäåëàõ âòîðîé ãëàâû ñâîäÿòñÿ ê
ñòàíäàðòíûì äåòåðìèíàíòíûì âûðàæåíèÿì äëÿ ìîäåëåé ñâîáîäíûõ
ôåðìèîíîâ ñ ïîñëåäóþùèì àíàëèçîì, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà. Â çàâåðøåíèå âòîðîé ãëàâû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ êîíå÷íîé ðåøåòêè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðàìè, âû÷èñëåííûìè â ðàçëè÷íûõ ìîäóëÿõ
àëãåáðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ôåðìèîíîâ. Ñîïîñòàâëÿþòñÿ îòêðûòûå è
çàêðûòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ ìîäóëÿìè, îáðàçîâàííûìè ñîîòâåòñòâåííî
öåëûìè è ïîëóöåëûìè ìîäàìè ôåðìèîíîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå �Àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà� ðàññìîòðåíà ìîäåëü
ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðèòè÷íîñòè ASM (Abelian sandpile model). Ïîêàçàíî,
÷òî ðåêóððåíòíûå êîíôèãóðàöèè â ìîäåëè ïåñî÷íîé êó÷è íàõîäÿòñÿ
âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîíôèãóðàöèÿìè ïîêðûâàþùèõ
äåðåâüåâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñîîòâåòñòâèþ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè âûñîòû
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hi = 1, 2, 3, 4 â íåêîòîðîé âåðøèíå i â ìîäåëè ïåñêà ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å î ïåðå÷èñëåíèè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ âåðøèíà i

ñðåäè ñîñåäíèõ âåðøèí èìååò ðîâíî hi − 1 ïðåäøåñòâåííèêîâ. ×èñëî
ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ ñîîòâåòñòâóåò äåòåðìèíàíòó ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû Ëàïëàñà ∆. Ôèêñàöèþ ÷èñëà ïðåäøåñòâåííèêîâ ìîæíî
îñóùåñòâèòü èçìåíÿÿ ðåøåòêó � óäàëÿÿ èëè äîáàâëÿÿ äîïîëíèòåëüíûå
ðåáðà ñ íåêîòîðûìè âåñàìè, äëÿ ÷åãî íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ìàòðèöó
Ëàïëàñà. Åñëè ∆′ - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìàòðèöà Ëàïëàñà, òî âûðàæåíèå
det ∆′/ det∆ = det

[
I + (∆′ − ∆)∆−1

]
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îòíîøåíèå

÷èñëà ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïðåäøåñòâåííèêîâ
ê îáùåìó ÷èñëó ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ, è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè. Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîäðîáíî èññëåäîâàíû
êîíôèãóðàöèè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé Ph âûñîò h = 1, 2, 3, 4 è ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé P1a(r) − P1Pa, a = 2, 3, 4. Ñðåäè ýòèõ êîíôèãóðàöèé åñòü
ëîêàëüíûå, äëÿ ó÷åòà êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü èçìåíåíèÿ ðåøåòêè â
ëîêàëüíîé îáëàñòè è íåëîêàëüíûå - Θ-ãðàôû, äëÿ ó÷åòà êîòîðûõ ââîäÿòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà, ñâÿçûâàþùèå íåëîêàëüíûå îáëàñòè. Äëÿ âñåõ
ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ïðèâåäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è
àñèìïòîòèêè. Äëÿ Θ-ãðàôîâ ïðèâåäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ìàòðè÷íûå
âûðàæåíèÿ (ìàòðèöû ïåðå÷èñëåíû â ïðèëîæåíèè 2), ñ ïîñëåäóþùèì
÷èñëåííûì è àñèìïòîòè÷åñêèì àíàëèçîì. Â ïðèëîæåíèè 1) îïèñàíà
àñèìïòîòèêà ðåøåòî÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà ∆−1, äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé
è ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå �Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äâóõêîìïîíåíòíîãî
ïîêðûâàþùåãî äåðåâà ñ òðåìÿ äëèííûìè ïóòÿìè â îäíîé êîìïîíåíòå�
ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíîãî îáúåêòà � Θ-ãðàôà íà ïëîñêîñòè è
ïîëóïëîñêîñòè ñ îòêðûòûìè è çàêðûòûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ýòîé
ãëàâå îïðåäåëåíî, ÷òî Θ-ãðàô - ýòî äâóõêîìïîíåíòíîå ïîêðûâàþùåå
äåðåâî, ãäå îäíà êîìïîíåíòà ñîäåðæèò òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïóòè. Ýòè ïóòè ñîåäèíÿþò îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû j0, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò ãðàíèöû
ïîëóïëîñêîñòè, ñ ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòüþ äðóãîé âåðøèíû t0,
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íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè s îò âåðøèíû j0. Ê ýòèì ïóòÿì ïðèêðåïëåíû
âåòêè ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ, òàê ÷òî âåòâè âìåñòå ñ ïóòÿìè öåëèêîì
îáðàçóþò îäíó êîìïîíåíòó ïîêðûâàþùåãî äåðåâà, êîòîðàÿ îêðóæåíà
äðóãîé êîìïîíåíòîé. Â ýòîé ãëàâå âû÷èñëÿåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà
êîíôèãóðàöèé, ñîäåðæàùèõ Θ-ãðàô, ê îáùåìó ÷èñëó ïîêðûâàþùèõ
äåðåâüåâ íà ïëîñêîñòè è ïîëóïëîñêîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
ýòîãî îòíîøåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ r À s À 1 è s À r À 1. Âû÷èñëåíèÿ
ïðîâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ íà ðåøåòêè òðåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð ñ
áåñêîíå÷íî áîëüøèì âåñîì � �ìîñòîâ�, ò.å. ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî
ëàïëàñèàíà ∆′ è èññëåäîâàíèÿ îòíîøåíèÿ det ∆′/ det∆.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.
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