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9+�3�^�^A;*+&1���8�+6FA;6�(+6;�,0/6;�j&�>745&^4�(+6845&.��&^�+68>7�,&.(+*+9+�B��*Z>/-'*,&F?86^�^�Áz��N9)�PSs95��456^-/&�>¼R���%)�)��68*+68�B:�456FA;68>
X �NQ)��*Ï�3�j&B:��;-/&	` �×�7�3�=iØ>3-)�B���^6;�¨�(3*+68:��^68��93�8��*,&^�+9+9p?8��:��^*+�;��:à0/6;�����8: �pAà�¨&��¨439+�4768�B(368�+�;���8�
*+�C:��;�+9����Ü&��¨&��39K� G :;-.�3��9Ê:�I��89+� 4768�n?89+�39+*+68-/&.�+�+����(+6;�,086;�v>²476^�^68*+��� 67?B¤|�ú�¨9+���+���
�¨9+�'�'�;*+���+�+9,&����8�+��� 9 9+���8�^A�*,&1���^�+���i(+6;�,086;�¨� 9s(+6^��-^6.�,�+�����868�+�36 25�+93�^��-/&.�^� 28:ú��68-893�
2E?8��-/&^�+9�� *+�C:��;�+9�� �+&;?8�;:�456^�+�;�+�368:��^9Z>´(3*+6;�¨6.�]<�&.���ù-8�{�;��-/&.�8�ù9+���8�;*3�;:^� ~ *+�ú�¨9�(+��*+-8�a0
(32E?.��9+45&^�39+�Z>^(368:;-^�UH�K��+�+�a0*,&.�;*,&F?86^�^47�p4768�n?893�+9+*+68-8&^�+�+�a0��B���86;�¨68-8>1�B6q< �36S6.�8�B���^93�8��*,&F?86^�^�
��� w��NðræÓgCõ��¼æÓgCûÁæîf$�B>�Û�)�ù�Pþlg^èÓè+�7>0ßx�PäågmhÖhágCçÖç�` �q�/�8�Fim>�w�� ñFøFò8õ8çÖøFõZ>�ñ3�Nw��N��g^÷8gCèÓgCf{` �×�7�8�¥iØ>�z��P9)�NS 95�¨4768-/&
: :�6/&^-^�^68*,&^�B9s` �q�7�  > �q�F�  im>ªìj�Nñ3� ìUdFèÓø7õ¢` �q�7� Ã im>-9)�NT¨� � 4+9�:�93�,&¿` �q�F�3�=iQ9¢�¨*32EA;950`��9Q6.� (+*+�m< �+���\2
*,&.�;*,&F?/&.�^��-/&FDS�8: ��(+*+9+4���&��¨�+���¬(,&^47���^�D9�(3*+67A;*+&^�B�B�M�,&{I��^2ç�8���\27>t�3�86�:;-897�¨���^�����8:��8-^2^���ç67?
&^43�.2/&1���^�+68:��^9�93���¨&FAú&^���B�a0����¨��:;� *3���;2Ü���Ü�1&.�^68-+�
G

§1.1
�¨6845&.�;��-/&^���^: � �8��68*+�;�T& �8� �8� �Ó6e4768�B(+68�3�;�3�1&10 �+�;(+*3�;*+��-8�36.� �¨93���'��*+�;�+�39+*328���B67A;6

-8�;4��868*,&��@M'&^4Ú93�;-8�;:��8�+68>a4�&À<��¨���c-8��43�868*z�B6q< �+6ç*,&1����6q<¬93�8�¢(+6¢�,&^(+*,&.-.���;�398D �ú�¨9+�39+�+�+67A�6
-8�;4��868*,&q9��;�\2(+�;*3(+�;�5��9+432Ü�,�+*3�+68�\28��G�:;9��,2'�^�;68*+���B�@T5�����^�nA;6.���^�,&��ú��9+�+9+�+�3���)-8�;43�^68*)�B6q<)���
?8�{�8�pA;*,&Ü�¨9+�;���868�y>x*+6^�86^*+68�ã9��,9
9�0¢:�2��B�B6^�K�{9Q67I��^68�\2ç(+*+9�68(+9+:;&^�+9+9�4768�B(+68�+���3��-^�;43�^68*,&´-
�+68-86^�z*,&1����6q<)���+9+9�(+6.�,25�,&^���Ó*,&.����9+�+�3���:�9+:��^�;�B�ã25*,&^-8�3�;�+9+���,�,���CA;6!68(+*+� �¨�������+93�`�
Ga6.��(3�;*+-8�a0�>�93�q�^�;68*3�;�B�ù�8� �8� �q-8�{�8��45&^���!&F?^:��8*+&^43�8�+&.�é�'68*+�\2Ü��93*+68-845&�-8��25�^*+�;�3�+�;��4+*+&^�;-86^�

�Ü&��¨&��39
∇ · (a1(x, ~u)~u) = f(x, ~u), x ∈ Ω;

∇× (a2(x, ~u)~u) = ~F (x, ~u), x ∈ Ω; (1)

α(x)~n(a1~u · ~n) + β(x)~n× (a2~u× ~n) = ~g1, x ∈ ∂Ω, (2)

�



A �¨��-8:����Q25�+4+�+9368�,&1���^�+�����Ü&.-89+:;93�B68:��^9I(+*+�ú��(+6.�¨&FAú&BDq�8: �I��&��j&^�3�+���B9Z>S&�-861��-^�^68*+�a0�>{�Ü&��¨&��+&
-895�j&

∇ · ( ~A1(x, ~u) × ~u) = f(x, ~u), x ∈ Ω;

∇( ~A2(x, ~u) · ~u) + ∇× ( ~A3(x, ~u) × ~u) = ~F (x, ~u), x ∈ Ω; (3)

α(x)~n(( ~A1 × ~u) · ~n) + ( ~A2 · ~u)) + β(x)~n× ( ~A3 × ~u) × ~n) = ~g2, x ∈ ∂Ω. (4)
�\&^4U<)�Q93�'�8��68*+�;�B�M�8� �^� �':��,�ú��2^���é�'68*3�\2��,9+*+68-845&)�Ü&��¨&��39

∇ · (a1(x, ~u)~u) + ∇ · ( ~A1(x, ~u) × ~u) = f(x, ~u), x ∈ Ω;

∇× (a2(x, ~u)~u) + ∇( ~A2(x, ~u) · ~u) + ∇× ( ~A3(x, ~u) × ~u) = ~F (x, ~u), x ∈ Ω; (5)

α(x)~n((a1~u · ~n) + ( ~A1 × ~u) · ~n) + ( ~A2 · ~u)) + β(x)~n× ((a2~u+ ~A3 × ~u)× ~n) = ~g3, x ∈ ∂Ω. (6)
Ga:;���8*+9¢&F?^:��8*+&^43�8�3�����Ü&��j&Ü�+9½` �=iØ>ê`  im>ª` � iØ>ê`c�¼iS9½` Ã iØ>ê` É i (3*+9�68(+*3�ú�¨�ú�4K;�+�3�a0ç4767I;�'�'9+�+9+���3�1&10�9
(+*,&^-^�a0��,&.:��Ü��0�9+�B�^DS��:;�B��:ú�»>F(+68:�4561���8432´2�*+&^-8�+���+93�f45&B<)�¨68��9��)�+9�0�68(+9+:���-/&FDS��(+68-8� �¨�;�+93�
4768�B(+68�+���3�¬�+�;(+*3�;*+��-8�36.� �¨93���'��*+�;�+�39+*328���B67A;6�-^�;43�^68*,&3�
~ ��6^*+�\2Ü��9+*32^�;�ù&F?8:��8*,&.43�8�+�����Ü&Ü�j&Ü�+9f�+�,�¢68(+9+:;&^�+93�¢:��1&.�+9+68�,&.*+�+�a0�-8�;4��868*+�3�a0¢(+6.������-86

-8:^K�� (+*368:��^*,&^�+:��8-8�.��zB:���9é�¨9+�'�'�;*3�;�+�+9+&1���8�+����25*,&^-8�+���+93�´` �=iT��68(+6.���393�8��28:ú��68-893�3�B9

lim
|x|→∞

|ai~u|

|x|
= 0, i = 1, 2, (7)

�86!9+�B�;��� :��B��:����Ü&��j&Ü�,&p` �qim>Ó` �7iú� � (+*+9�28:��,68-89+9´�,&±?8�;:�456^�+�;�+�368:��^9

lim
|x|→∞

| ~Ai × ~u|

|x|
= 0, i = 1, 3, lim

|x|→∞

| ~A2 · ~u|

|x|
= 0, (8)

9+�B�;���e:;�B��:ú� �Ü&��j&Ü�,&ô` � iØ>ê`e�¥i�� � �,&���67A;93�+�+68>¬9+�B�;���ù:;�B��:�����&��j&Ü�,&�-^6ã-8:;��� (+*+68:��8*,&.�+:��^-8�
` Ã iØ>ê` �7im>Ó`È�7i��  ��,�D43*,&.�84768:��89 �j&1���8�3�;��:��^A;6ù93����6q<)�;�393��*,&^:�:;�T&.�^*+9+-/&^���8: � �,&^:��8�+����:��+2��+&^�
�Ü&��¨&��39´` �=im>Ó` �7ia-�:ú���ú��2ED�H��;�I-^95�¨�^�

∇ · (a1(x, ~u)~u) = f(x), ∇× (a2(x, ~u)~u) = ~F (x), x ∈ Ω;

∇ · (â1(x)~u) = f1(x), ∇× (â1(x)~u) = ~F1(x), x ∈ Ω1 ≡ (R3 \ Ω); (9)

~n · (a1~u− â1~u) = 0, ~n× (a2~u− â1~u) = 0, x ∈ Γ ≡ ∂Ω;

lim
|x|→∞

â1~u = 0.

, �¨�;:��ÅA�*,&^�+93�,&
Γ
>�*,&.�ú�¨���+�8DWH�&.� 67?.�¨&^:��89

Ω
9

Ω1

>��3-.�,�3���8: ����9+(U:�9+�+��-868�Z>
f ∈ L2(Ω)

>
f1 ∈ L2(Ω1)

> ~F ∈ (L2(Ω))3 > ~F1 ∈ (L2(Ω1))
3 >`-8:���4767I;�'�'9+�+9+���3�8� 25*,&^-8�+���+9+�ç(+*+� �¨(+6.��&FAú&FDq�^: ��+�;(3*+�;*+��-^�+6.� ��9+�'����*+�;�3�+9+*32^�;�B���B9ç-

Ω ∪ Ω1

�
X :��+68-8�3���h*+����2Ü���Ü�1&.�868�²I��868��Aà�¨&^-8�u�+-.�,�3���^: �D-8��-86;�D6v�^68�y>��3�86v(+*+9Ï9+:;(36.���^�;68-/&^�+939

�B���^6��¨& T�&1�4K�*+4+9+�,& �+�,� *+�C:��;�+9�� �Ü&��j&Ü�+9 `e�¥is: (+6^�B6FH��7D 9+�3�8�CA;*,&����8�+�a0 25*,&.-8�+�;�39+�
6^�8�368:;93�^�����^�+6H-8��43�868*3�+67A;6ô9���9i:�45&1�,�+*3�+67A;6 (+6^�^�;�+�+9+&1��68- (+6.�,25�,&FDS�8: �i456^�n?89+�+9+*368-/&^�+�3���
:;9+:��8���B�Ê25*,&^-8�+���+9+�Z>�:;68:��86Ü��H�9+�Ú93�Ú�+���,9+�+�;�3�+67A;6Ó�¨9+�'�'�;*3�;�+�+9+&1���8�+6FA;6O2�*+&^-8�+���+93�ù-8�327�^*+9
67?.�¨&.:��89

Ω
9	A;*+&^�+9+�+�367A;6!9+�3�^�^A;*+&1���8�+6FA;6¬25*,&.-8�+�;�393��:'6;�¨�+93�@A;*+&^�+9+�+�3���Ó68(+��*,&.�86^*+68� �+&

Γ
�

Æ &.:��8�3��� :��,25�,&^��� �Ü&Ü�j&Ü�+9 `e�¥i��+-.�,��Dq�^: �÷��&��j&Ü�+9Ê�T&BA;�+93�^68:��1&1�89+4+9`� , ���;:;� :���� ��28���
6^�8�B���893�^�8>}���86�-´&.-^�868*3�;�'�;*,&1�8�!4�&.�5�¨95�j&1�8:;4768�ç�¨9+:;:��;*3�1&.�+9+9¯&^-.�868*,&.-?�,�,���¨-^25�B��*+�+�a0ç�Ü&Ü�j&Ü�

/ X �NQ)��*Ï�3�j&B:��;-+� T|*+&^�+9+�+�3���ã9+�3�^�^A;*+&1���8�+���e25*,&^-^�+�;�+9�� -M�Ü&Ü�j&Ü�,&10ô�T&FA;�+9��868:��1&.�89+439K�
� -^�^68*+������*,&.� �¨9+:;:��;*3�1&.�+9+9 �,& :;689+:�45&^�+9+� 25�+���+68� :��8��(+�;�39 4�&.�5�¨95�j&1�1& �'93��9+476.�
�T&.�8���T&.�893�+�;:�4+9�0��,&�2�4`� X Q¡~¡Q±>K�8���\�/��� �^�8�7>7 �2E?8�+&�>F�q�7�/�

�Ü�



�T&FA;�393�868:��1&.�8934+9+?8�a��6Q(3*+�ú�,�,6=<��;�+6'*,&^:�:;�T&.�^*+9+-/&1�8��A;*,&^�39+�+�+��� 9+�3�^�^A�*,&1���8�3���S25*,&^-^�+�;�+9���4�&.4
:;(+���+9,&1�,�8�+���¾A�*,&^�+9+�3�+���´2^:���68-^93��` ���;�B�T& � im>p9 �,&¢68:;�+6^-/&^�+9+9Ú���;�B���8> Ã ?8�a��9z67?868:��+68-/&^�3�
�¨-/&��B���86;�j&ç-84��4Dq�+�;�+9��¿A;*,&^�39+�+�+�a0Ú93�3�8�CA;*,&1�,�8�+�a0c25*,&^-8�+���+9+�
�,�,�Ú-^�;43�^68*+�+67A�6ç(+6^�8���+�+9,&��¨&
-¯4768�+�;�3�+6.��*+&.���+6^:��8��2UDu:;���868�3�32EDu:à08�;�\2O*+�m:����+93�Ó�¨9+�'�'�;*+���+�+9,&����8�+68�v�+�ú��9+�+���+�+68�O�Ü&��¨&��39
�T&FA;�393�868:��1&.�8934+9�6^�^�+68:�93�8�ú���8�+6c-8�;4��868*+�367A;6Ú(+6^�^�;�+�39,&1�¨&3�(9Q6¯-8:��;�I-895��9+�B68:��^9Z>��3���Ü&.-89+:;93�B6
6^��I��^9�0 9+:�:���� �¨68-/&.�+9+�Z>¢6;�¨9+� 93�e25(+68�\�3�327�8�a0 �B���^6���68-�-84��4Dq�+�;�+9��Z>ç�86.���^456�- 4768�+���+�+6.�
I������B�;�3�^�32EDI:à0/���\27>¥?8�a��*3��&1��9���68-/&.��-�-897�¨�a:�(+�;�+9+&1���8�+6^��(+*+67A�*,&^�B�B���,�+��*+�m:��;�393�)(+6;�¨67?^�+67A;6
4��¨&^:�:�&'�Ü&��j&Ü�10��nGa(+6^:���� �¨:��^-89+9é68�+&�9+:�(+6.���.��68-/&��¨&^:;�Q�,�,�!*,&^:��8K��^68-��T&BA;�+93�^�+67A�6�(+6.�,�§Aà�¨&.-8�+67A�6
�¨9+(+61���8�+67A�6¬�T&BA;�+93�1&[Ra6.���B:�67A�6 � �¨*+68�3�+67A;6[MQ6.�+�¨&.�5�¨�;*+&32Ü�
~ ���ú��2^����6^�^�B���89��8�8>K���86�93���¨&FAú&^���B���f-+I��^68�¾Aà�¨&^-^��(+6;�,086��k`

§
�8�ý�¼i{�+-.�,�3���^: �Â?86.������67?BH�9+�y>

�+�;�
�B���86;�¨�l>393����6q<)���+�+���?-*,&F?86.�1&10�ï��Nñ3�NÜ]àÖæîg^÷8ö[dFõ»` �q�7�F�¥i}9°ñ3�N���PßªdFçéf^æÓd���` �q�7�B�¼im>5&��1&.4�<)�x?^6.���;�
I;4768�+6^�B9+�+�+���Ó(36���&.�8*+&.�1&^�I(,&^�\���89ÍÄ�GyV�>,�+��� (+6;�,086;�¨�e93� 5,6 � �+�´93:;:��,�ú�¨68-8&^�+93��:;93:��8���B��`È�¥ip2��¨6F?8�+6�-8-8��:��89´67?86^�;�,&Ü�+�;�393�

~V =

{
a1~u, x ∈ Ω,

â1~u, x ∈ Ω1,
~Z =

{
a2~u, x ∈ Ω,

â1~u, x ∈ Ω1,
~U = ~V − ~Z.

 ��,�
x ∈ Ω

?^2��¨��� 9+:�(+6.���^�;68-/&.�^�¬:ú���ú�,2UD�H�9+��Ü&^-893:;9+�B68:��89K� ~Z = ν(x, ~V )~V
9 ~V = k(x, ~Z)~Z

�
9'*39

f = 0
�,�+�h*+�m:����+93�h:�9+:��^�;�B� `È�¥iÓ*,&.:;:;�T&1�8*+9+-8&^���^: ��9+�3�8�CA;*,&����8�+68�Ï2�*+&^-8�+���+9+�

6^�8�368:;93�^�����^�+6 -8��43�86^*+�+67A�6 (+6^�^�;�+�39,&1�¨& ~A >+476^�^68*+����-8-^6���93�8: ��(+6!�'68*+�\2Ü��� ~V = ∇× ~A
�

Ga�;43�^68*+�+����(+6^�8���+�+9,&���2��¨68-.�,���8-^68*/�+���!25*,&^-8�3�;�+98D

R ~A ≡ ~A−
1

4π

∫

Ω

~U( ~A) ×∇
1

r
dy = ~Af (x), x ∈ Ω. (10)

, �¨�;:�� ~U( ~A) = (1 − ν(x,∇ × ~A))∇ × ~A
>x&

r = |x − y|
��*+&^:;:��86Ü�+�+93� �B�C<)��2f�^68�+45&^�B9

x
9
y
>

~Af(x)
�T�Ü&��j&.�+�+����-^�;43�^68*Z> ~Af ∈ (L2(Ω))3 ��9Q*+� �¨(+6.�¨&BAú&^���^: �Z>¨�3�86 0 < ν∗ ≤ ν < 1

>
ν∗ = const

�
G

§
�8�  9+:;:ú���ú�,28���^: � 9+�3�^�^A�*,&1���8�368� 25*,&.-8�+�;�39+� ` �Ü�¥iI�+�,��-8�;4��868*+�367A;6s(+6^�^�;�+�+9+&1�¨& -

A;9��,�7?8�;*��868-86^� (+*+6^:��8*+&^�+:��^-8�
H(rot,Ω) = {~u : ~u ∈ (L2(Ω))3,∇× ~u ∈ (L2(Ω))3}

:;6�:;45&1�+�+*+�+��� (+*+6893�;-8�ú���;�+9+���
(~u,~v)α = α(~u,~v) + (∇× ~u,∇× ~v),

A �¨�
α = const

>
α > 0

>
~u
>
~v ∈ H(rot,Ω)

>
(·, ·)
�X:�4�&��,�+*+�368�(3*+6893�;-8�ú�¨���+9+��-

(L2(Ω))3 �Æ ��*+���
‖ · ‖

9
‖ · ‖α

67?86.���,&Ü�+9+� :;686.�8-8���8:��^-^2EDWH�9+�¯�+68*+�B� -Ú(+*+68:��8*,&^�3:��8-8&10
(L2(Ω))3 9

H(rot,Ω)
�

X :��+68-8�3��� 2^:���6^-89+�;�y>476^�868*368�\2v�¨61�]< �3�h2Ü��68-.�����8-868*/���8�O4767I;�'�'9+�+9+���3�8�÷:;9+:��8���B� `È�7im>
�+-.�+�+���^: ��:ú���ú�,2UD�H������+��*,&^-8���+:��^-86+�

|~U1 − ~U2| ≤ (1 − ν∗)|~V1 − ~V2|, x ∈ Ω. (11)

~ -868�+:��8-/&�68(+��*,&.�86^*,&
R : H(rot,Ω) → H(rot,Ω)

2^:��1&^�+&^-.��9+-8&FDq�^: �f-�:���� ��2EDWH������8��68*+���B�^�
4 ìj�Nþlã8à5�F>Eñ3�PÜ]gCh6�Cg^àC>7�ù� ï��P�Áã8f8�FgCà;�Êwåø7ã8ú8èîg^÷§ä��Çï��\Ü��Çï_ï	gCháò�øU÷8ç�bcøFà � Û%9]g^èî÷±f×dFèîf^ã8èÓdBháæîø7õ8çvûÁæîháò

æÓàéø7õ�çÖdBháã�àádBhÖæÓø7õK�°ßnàéøUfCg^g^÷�æÓõ8â7ç�øFb�hÖò8g+Ü-æÓàÖç�h��\õ¼hÖg^àéõ]dBháæîø7õ]dFèÇ�:�yÔ��Ý�Ðã8çég^àÖç�ö[gCgCháæîõ8âpdFõ8÷�ûÊø7à5�Eçéò8ø7úZ>
�q�7�7����w����W��>0øFú�gCõ��  �^�8�1� � Ã �7>��7�¥ÎB�Wã8â¼Î  �^�8�3�

;�ì¨�Nþlã8à5�F>ªìj�N�Áã8çéçÖg^õ�çÖfjò¼ã8f8�4>Ç��NìUæÓgCâ7g^è �§�yfCf^ã8àÖdBhág[f×dFèîf^ã8èÓdBháæîø7õ¾øFbÊbcàÖæîõ8â7g<9]gCèÓ÷8ç¡æÓõÂhÖò8g�t»uxw(ö[dFæÓõ
÷8æÓú0ø7èîg^��w�������>4t»u�wùß�àéøÀüég^fmhW��gCú�ø7à�h �¥Ã �U>`�q�7�7�3�

�8�



=å© 54« © �l/?>A@CBD@">
EGFIHKJMLONQPKR6H�SUTKV�W1F�TYX�FZH�R[L\JKV^]Z_`_badcQW1R
_ba<egfhF�J�HKi`SKRkjkRdSKRdW1RdSASANQlMRdPKVZm�n\W1R6mocGW1R1V�F�WpirqbHsT ~A1, ~A2 ∈ H(rot,Ω)

(R( ~A1) −R( ~A2), ~A1 − ~A2)α ≥ χ1‖ ~A1 − ~A2‖
2
α,

t q\V α, χ1

f:PKR�HuR vwJAW1VIHKi`SANxVzy�R[SKFbWpn�SAWpN|{
} a<egX`qOROL�HuVbW1L�R�msTKV�W~X�FZHuR[LOJA���kJAPA�pJA�An[cxW1RpV$FbWpi.qbHoT ~A1, ~A2 ∈ H(rot,Ω)

‖R( ~A1) − R( ~A2)‖α ≤ l1‖ ~A1 − ~A2‖α,

t q\V α, l1 f:PKR6H�RdvwJAW1VZH�i`SANxVzy�RdSKF�Wpn\SAWpN��
GO�^�;68*+���B�¬�^�  �  28:��1&^�,&^-.�,9+-/&FDS�8: ��:�-868�+:��8-/&!(+*+689���-86;�¨�+6^�¾¦�*+�m:���68(+�;*+&.�868*+&[�'�

R′( ~A) ~A+ ≡ ~A+ −Q~U ′,

A �¨� ~U ′ ≡ (E −Z ′(~V ))~V+
>
Z ′(~V ) = {∂Zi/∂Vj}i,j=1,2,3

> ~V+ = ∇× ~A+
�Ç¦�68*+�\2Ü��9+*32EDS�8: ��28:ú��68-893�

(+*+9)476^�^68*+�a0�*+�m:����+9+�{25*,&^-8�3�;�+93�p` �Ü�¥i|�B6=<¬�+6?(36.�,25�+93�^��:a(+68�B6FH��7DÓ93�^�;*,&^�39+68�+�+6FA;6�(+*+68�+��:;:;&
%Q�7Dq�^68�,&3�
 �+���¨9+:;43*+���^93�Ü&^�39+9)9+�3�^�^A;*+&1���8�+6FA;6q25*,&.-8�+�;�393��9+:;(+61���^�;2^���^: �)�B���^6��±T3&��4K;*+439+�,&3�ªGa-86;�¨93�^: �

(+*+68:��8*,&.�+:��^-86
J1(Ω) = {~u : ~u ∈ (W 1

2 (Ω))3,∇ · ~u = 0, ~u · ~n|Γ = 0},
A �¨�

~u · ~n|Γ
��:ú���ú�I�,&�A�*,&^�+93�+�

Γ ≡ ∂Ω
>{&

W 1
2 (Ω)

�(+*+68:��8*,&.�+:��^-86 ~ 67?86.�,�;-/&ç:;6¢:;45&1�,�3*+�+���
(+*+689���-8� �¨�;�+93�;�

(~u,~v)J1 = (∇× ~u,∇× ~v)9´�368*+�T&
‖~u‖J1 = ‖∇ × ~u‖

>�A �¨�
~u,~v ∈ J1(Ω)

�
Gz���;�B�T&10��8�  � �Q9f�^�  �  �¨6845&.�;��-/&FDS�8: ��-8:;(368�B67Aú&.�^�����8�3����*3���;2Ü���Ü�1&.�^�ã67?±I�4+-89+-/&����;�3�^�+68:��89

�+68*+�
9 :;-^68�+:��^-�68(+��*,&.�^68*,&
∇×
�,�,�[I������B�;�3�^68-)(+*+6^:��8*+&^�+:��^-/&

J1(Ω)
�- �&1�,�;�S*,&^:;:��T&.�8*39+-/&^���8: �

25*,&^-8�+���+9+�
PJ1(R( ~A) − ~Af ) = 0,9���6845&.����-/&.���8: ���8��68*+���T&´�8�  � � �

=å© 54« © �l/?>A@CBD@C�
EGFIHKJMLONQPKR6H�SUTKV�W1F�TYSKV�m�n7L\V�SKFbW1L�R�]Z_`_badcxW1R
_ba
PJ1R : J1(Ω) → J1(Ω)

f�F�J�HKi`SKR:jzRdSKR[W1RdSASANQl3J<HKJAPA�pJA�Af�SKV�P�m�V�mKNxL\SANQl�RdPKVZm�n\W1R�m�c�W1R�V$FbWpi
qbHoT ~A1, ~A2 ∈ J1(Ω)

L\NQPKR�H�SUTKV�W1F�TYSKV�m�n7L\V�SKF�W1L\R

(PJ1(R( ~A1) − R( ~A2)), ~A1 − ~A2)J1 ≥ ν∗‖ ~A1 − ~A2‖
2
J1,

n^Wpn\y7v�V
‖PJ1(R( ~A1) − R( ~A2))‖J1 ≤ (2 − ν∗)‖ ~A1 − ~A2‖J1 .

} a���P�mKV�q[PKR6H�Rdv�V�SAJUTU��W1V$R�m�VIjzN�_`� } � } RdPKVZm�n\W1R6m
PJ1R′( ~A) : J1(Ω) → J1(Ω)

SKV�P�m�V�mKNxL\SKR
Rd�8m`n�WpJUj J�X`q\R[L�HuVbW1L�R�msTKV�W X�FZH�R[L\JA���kJAPA�pJA�An�PKR ~A

� �:mKJ�OW1R8j q�HsT ~A, ~A+ ∈ J1(Ω)L\NQPKR6HKSUTA�:W1F6TYFIH�V�q[X`�:�pJKVkSKVZm�n�L�V�SKFbW1L\n7�

‖PJ1R′( ~A) ~A+‖J1 ≥ ν∗‖ ~A+‖J1 ,

‖PJ1(R′( ~A1) − R′( ~A2))‖J1 ≤ γ‖ ~A1 − ~A2‖J1,

t q\V γ = const
�

� 



~ 67Aà�¨&^:��+6 �B���86;��2	T3&��4K;*+439+�,&�>+25*,&^-^�+�;�+9�D%` �Ü�¥ia:;6^6^�8-8���8:��8-^2^����:;93:��8���T&

PJ1
m
(R( ~Am) − ~Af ) = 0,

A �¨�
J1

m

�
m
���B�;*3�+68����9+�+���+�+68�S(+6;�¨(+*+6^:��8*+&^�+:��^-86)-

J1(Ω)
:S�+68*3�B68�Z>79+�5��25�+93*+68-/&^�3�+68�é93�

J1(Ω)
>

?/&.�;9+:;68�
~u1, ..., ~um

>,9
~Am =

m∑

i=1

αi~ui.

Q?�!�^�;68*3�;�e67?FH��;�¢�8�;6^*+9+9¢�,�+��Iú�+��9+(3�^9+�+��:;4+9�0
�Ü&��¨&���:¬�B6^�+6^�86^�+�+���B9
6^(+�;*,&1�868*,&.�B9m:���� ��28���
:�2¼H���:��^-868-/&^�39+���ú�¨9+�3:��8-^�;�+�+6FA;6i*3�C:����+93� 25*,&^-^�+�;�+9�� ` �Ü�¥iO9 :à0/6;�¨9+�B6^:��8� (+*+98?1��9�<±K��+�+67A�6
*+�C:��;�+9�� 4Ú�868�3�+68�\2¯*+�m:����+98D 2�*+&^-8�+���+93�Z>a&��1&^4�<)����6845&1���^�,&.�Ú:à0/6;�¨93�B68:��^�m93�8��*,&^�+9368�+�+67A�6
(+*+68�3�;:;:;&!�B���86;�j&¬%'�FDq�86^�,&3�
QQ� 68(+*+� �¨���,�;�+93�Ú�368*+�B�

J1(Ω)
:ú���ú��2^���=>T�3�^6�2�*+&^-8�+���+9+�®` ���¥i¡I�4+-89+-8&1���;���8�+6f2��¨67?8�368�ç�,�+�

�+9+:ú���;�+�368��*+�;&1��93��&^�+9+9´4768�n?89+�+93*+68-/&^�3�+68�
m
���B�;*3�+68��:;9+:��8�;�B�

∫

Ω

ν∇× ~Am · ∇ × ~uidx +

∫

Γ

~n · ∇ × ~ui

∫

Γ

1

4πr
(~UJm

· ~n)dSydSx =

∫

Γ

(~n× ~ui) · ∇ × ~AfdS,

i = 1, 2, ..., m;���¨��:;� ~UJm
≡ (1 − PJm

ν)∇ × ~Am

>'&z(+*+6^�;4+�+9��
PJm

ν∇ × ~Am

�,&1086���93�8: �ù93�
:;(+���+9,&1�,�8�+67A�6
25*,&^-8�+���+93�`�

Jm

�j4768�+�;�3�+68�B�;*3�+68�{(+6;�¨(3*+68:��^*,&^�+:��8-86Q-q(+*+68:��8*,&.�+:��^-8�
J(Ω) = {~u : ~u ∈ (W 1

2 (Ω))3 >
∇ · ~u = 0}.G

§
�8� � 9+:;:ú���ú�,28���^: �O9+�3�^�^A;*+&1���8�+6^�´25*,&^-8�3�;�+9+���,�,�z:;45&1�,�3*+�+67A�6
(+6.�8�;�3�+9,&1�¨&��sG :ú�,25�,&^�F>

4767A �j& ~F = 0
>,-)��&��j&Ü�+��`È�¥ia�B6q<¬�+6�-8-8�;:��89�:;45&1�,�3*+�+����(36^�8���+�+9,&1�

ϕ
(+6!��6^*+�\2Ü��� ~Z = ∇ϕ

� X �
2��¨68-.�����8-86^*7�3���!25*,&^-8�+���+98D

T (ϕ) ≡ ϕ(x) +
1

4π

∫

Ω

~U(ϕ) · ∇
1

r
dy = ϕf(x), x ∈ Ω. (12)

, �¨�;:�� ~U(ϕ) = (k(x,∇ϕ) − 1)∇ϕ
>x&

ϕf

����&��j&^�+�+&.�ç�Q2��34+�+93�r>
ϕf ∈ L2(Ω)

�±9Q*+�ú��(+6.�¨&FAú&.���8: �r>
�3�86

1 < k ≤ k∗
>
k∗ = const

�
9Q2^:��^�

G1(Ω)
�¡A;9��,�7?8�;*��868-86ç(+*368:��^*,&^�+:��8-86+�

G1(Ω) = {~u : ~u = ∇ψ, ψ ∈ W 1
2 (Ω)}

>B�+�;*+���
A0 : G1(Ω) → G1(Ω)

6F?86^���+&��39+� 9+���8�^A�*,&1���^�+����68(+��*,&.�^68*

(A0~u)(x) ≡ ∇

∫

Ω

~u · ∇
1

4πr
dy.

Q?��-8��:��8�368>��3�86!68(+��*,&.�86^*
A0
:�&.�B68:;68(3*7�U<±K;��9�(+6.��6q<¬93�8�ú���8�+6!68(+*3�ú�¨�ú�4K;�K�åMQ*+68�B�?�86FA;68>

λ1 ≤ ‖A0‖ ≤ λ2 ≤ 1, λk = const, λk > 0, k = 1, 2.

ó?�+9��8��-/&.�	I��89�:�-868�+:��8-/&�68(+��*,&.�^68*,&
A0
>,-

G1(Ω)
2��¨67?8�36!-^-8�;:��89�:�45&1�,�+*3�+68��(+*+6893�;-8�ú���;�+9+�

(~u,~v)∗ = (A−1
0 ~u,~v).

 ��,��:;686.�8-8���8:��^-^2EDWH��;�ç�+68*+�B�²9+�B�;���
‖~u‖ ≤ ‖~u‖∗ ≤ λ−1

1 ‖~u‖.

� �



GI(+*+68:��8*,&^�3:��8-^�
W 1

2 (Ω)
-^-8�ú�0K�� :�4�&��,�+*+�368�(3*+6893�;-8�ú�¨���+9+�

(ϕ, ψ)β = β(ϕ, ψ) + (∇ϕ,∇ψ)∗,

A �¨�
β = const

>
β > 0

>
ϕ, ψ ∈ W 1

2 (Ω)
>,:':�686^�8-^���8:��8-^2ED�H��;�f�368*+�B68�

‖ · ‖2
β = (·, ·)β

�
 )&����;�'(+*+� �¨(+6.�,6=<¬9+�y>,�3�^6 -8��(36.���3��Dq�8: �´�+��*,&^-8���+:��^-/&

‖~U1 − ~U2‖ ≤ (k∗ − 1)‖~Z1 − ~Z2‖, (13)

(~U1 − ~U2, ~Z1 − ~Z2) ≥ 0, (14)
A �¨� ~Ui, ~Zi ∈ (L2(Ω))3, i = 1, 2

�
~ (+*,&^-8� �,��9+-8&!:ú���ú��2ED�H)&.�´�8�;6^*+�;�T&3�
=å© 54« © �l/?>A@C�D@">

EGFIHKJMLONQPKR6H�SUTA�:W1F6TYSKVZm�n�L�VbSKF�W1L\n�]Z_7��a1J�]Z_$��adcxW1R
_baM��TKL$HsT�VbW1F6T�FbJ�H�i`SKRkjzRdSKR[W1RdSASAN�j�RdPKVZm�n\W1R6mKR8j�c�W1R1V�F�Wpi.qbHoT�H��:�[N��

ϕ1, ϕ2 ∈ W 1
2 (Ω)

(T (ϕ1) − T (ϕ2), ϕ1 − ϕ2)β ≥ χ2‖ϕ1 − ϕ2‖
2
β,

t q\V β, χ2

f:PKR6H�RdvwJAW1VZH�i`SANxVzy�RdSKF�Wpn\SAWpN|{
} aM��TKL$HsT�VbW1F6T HKJAPA�pJA�Af�SKV�P�mKVZmKNxLOSAN�j�RdPKV�m�n�W1R�m�R8j¡c¢W1R1V$F�Wpi^q�HsT HK�:�[N��

ϕ1, ϕ2 ∈ W 1
2 (Ω)

‖T (ϕ1) − T (ϕ2)‖β ≤ l2‖ϕ1 − ϕ2‖β,

t q\V β, l2 f:PKR6H�R v�JAW1VZHKi`SANxV£y�R[SKFbWpn�SAWpN��
 �+�´*3�C:����+93��25*,&^-8�+���+93��` �  ia�B���^6���68�I%Q�7Dq�^68�,&)68(+*3�ú�¨�ú�,�+���8: ��(3*+6893�;-86;�¨�,&.�Í¦�*+�C:��

T ′(ϕ)ϕ+ ≡ ϕ+ +
1

4π

∫

Ω

(V ′(~Z) − 1)~Z+·∇
1

r
dy,

A �¨� ~Z+ = ∇ϕ+

>
V ′(~Z) = {∂Vi/∂Zj}i,j=1,2,3

�¾G �8�;6^*+�;�B�f�8� � �  �'68*+�\2Ü��93*32EDq�8: �¯2^:���6^-893�¯(+*39
476^�868*3�a0O*+�C:��;�+93�¢25*,&^-^�+�;�+9��ô` �  i¬�B6q<¬�+6m(+61�,25�+93�8�z:f(+68�B6FH��7Dh93�^�;*,&.�+9+68�+�367A;6z(+*+68�+��:;:;&
%Q�7Dq�^68�,&3�
 �+���¨93:;4+*+���893��&^�+9+9é25*,&.-8�+�;�393��` �  i\(+6��B���86;��2[T�&1�4K;*34+9+�,&�*+&^:;:��T&.�8*+93-/&^���^: �{A;95���7?8��*3�868-^6

(+*+68:��8*,&.�+:��^-86
H̃1(Ω)

> :;68:��86Ü��H��;� 93� I��,�;�B�;���868- (+*+68:��8*,&.�+:��^-/&
W 1

2 (Ω)
> �,�+� 456.�868*+�a0

-8��(+6.�,�3�+���8: ��0/6^�Ü�p?8��6;�¨�36¬93�'2^:���68-^9+�
∫

Γ0

ψdS = 0,
95��9 ∫

L0

ψdl = 0,

A �¨�
Γ0

�
�+&^:��^��A;*+&^�+9+�+�
Γ
>´&

L0

���+���Ü&^�B43�327�1&.� 4+*+93-/&.� -M67?1�¨&^:��^9
Ω
>´:;6 :;45&1�,�3*+�+���

(+*+689���-8� �¨�;�+93�;�
(ϕ, ψ) eH1 = (∇ϕ,∇ψ)∗.

9?28:��^�
H̃1

m

�ªö)���B�;*3�+68����9+�+���+�+68�?(36���(+*+68:��8*,&^�3:��8-^6
H̃1 :W?8&.��9+:�68� ψ1, . . . , ψm

9é�+68*3�B68� 93�
H̃1 ��}67A �¨&��+�,�´&^(+(+*+6^45:�9+�T&^�+939¾T3&��4K;*+439+�,&

ϕm =
∑m

i=1 biψi

(+6.�,25�+9+�z2�*+&^-8�+���+9+�
P eH1

m
(T (ϕm) − ϕf) = 0, (15)

A �¨���+�;*+���
P eH1

m

67?^6^���,&Ü�+���´6^(+�;*,&1�868*�(+*+68��43�893*+68-/&^�393�
H̃1 �+& H̃1

m

�

�×�



ó?*,&^-^�+�;�+93�+` � Ã iåI;43-89+-/&1�,�;�3�^�+6�ö)���B��*+�+68��67?F¤|� �¨9+�8K��+�+68��:;93:��8���B�
∫

Ω

k∇ϕm·∇ψidx+

∫

Γ

~n×∇ψi

∫

Γ

1

4πr
(~U(G1)m

×~n)dSydSx =

∫

Γ

ψi~n·∇ϕfdS,

i = 1, 2, ..., m,
A �¨� ~U(G1)m

≡ (P(G1)m
k − 1)∇ϕm

>�&ã(+*+6^�;4+�+9��
P(G1)m

k∇ϕm
�,&10/6;�¨9��8: � 93�O:;(+���+9,&1�,�8�+67A�6

25*,&^-8�+���+93�`�
ó?�+93�^��-/&.�´:;-86^�+:��^-/&!6^(+�;*,&1�868*+6^-¬(+*368�;43�^9+*+68-8&^�+93�r>+��6845&.����-/&BDq�8: ���8��68*+���B� �8� � � � 9¢�8� � �P�3�
=å© 54« © �l/?>A@C�D@C�
�:mKJ�LONQPKR6H�SKVbSAJAJ�X�FZH�R[L\JAl¤W1V$R�m�VIjzN�_`�¥���¦_�RdPKV�m�n�W1R�mKN

P eH1T : H̃1 → H̃1 J
P eH1

m
T : H̃1

m →

H̃1
m

TKL$HsTA�:W1F6T�FbJ�H�i`SKRkjzRdSKR[W1RdSASAN�j£JMJ�H�JAPA�pJA�Af�SKVbP�m�VZmANxL\SAN�j£J��
=å© 54« © �l/?>A@C�D@¨§
�:mKJ1L\NQPKR6HKSKV�SAJAJ©X�FIH�R[L\JAlpW1V�R6mKV5j£N¤_`�¥��� } P�m�RdJoª\L\R[q[SANxV¡«�m�V��1V

P eH1T ′ : H̃1 → H̃1 J
P eH1

m
T ′ :

H̃1
m → H̃1

m

TKL$HsTK�:W1F�T�PKR6H�RdvwJAW1VZH�i`SKRpRdP�m�VbqOVIHu¬bSASAN�j£JMJ�HKJAPA�pJA�Af�SKV�P�m�V�mKNxL\SAN�j£J��
QQ��8��68*+�;�e�^� � � � 9
�8� � �P�!:���� ��28�����+��^6.���8476é:�2EH��;:��8-868-8&^�+9+��9�:à0/6;�¨9+�B68:��8��(+*+9�?.��9�<±K��+�+�a0

*+�C:��;�+93�ã4v�^68�+�+6^�\27>Q�+6Ú�1&^4�<)�ç9²:à0/6;�¨9+�B68:��8�Ó�B���86;�j&c(+68:��,�ú�¨68-8&.�8�ú���8�+�a0²(+*+9�?.��9�<)���+9+�²9
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�Ü&��¨&��39}`e�¥im>B(36.�,25�+�;�3�+���z:�(368�B6FH��FDH-8-8� �¨�;�+9��Ú-8:;(+6^�B67Aú&.�8�ú���8�+6FA;6¢-8�;43�^68*,&3�¾ ��,�¯(+*368:��^6^�8�
93���,6=<��;�+93�Ú(3*+�ú�¨(36.�¨&FAú&^���8: �r>{�3�86®A;*+&^�+9+�,&

Γ
�+-.�,�3���^: �o?^6.���;�{Aà��&��¨4768�Z>X�+�;� (+*+� �¨(+6.��&FAú&1��68:��

*,&^�+�B:��F>,9�-�45&B<���68���868�+47��9+�B�;���é�+��(+*+��*+��-8�+���´-8�;43�^68*��368*+�T&1��9`�
 �+�´-^�;43�^68*+68- ~V 9 ~Z 9+�B���;�

∇× ~Z = ~F , ∇ · ~V = f, ~V = k ~Z, x ∈ Ω, (16)

A �¨� �Q25�+4+�393�
k
�Ü&��j&.�,&���98?^6�45&^4

k = k(x, ~V )
>x��98?^6�45&^4

k = k(x, ~Z)
�	QQ:;(+6.�,�^�;2.�m�'68*+�\2Ü�,2

TF*+9+�,&�-�67?.�¨&^:��89
Ω1

�,�+��-8�;43�^68*+68- ~V > ~Z >,(+6.�,25�,&^���

~g(x) = −∇

∫

Γ

~V · ~n

4πr
dSy + ∇×

∫

Γ

~Z × ~n

4πr
dSy + ~V , x ∈ Ω1, (17)

A �¨�
~n
�X-8�;4��868*´-8�+�C:��+�;�´4

Ω
�+68*+�T&���9K� , �¨��:;�

~g(x) = ∇×

∫

Ω1

~F1

4πr
dy −∇

∫

Ω1

f1

4πr
dy.

ó?�+9��8��-/&.��:;45&Ü�+4+9f9+�3�^�^A�*,&1��68-�-¾` ���Fi (+*39
x → Γ

9�2^:���6^-893�f:�-^�3�;9��+68*+�T&����8�+68��456^�B(+68�+���3�8�
-8�;4��868*,& ~V

9 �1&.�8A;���+�+9,&1�,�8�+68�H4768�B(368�+�;���8� -8��43�86^*,& ~Z
(+*+9 (+��*+��086������+��*+����A;*,&.�+9+�32

Γ
>

(+*+9�086;�¨9+�Ó4	A;*,&.�+9+�+�+6^�\2�:;686^�^�+6F:��;�+98D

~g1(x) = −∇

∫

Γ

~V · ~n

4πr
dSy + ∇×

∫

Γ

~Z × ~n

4πr
dSy +

1

2
(~n(~V · ~n) + ~n× (~Z × ~n)), x ∈ Γ. (18)

, �¨�;:��

~g1(x) = ~g(x) −
1

2
(~n∆f + ∆~F × ~n) + ∇

∫

Γ

∆f

4πr
dSy + ∇×

∫

Γ

~n× (∆~F × ~n)

4πr
dSy,

� Ã



&
∆f = f − f1

>
∆~F = ~F − ~F1

�
�\&^4+93� 67?8*,&1��68�y>m- 67?FH��;� -897�¨�Ï��&��j&Ü�32Þ`È�¥iÓ�B6q<¬�+6ô:���6^*+�\2Ü��9+*+68-8&.�8�H45&^4s�Ü&��¨&���2 :

25*,&^-8�+���+93�3�B9´` � É ia9	A;*,&^�39+�+�+��� 2^:���6^-89+�;�Ð` �q�¥iú�
~ �+�ú���7D (+6.�+2��3�;�+93�c-o` �×�¥i��861���8476ç6����+67A;6ç9+���8�^A�*,&1�¨&¢(+6

Γ
-8-^6���93�8: �c-8:�(+68�B67Aú&.�^�����^�+���

-8�;4��868*�� �Q2��34+�+93� ~P >+2Ü��68-.�����8-868*/��DWH�93��- Ω
:ú���ú�,2UD�H�9+�Ó25*,&.-8�+�;�393�+���

∇× ~P = 0, ∇ · ~P = 0, x ∈ Ω. (19)
�}67A �¨&�9���'68*3�\2��,�;TF*+9+�,&�9+�B���;�

α(x)~P (x) = ∇×

∫

Γ

~P × ~n

r
dSy + ∇

∫

Γ

~P · ~n

r
dSy, (20)

A �¨�
α(x) = 4π

>t�;:��,9
x ∈ Ω

>x9
α(x) = 2π

>t�;:ú��9
x ∈ Γ

� ~ 25�8K��^68��` �×�¥i'9k`  �7im>F�Ü&��¨&^-/&.���,�,�
-8�;4��868*,& ~P 28:��,68-893�c�,& Γ

-¢-^95�¨� ~P × ~n = ~Z × ~n
95��9 ~P · ~n = ~V · ~n

>T(+6.�,25�+93�M:��,�ú��2EDWH�9+�
4+*,&^��-8���Q28:ú��68-893�´4�25*,&^-8�+���+93�3��` � É ia9�` �q�¥iú�

~P × ~n = ~Z × ~n, (~P + ∇

∫

Γ

(~V − ~P ) · ~n

4πr
dS) × ~n = ~g1(x) × ~n, (21)

~P × ~n = ~Z × ~n, (
~B + ~P

2
+ ∇

∫

Γ

(~V − ~P ) · ~n

4πr
dS) · ~n = ~g1(x) · ~n, (22)

&��1&^4�<)�
~P · ~n = ~V · ~n, (

~Z + ~P

2
+ ∇×

∫

Γ

(~Z − ~P ) × ~n

4πr
dS) × ~n = ~g1(x) × ~n, (23)

~P · ~n = ~V · ~n, (~P + ∇×

∫

Γ

(~Z − ~P ) × ~n

4πr
dS) · ~n = ~g1(x) · ~n, (24)
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h−, p−
9
hp−

:à08�;�B�
(p ≥ 2)

�B���86;�j&[T3&1�4K�*+4+9+�+&
:�*,&1��*+��-8�3���B9ù?8&.��9+:��+���B9I�Q25�+4+�+93�3�B9&¯.°×> &
476m-^�^68*+68�\2Ú�

h−, p−
9
hp−

-8��*+:;9+9I:à08�;��:
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(+6^�;-86.�,�3�������,&Ü�+93�^�����^�+6
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?/&.�;9+:;�+�a0��Q25�+4+�39+��93��A�9����7?8��*3�86^-8�a0�(+*+68:��8*,&.�+:��^-
Z̃(Ω) = {~u ∈ (W 1

2 (Ω))3 : ∇ · ~u = 0, ∇× ~u = 0};

Ũ(Ω) = {~u ∈ (L2(Ω))3 : ∇ · ~u = 0, ∇× ~u ∈ (L2(Ω))3};

Ṽ (Ω) = {~u ∈ (L2(Ω))3 : ∇ · ~u ∈ L2(Ω), ∇× ~u = 0}.
¦�2��34+�+9+9f93�(+*+6^:��8*+&^�+:��^-/&

Z̃(Ω)
�B67A�27�+?8�{�^�é-8��*,&B<��;�+�e-¬-895�¨��A;*,&���9+�;�3�^68-+Aú&^*3�B68�+9+�+��:;4+950

�Q2��34+�+9+�K�[9Q67I��^68�\2f-�(K�  � �8� �¬(+*39+-86;���3�^: �m&��4A;68*393�8�B�ôA��;�+��*,&^�+939�Aú&^*+�B6^�+9+�+��:;4+9�0�4768�+���+�+6.�
I������B�;�3�^�+�a0Í?/&.��93:;�+�a0��Q25�+4+�+93�K�
9Q2^:��^��(+*+9�?.��9�<±K��+�+68��*+�m:����+9+�

uh -�45&B<)�¨68�v456^�+�;�+�368�}Iú���;�B���3�8� ω -��'68*+�B���^���^*,&FI �¨*,&U>A;��45:;&FI �¨*,&U>j(3���898A�*,&^�+�368��(+*393���B�²9���� (K�T9�H����8: ��-¬-897�¨�

uh(x) =

m∑

i=1

uh
iNi(x), (25)

A �¨�
uh

i

>
i = 1, ..., m

>��T���,&Ü�+���+93�´(+*+98?1��9�<±K��+�+67A�6¬*+�m:����+93��-)25���¨&10
{xi}i=1,...,m

�,&±A�*,&^�+9+�3�
∂ω
>

&
Ni(x)

>
i = 1, ..., m

>��Ç?/&1��9+:��+����Q25�+4+�39+9K�
 �+���,&�0/6q<����;�+93�}Aú&^*+�B68�39+�+�;:�4768�Ð?/&.�;9+:;�+6^�ã�Q2��34+�+9+9

Ni(x)
�1&^4768�r>�3�^6

∇ · ∇Ni = 0
>

:;67Aà��&^:;�+6v(+��*+-868�\2ù&��4A;68*393�8�\2F>!93:;(+6.�,�^�;2^���8: �M�B���^6�� 476.�+��6845&^�39+9K� 9Q*+�ú��:��1&^-893�h�^KÚ-O-895�¨�
Ni(x) =

m∑
j=1

a
(i)
j fg(j)(x)

>�A �¨�
a

(i)
j

�'�+��93��-8��:��^�+���´4767I��'��93�+9+�;���8�l>
g(j)

��9+�7�¨�;47:;�+&.�c�'25�+43�+93�Z>
j = 1, ..., m

>,&�-�4�&Ü�+��:��^-8�
fg(j)

-8�y?89+*+&FDq�^: ���Q25�+4+�+939
pn+1,k+1(x) = dnk(r/r0)

n cos(kϕ)P k
n (cosθ), qn+1,k+1(x) = dnk(r/r0)

n sin(kϕ)P k
n (cosθ) (26)
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(xl) = δil,
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∂xk2
(xl) = 0, (28)

xl ∈ ∂ω, k 6= k1, k 6= k2, k1 6= k2, 1 ≤ k, k1, k2 ≤ 3, l = 1, 2, ..., m.
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6^�8�368:;93�^�����^�+6Ï-^�;43�^68*����Q25�+4+�39+�K� £}&^:�:;�T&.�^*+9+-/&FDS�8: � �¨-/&ã�,&.:��8�3�a0�:��,25�,&1� �Ü&��j&Ü�+9_` �=im>Ó`  im>
476^�868*3�����3-.�,�8DS�8: �´�,&^98?^6.���;�'*,&.:;(+*+6^:��8*+&^�8K;�3�+���B9��,&�(+*,&^4��89+47�^�

{
∇ · (ã1~v) = f, ∇× ~v = ~F , x ∈ Ω;

~v = 0, x ∈ ∂Ω.
(31)

{
∇ · ~w = f, ∇× (ã2 ~w) = ~F , x ∈ Ω;

~w = 0, x ∈ ∂Ω.
(32)

Ga�y?868*�(+68:��1&^�+68-^4+9´��&��j&Ü�+9��Ü&^-893:;93� 6^�!:;-868�3:��8-¬4767I;�'�'9+�+9+���3�86^-
ã1, ã2

�Ê9'*3�ú�¨(+61�¨&FAú&^���8: �Z>¨�3�^6
(+*,&^-^�����+&^:��^9´2��¨68-.�,���8-^68*/�8Dq�¬�+��67?�0/6;�¨9+�B���Ó2^:���68-^93�+�¯�,�,��*,&.�;*+�C:�9+�B68:��^9��Ü&Ü�j&Ü�K�
 �+�z(368:��^*+68�;�393� 6F?867?FH�K;�+�+6^�c�'68*3�\2��,9+*+68-8439c��&��j&Ü�+9}` � �=i�93:;(+6.�,�^�;2^���8: �Ó-/&^*+9,&.�+9+68�+�3���

�B���^6��|�¢9?28:��^�
ã1 = ã1(x,~v)

���Ü&��¨&^�+�,&.�c�Q25�+4+�+9��Z>
f ∈ L2(Ω)

> ~F ∈ (L2(Ω)3 9 ∇ · ~F = 0
�

£x�m:��;�39+���&��j&Ü�+9�9�H����8: ��-�(+*368:��^*,&^�+:��8-8�
W 1

2,0(Ω)3 �

W 1
2,0(Ω)3 = {~u ∈ (L2(Ω))3 : ∂~u/∂xk ∈ (L2(Ω))3, k = 1, 2, 3; ~u|∂Ω = 0}.

M'&^4�93��-8��:��^�+68>,�1&^4768��(+*+68:��8*,&^�3:��8-^6é(+6^�;-86.�,�3���!9+:;(36.���^�;68-/&.�^�)�¨-^��I�4+-89+-8&1���;���8�+����+68*+�B�Q�

‖~u‖2
W 1

2,0(Ω)3 =

3∑

k=1

(∂~u/∂xk, ∂~u/∂xk)(L2(Ω))3 ; ‖~u‖2
W 1

2,0(Ω)3 = ‖∇ · ~u‖2
(L2(Ω))3 + ‖∇ × ~u‖2

(L2(Ω))3 .

X �+�;-897�¨�+68>,�3�^6¬*3�C:����+9+���Ü&��j&Ü�+9�` � �=ia67?8��:;(+���+9+-/&^��� �B93�+9+�\25�Ó�Q25�+4+�+9+6^�,&1�¨&

F1(~v) ≡ (1/2)

∫

Ω

[(∇ · (ã1~v) − f)2 + (∇× ~v − ~F )2]dΩ.

9Q*+�ú�¨(36.��6q< 93�y>,�3�86��,�,��4767I;�'�'9+�+93�;�3�1&�2�*+&^-8�+���+93�´-8��(+6.�����8Dq�^: ��:ú���ú�,2UD�H�9+��28:ú��68-893�`�
c1‖∇ · ~v‖L2(Ω) ≤ ‖∇ · (ã1~v)‖L2(Ω) ≤ c2‖∇ · ~v‖L2(Ω), (33)

‖∇ · (ã1(x,~v1)~v1) −∇ · (ã1(x,~v2)~v2)‖L2(Ω) ≤ c3‖~v1 − ~v2‖W 1
2,0(Ω)3 , (34)

 �



A �¨�
ci > 0

>
ci = const

>
i = 1, 2, 3

>+&
~v, ~v1, ~v2 ∈ W 1

2,0(Ω)3 �~ (+*,&^-8� �,��9+-8&��^�;68*+���T&3�
=å© 54« © �l/�B´@CBD@">
�kX�F�Wpi

~v+ = t~v2 + (1 − t)~v1

c
t ∈ (0, 1)

J
~v1, ~v2 ∈ W 1

2,0(Ω)3 � EGFZH�J�qbHsT?y�Rb��µ¶µQJA�AJKV�SAWpn
ã1L\NQPKR6HKSUTA�:W1F6TMSKVZm�n�L�V�SKFbW1L\n�]��`��adc5]�� ��apJYF�P�m`n7L�VbqbH�JKL\R3P�m�VbqOF�Wpn7L�HuVbSAJKV

ã1(x,~v+)~v+ = tã1(x,~v2)~v2 + (1 − t)ã1(x,~v1)~v1,

W1R¤P�mAJ
f ∈ L2(Ω)

c ~F ∈ (L2(Ω))3 µQX`SAy`�AJKRdSAn H
F1

c3RdP�m�VbqOVIHu¬bSASANQl·SAn
W 1

2,0(Ω)3 c¸TKL$HsT�VbW1F6T
SKV�P�m�V�mKNxL\SAN�j¡cxy�Rb�8mA�AJAWpJKL\SAN�j�JYF�W¡m�R t R1L\NQPAX`y[HKN�j¸�
9'*39´-8��(36.���+���+9+9½` �7� iØ>,&��1&^4�<)�'�+��*,&^-8���+:��^-/&

‖∇ · (u′(ã1, ~v, ~u)~u)‖L2(Ω) ≤ c4‖~u‖W 1
2,0(Ω)3 ,

A �¨�
u′(ã1, ~v, ~u) ¹ {∂(ã1(x,~v)vi)/∂uj}i,j=1,2,3

>
~v, ~u ∈ W 1

2,0(Ω)3 > c4 = const
>7�¨6845&.����-8&^���^: ���,�;�B�T&

 �  � �'6)�86^�y>,�3�86§A;*,&Ü�¨9+�;���é�Q25�+4+�+9+6^�,&1�¨&
F1

>+6^(+*+�ú�����,�3�;�B����*,&.-8�;�+:��8-86^�

(A1~v, ~u)(L2(Ω))3 =

∫

Ω

[(∇ · (ã1(x,~v)~v) − f)∇ · (u′(ã1, ~v, ~u)~u) + (∇× ~v − ~F ) · ∇ × ~u]dΩ,

�Ü&��¨&FK��¬6^�86F?8*,&B<)���+9+�'93�
W 1

2,0(Ω)3 - (W 1
2,0(Ω)3)∗

�
9'*39 -8��(+61���+�;�39+9z2^:���68-^9+� �8��68*+���B�  �  � ��9Ú�,�;�B�B�  �  � ��9���93�;-8�;:��8�+�a0z�8��68*+��� 6�:�-^�3�;9

�B���^6��¨&§£B9+�+&�9��B���86;�j&�T3&��4K;*+439+�,&):���� ��28���=>��3�86�67?86F?FH�K��+�,&.���'68*3�\2��,9+*+68-845&��,�+�é�Ü&��¨&��39�` � �=i
-�-895�¨�Q25*,&^-8�3�;�+93�

(A1~v, ~u) = 0, ∀~u ∈ W 1
2,0(Ω)3,9+�B�;�����ú��9+�+:��^-8�;�3�+68�)*+�m:��;�39+�

~v ∈ W 1
2,0(Ω)3 ��M'*368�B��^67A;68>¨(+*+9�4�&À<��¨6^� n I��86é25*,&^-^�+�;�+93�'�,�,�

∀~un ∈ (W 1
2,0)n(Ω)3 93�B�;���¬�ú��9+�+:��^-8�;�3�+68��Aú&��4K;*+439+�+:;4768�(+*+98?1��9�<)���+9+� ~un ∈ (W 1

2,0)n(Ω)3 �
zT:ú��9 -h�Ü&��¨&��3�$` � �=i ~F = 0

>v�86i�,�,� �CKLI;�'�'�;43�^9+-8�+6FA;6�*+�C:��;�+9�� - (36.�,25�+�;�3�+68�
67?867?BH�K;�3�+68�H�'68*+�\2Ü��93*+68-847�ã*+��4768�B�;�5�,28���^: �s9+:;(+61���^��6^-/&.�8��?8&.��9+:²93�e(+*368:��^*,&^�+:��8-/&

Ṽ (Ω)
>

2��¨68-.�����8-86^*7��DWH�9+��4+*+&^�;-8���z28:��,68-893�3���
 )&����;�!-/&^*+9+&^�+9+68�3�+���m�B���^6;�c9+:;(36.���^��28���^: ���,�,��(+68:��8*+6^�;�+93�
67?867?BH�K;�3�+68�
�'68*3�\2��,9+*+68-8439

�Ü&��¨&��39�` �¥ iú��9'*3�ú�¨(+61�¨&FAú&^���8: �Z>q�3�86
ã2 = ã2(x, ~w)

����&��j&^�3�,&.�I�Q25�+4+�+9��Z>
f ∈ L2(Ω)

> ~F ∈

(L2(Ω))3 9 ∇ · ~F = 0
��£x�C:��;�+93����&��j&Ü�+9f9�H����^: �ç-�(+*+68:��8*,&^�3:��8-^�

W 1
2,0(Ω)3 �¡¦�25�+4+�+9+6^�,&1���,�,��Ü&��¨&��39´` �¥ ia9+�B�����¬-895�

F2(~v) ≡ (1/2)

∫

Ω

[(∇ · (~w) − f)2 + (∇× (ã2 ~w) − ~F )2]dΩ.

9?28:��^���,�+�´4767I��'��93�+9+�;���1&!25*,&^-8�3�;�+93�´-8��(+61���3�8DS�8: �´:���� ��2EDWH�9+�2^:���68-^93�K�
c5‖∇ × ~w‖(L2(Ω))3 ≤ ‖∇× (ã2 ~w)‖(L2(Ω))3 ≤ c6‖∇ × ~w‖(L2(Ω))3 , (35)

‖∇ × (ã2(x, ~w1)~w1) −∇× (ã2(x, ~w2)~w2)‖(L2(Ω))3 ≤ c7‖~w1 − ~w2‖W 1
2,0(Ω)3 , (36)

A �¨�
ci > 0

>
ci = const

>
i = 5, 6, 7

>+&
~w, ~w1, ~w2 ∈ W 1

2,0(Ω)3 �~ (+*,&^-8� �,��9+-8&��^�;68*+���T&3�
=å© 54« © �l/�B´@CBD@CB
�kX�F�Wpi

~w+ = t~w2 + (1 − t)~w1

c
t ∈ (0, 1)

J
~w1, ~w2 ∈ W 1

2,0(Ω)3 ��EGFZHKJMq�HsT¤y�Rb�bµ�µQJA�AJKVbSAWpn
ã2L\NQPKR6HKSUTA�:W1F6TMSKVZm�n�L�V�SKFbW1L\n�]���ºbadc5]��s»8apJYF�P�m`n7L�VbqbH�JKL\R3P�m�VbqOF�Wpn7L�HuVbSAJKV

ã2(x, ~w+)~w+ = tã2(x, ~w2)~w2 + (1 − t)ã2(x, ~w1)~w1,

 �



W1R¤P�mAJ
f ∈ L2(Ω)

c ~F ∈ (L2(Ω))3 µQX`SAy`�AJKRdSAn H
F2

c3RdP�m�VbqOVIHu¬bSASANQl·SAn
W 1

2,0(Ω)3 c¸TKL$HsT�VbW1F6T
SKV�P�m�V�mKNxL\SAN�j¡cxy�Rb�8mA�AJAWpJKL\SAN�j�JYF�W¡m�R t R1L\NQPAX`y[HKN�j¸�
X ?^67?FH�K��+�,&.� �'68*+�\2Ü��93*+68-845& �+�,� �Ü&��j&Ü�+9 ` �¥ i (36.�,25�,&^���8: � : (+6^�B6FH��7D

�¨9+�'�'�;*+���+�+9+*368-/&^�+9����Q25�+4+�+9368�,&1�¨&
F2

�Ê9Q*+9�-8��(36.���+���+9+9½` �¥Ã ia9��+�;*+&^-8�;�3:��8-8&
‖∇ × (v′(ã2, ~w, ~u)~u)‖L2(Ω) ≤ c8‖~u‖W 1

2,0(Ω)3 ,

A �¨�
v′(ã2, ~w, ~u) ¹ {∂(ã2(x, ~w)wi)/∂uj}i,j=1,2,3

>
~w, ~u ∈ W 1

2,0(Ω)3 > c8 = const
>q�¨6845&.�;��-/&^���8: �

���;�B�T&  �  �  6)�^68�y>,�3�86§A;*+&��¨9+���3�é�Q25�+4+�+9368�,&1�¨&
F2

>368(+*+� �¨���,�3�;�B����*+&^-8�;�3:��8-^68�

(A2 ~w, ~u)(L2(Ω))3 =

∫

Ω

[(∇ · ~w − f)∇ · ~u+ (∇× (ã2(x, ~w)~w) − ~F ) · ∇ × (v′(ã2, ~w, ~u)~u)]dΩ,

�Ü&��¨&FK��¬6^�86F?8*,&B<)���+9+�'93�
W 1

2,0(Ω)3 - (W 1
2,0(Ω)3)∗

�
9'*39�-8��(+61���+�;�39+9´2^:���68-^9+�´�^�;68*+���B�  �  �  9����;�B�B�  �  �  67?867?FH�K;�+�+&.����6^*+�\2Ü��9+*+68-^4�&��,�,�

�Ü&��¨&��39´` �¥ ia-�-895�¨�Q25*,&^-^�+�;�+9��
(A2 ~w, ~u) = 0, ∀~u ∈ W 1

2,0(Ω)3,

9+�B�;���é� �¨9+�+:��8-8���+�+68�*+�C:��;�+9+�
~w ∈ W 1

2,0(Ω)3 �ÊM'*368�B�Q�867A�68>�(+*+9�4�&À<��¨6^� n I��^6¬25*,&^-8�3�;�+9+�?�,�,�
∀~un ∈ (W 1

2,0)n(Ω)3 93�B�;���¬�ú��9+�+:��^-8�;�3�+68��Aú&��4K;*+439+�+:;4768�(+*+98?1��9�<)���+9+� ~wn ∈ (W 1
2,0)n(Ω)3 �zT:ú��9�-!�Ü&��j&Ü�+�+` �¥ i

f = 0
>��86��+�,���CK�I����'��43�89+-^�+67A;6 *+�C:��;�+93��- (+6.�+2��3�;�+�+6^��67?867?BH�K;�3�+68�

�'68*+�\2Ü��9+*+6^-847�S*3�;4768�B�;�7��28���8: ��9+:�(+6.���.��68-/&1�8�Q2��¨68-.�����8-86^*7��DWH�9+� 4+*+&^�;-8���¢28:ú��68-893�3��?/&1��9+:�93�
(+*+68:��8*,&.�+:��^-/&

Ũ(Ω)
�

G
§
 � � (+*+� �¨:��1&.-.���;�3�h(+*+68��4+�+9+6^�+�+6.� :;���^68�+�+���¢:à0/���B�s�,�,�O*3�C:����+93�v�+�ú��9+�+���+�+�a0O�Ü&Ü�j&Ü�

-895�j&�` � �qim>Ó` �¥ iÓ6^�^�+68:�93�8�ú���8�+6 -8��43�86^*����Q25�+4+�+93�Z>¯9+:;(36.���^��2UD�H�9+� (3*+�ú�,�,6=<��;�+�+���M-ô(K�  � �8� �
�Q2��34+�+9+9ã�'68*3�B�h93��(+*+68:��8*,&^�3:��8-8&

Ṽ (Ω)
� X :;�+6^-868�Ó�,�,�²(+68:��^*+68���+93�;I��89�0�:à0/���H�+-.�+�+���^: �

(+6;�,0/6;��Rp2E?8�+68-/&��ÝT3&��4K;*+439+�,&3�
, �¨�;:�� :��^*+6893�^: � (+*+6^�;4+�+9368�+�+6.� :;���868�+�+&.� :à08�;�T& 6^�^�+68:�93�8�ú���8�+6 -^�;43�^68*����Q25�+4+�39+9 �,�,�

*+�C:��;�+9����+�ú��9+�+���+�+68�´4+*,&^��-868���Ü&��¨&��39´:'-8�327�^*+�;�+�3�;�¾A�*,&^�+9+�3�;�K�
∇ · ~V = 0, ∇× ~Z = 0, ~V = p~Z, x ∈ Ω;

∇ · ~V = 0, ∇× ~Z = ~F ′(x), ~V = ~Z, x ∈ Ω′; (37)

[~n · ~V ] = 0, [~n× ~Z] = 0, x ∈ ∂Ω; ~V = ~Z = 0, x ∈ Γ0.9Q*+�ú�¨(36.�¨&FAú&^���8: �r>5���86lA;*+&^�+9+�,&
∂Ω
�+-1�,�+���8: �)67?BH��;��+�,�)67?.��&^:��^�;�

Ω
9

Ω′ >8(+*39+�8K;� Ω′ 6843*32¼<�&^���
Ω
�1&.4Z>7�3�86

Γ0

�3-.�,�+���8: ��2��j&1�4K��+�+68�!6^�
Ω
�,&^:��^�7D¢A;*+&^�+9+�+�

∂Ω′ �nG{&B<¬�+6Q6^�^�B���89��8�8>��3�86'67?.��&^:��^�
Ω
�B6q<)���½?^�{�8�¯:;6^:��1&^-.�,�;�,&¯93���+�;:�4561���84+9�0Ó�+�;:�-^�3�;�+�a0I6F?.�¨&^:��8�;�`��¦�2��34+�+93�

p
�Ü&��j&.�,&¢��98?^6

45&^4
p = p(x, ~V )

>Q��98?^6Ó45&^4
p = p(x, ~Z)

� Æ �;*+���
[~n · ~V ]

9
[~n × ~Z]

67?86^�;�,&Ü�+�;�+&Ó*,&.���368:��^�
(+*+� �¨����6^-f:;686^�^-8���^:��^-^2EDWH�950c�'25�+43�+9+�¯(+*+9
:��8*3�;�}�����+9+9Ú�868�+439

x
�,&ÍA;*+&^�+9+�32

∂Ω
93����25�^*+9Ú9

93��-^�+�¬6F?.�¨&^:��89
Ω
� X �8�368:;93�^�����^�+6f�+���,9+�+�;�3�+67A;6�456FI;�'�'9+�+9+���3�1&��Ü&��¨&��39m(+*+� �¨(+6.�¨&BAú&^���^: �Z>B�3�^6

-8��(+6.�,�3�8DS�8: �´67?8���+�+�����+��*,&^-8���+:��^-/&3�
 �93:;4+*+���893�;68-/&^�3�,&.�²67?867?FH�K;�+�+&.�v��6^*+�\2Ü��9+*+68-^4�&¯�Ü&Ü�j&Ü�+9ô` � �7i 67?^�;:;(3�;�+9+-8&^���z-8��(+6.�,�+�;�+93�

28:ú��68-89+�c�,&f-8�327�^*+�;�+�3�;�@A�*,&^�+93�+� �,�,�Ú�+68*3�T&1���8�+�a0¯9Ú�1&.�8A;���+�+9,&1�,�8�+�a0c4768�B(+68�3�;�3��9+:;4768�B6^�
-8�;4��868*�� �Q2��34+�+9+9K� ~ ?/&.��93:;68� 93��(+*+68:��8*,&.�+:��^-/&

Ṽ (Ω)
(+*+9ô��6^*+�B9+*+68-8&^�+9+9H�T&1�8*+9+�3� �3�

�8*+�C?^28���8: �f-^���+9+:��,�;�+93�´:���&FAú&^�;�B�a0�>�:;6;�¨��*¥<�&BH�950�*36^�868*`�
G I��86^� (325�+4��8�M�¨6845&.��&^�,&H�8��68*+�;�T&  � � �  6 :à0/6;�¨93�B68:��^9Ê93�^�;*,&^�39+68�+�+6FA;6s(+*+68�+��:;:;&�>z:

(+68�B6FH��7D 476^�86^*+67A;6ç(+61�,25�,&^���^: �c(+*+98?.�,9�<±K;�3�+68��*+�C:��;�+93�^�¿9Q*+9¯*+�;&1��93��&^�+9+9c93�8��*,&^�+9368�+�+67A�6
(+*+68�3�;:;:;&I�,&Ó45&B<���68�%:)&FA��¯93�8��*,&^�+939Ï*+�m:)&^���8: �ù�Ü&Ü�j&Ü�,&Ó:¯:;9+�B�B���8*+93�+�+68�Z>�(+6.��6q<¬93�8�ú���8�+6.�
68(+*+� �¨���]K;�+�+6^� �T&.�^*+9+�+���K� 9Q6.�+2��3�;�+�+6^� (+*398?.��9�<�K;�+�+6^�s*3�C:����+9+�s�868�+�36u2��¨68-1�����^-868*/�+���
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6;�¨�+68*+6;�¨�368�\2 25*,&^-8�+���+98D : 6^(+�;*,&1�868*+6^� *+6^�^68*,&3� X �^�B���^9+�y>O�3�86H�,�,�÷(+*+98?1��9�<±K��+�+67A�6
*+�C:��;�+9��ô9 �+���,9+�+�;�3�+67A;6Ï4767I;�'�'9+�+9+���3�1&M�B6q<¬�+6ù9+:;(+61���^��6^-/&.�8�Ï&^(+(3*+6847:;9+�T&.�+9+9ô-^��:;684767A�6
(+68*/�5��4�&�� ~ 2EH��;:��8-^2^�����1&^4�<)�q-86^�;�B6=<¬�+68:��8�(+68:��^*+68���+93��&Ü�j&^(3�^9+-8�+�a0¬(+*+9�?.��9�<)���+9+�é6.�;�¨�����^�+6
�,�,�ô4�&À<��¨6^�H4768�B(+68�+���3�8� 9+:�456^�B68� -8�;4��868*�� �Q2��34+�+9+9 (+*+9 (368�B6FH�9 -^�;43�^68*+�+�a0%?/&.��93:;�+�a0
�Q2��34+�+9+�K�  ��,�s-8���+9+:ú���;�+9��h45&^*3�^� (+6.�,�s�+�ù�8*3�^?^2^���8: �h:;(+���+9,&1���^�+68�i93�3�8��*+(+6.�,�3�+9+9h:
9+:;(36.���^�;68-/&^�+93�;���868�+��4 :�25(+�;*+:à086;�¨9+�B68:��89Z>f&ã(36.�,25�,&^���T&.� �868�3�+68:��^�Å?.2Ü�����e�1&^4768��<)�F> 4�&.4
�868�3�+68:��^��&^(+(3*+6847:;9+�T&.�+9+9�(3*+98?.��9U<±K;�+�367A;6é*3�C:����+93��(+*+9�(+68:��^*+68���+9+9f(+*+6^�;4+�+9368�+�+6.� :;���868�+�368�
:à0/���B�Q�

= « © ,�24· '×1-/8¸4/ �¨9+:;:��;*3�1&.�+9+9 (+6^:;-^�UH��;�+& �B���86;�j&^� 9 &��4A;68*393�8�T&^�y> :�2EH��;:��8-8���+�+6
(+68-8��:�&FDWH�9+� I;�'�'�;4��89+-8�368:��^� *+�C:��;�+9�� 45&^4 (+*/�+�B�a0�>ô�1&^4 9 67?^*,&.�8�3�a0 �3����9+�3�;�+�+�a0
�Ü&��¨&�� �T&BA;�+93�^68:��1&1�89+4+9`� ~ *+� �¨9�(32E?.��9+45&^�39+�Z>c(+68:;-.��H�K��+�+�a0h(+68:��^*+68���+98D (+*+6^�;4+�+9368�+�+6.�
:;���868�+�3�a0 :à08�;� �+�,� �Ü&��j&Ü� �T&FA;�393�868:��1&.�8934+9Z> 6^�^�B���893� *,&F?86.�8� %)�PQ��  �68�+�+93456^-/&�>
~ �Nz�� ~ ���+�;-^:;4767A;6�>%z�� � �ýO&^�\�;9+�,& :�:;6/&^-.�868*,&.�B9Z>�ñ3� w��Nwåø7ã8èîø7ö<� :�:;6/&^-.�868*,&.�B9Z>�ñ3� ìUæîö��¼æîõZ>
w��)�ù�)�vàÖøqûh�8àÖæî÷8â7gc:z:�6/&^-^�^68*,&^�B9r>§ï�� ñ3�PÜ]àÖæîg^÷8ö[dFõZ>§ñ3�P���Nß-dFçÖfCæêd��4>§� �NÛ��NïÍd �7gCàÖâ7ød�U�Ó:Ú:;68&^-^�86^*,&^�B9Z>
z��N9)�PSs95��456^-/&�> ~ �PR��PGa68*+6q<¬�+68-/&�>F9)�NT¨� � 4+9�:�93�,&�>¼R���%)�)��68*+68�B:�456FA;68>EÄ�� � � � �+*/�3�,&?:{:;68&^-^�86^*,&^�B9Z>
� �PTj�  �&^�+4768-8:�456FA;6!:�:�6/&^-^�^68*,&^�B9r>0ìj�]�Áã8çÖçég^õ8çéfjòEã�f8��:':;6/&.-^�868*+&^�B9´9é�¨*32EA�9�0�9+:;:ú���ú��68-/&.�^�������K�
G

§
� � �v(+*+� �,�¨&FAú&^���8: � �+6^-8��� �B���86;� -8���+93:������+93�H�Q25�+4+�39+9H�,&ã��9+(�:�9+�+��-868�%A�*,&^�+9+�3�

�8*8Kú0��B�;*+�+6FA;6ù�8����& (+6ã��&��j&^�3�+68�\2ôA�*,&��¨93�;�3�.28� G�45&Ü�+�;:��8-8�v(+*+93�B�;*,&e(+*+93�B�;�+���+93���B���^6;�j&
(+*+9+-^�ú�0K��Ï:ú���ú��2ED�H�2ED �3����9+�3�;�+�32EDs4+*,&^��-^2EDH�Ü&��¨&���28�´9?2^:��8�ç67?1�¨&^:��^�

Ω′ ⊂ R
3 6FA;*,&^�39+�+�;�+&��9+(�:�9+�+��-868�&A�*,&^�+93�+�;� 9

Ω′ = Ω
⋃

Ω1
>	A ���²67?1�¨&^:��^9

Ω
9

Ω1
*,&.�ú�¨���,��Dq�^: �H-8�327�^*+�;�+�3�;�

A;*,&.�+9+�+���
Γ ⊂ Ω′ >|476^�^68*,&.�ç�1&^4�<����3-.�,�3���8: �ç��9+(U:�9+�+��-868�K��� *+�C?^28���8: ���,&^�3�^9
�Q25�+4+�+9+9 u, u1

>
2��¨68-.�����8-86^*7��DWH�9+��25*,&.-8�+�;�393�+�

3∑

i=1

∂

∂xi

(ai(x, u,∇u)) + a(x, u,∇u) = 0, x ∈ Ω;

3∑

i,j=1

∂

∂xi
(âij(x)

∂u1

∂xj
) +

3∑

i=1

bi
∂u1

∂xi
= f, x ∈ Ω1; (38)

u− u1 = 0,
3∑

i=1

(ai(x, u,∇u) −
3∑

j=1

âij(x)
∂u1

∂xj

− biu1) · αi = 0, x ∈ Γ;

u = u(x), x ∈ ∂Ω \ Γ; (
3∑

i,j=1

âij(x)
∂u1

∂xj

+
3∑

i=1

biu1) · α̂i = u1(x), x ∈ ∂Ω1 \ Γ,

A �¨�
∇u
�¾A;*,&Ü�¨9+�;���ù�'25�+43�+9+9

u
>é&

αi, α̂i

�f4768�B(+68�3�;�3�^� -8��43�86^*+68-e-8�+�m:��+950 �+68*3�T&1���;�M4
:;686.�8-8���8:��^-^2EDWH�9+� 67?1�¨&^:��Ü�3��� 9Q*+9&I��868� *,&.-8�;�+:��8-/&Ï�,&ÅA�*,&^�+9+�3��(+68�39+�T&FDq�^: �H-Ï:;�B��:��,�
:���� �¨68-):�686^�8-^���8:��8-^2ED�H�9�0´�Q25�+4+�+9+�`�Ê9Q*+� �¨(+6.��&FAú&^���^: �Z>��3�^6)-8:;�?4767I��'��93�+9+�;���8�ã-�25*,&.-8�+�;�393��0
-8�CH��;:��8-8���+�+����9 -8�B��:��^�h:s��&��j&^�3�+���B9 �Q2��34+�+93�3�B9

f, u, u1

2Ü��68-.�����8-868*/��Dq��2^:���68-^93�+�y>
�+�;6F?Ü086;�¨9+�B�����+�,�I6;�¨�+6^�;�,&Ü�+�+68�I*+&.��*+�m:�9+�B6^:��89²(+*+9+-^�ú�0K��+�+68�I�Ü&Ü�j&Ü�+9K�(zB:���9O-m67?1�¨&^:��^9

Ω193��-^�;:��^�+6��,&^:��8�+6^�)*+�C:��;�+9+���T�¨68:��1&.�86^�+�+6{Aà�¨&���4�&1�f-8�;4��868*�� �Q2��34+�+93� ~G >j456^�B(+68�+���3�8� 476^�868*368�
Gi (i = 1, 2, 3)

2Ü��68-.�����8-868*/��Dq�!2�*+&^-8�+���+98D
3∑

i,j=1

∂

∂xi

(âij(x) ·Gj) +
3∑

i=1

bi ·Gi = f, x ∈ Ω1,

�86��B6=<¬�+6¢-8-8��:��89 �'25�+43�+98D
φ
>p�1&^4�2UD�>��3�86

∇φ = ~G
-

Ω1

�sÄp�1&��'25�+43�+93�o?^2��¨�����+-.�,���8�8: �
�,&^:��8�+���Ï*+�C:��;�+9+���Ï25*,&^-^�+�;�+9��Ú-f67?.�¨&^:��89

Ω1

���}67A �¨&��Ü&��j&Ü�32¢` � �7i�B6q< �+6�:;�'68*+�\2Ü��9+*368-/&.�^�

F�



6^�8�368:;93�^�����^�+6Ï�Q25�+4+�39+�
u
-e67?.��&^:��^9

Ω
9
û1 = u1 − φ

-e67?.�¨&^:��89
Ω1

� 9Q*+93�8K;�u-
Ω1(+6.�,25�,&.���8: �ç6;�¨�368*+6;�¨�+68�2�*+&^-8�+���+9+���,�+���Q25�+4+�+9+9

û1

�W9Q67I��^68�\2���:���9f-^�;43�^68* ~G -8���+9+:ú�,�+���8: �?86.�����¢�^68�+�+6z9}?8��:��8*+6�>�+���H�Q25�+4+�+93�
f
- 67?.��&^:��^9

Ω1

>Q9�(+*39}I��^68�H25(+*+6FH�&^���^: �e(+*+6^�+�;:�:
(+68:��8*+68���+93� �^*8K�0��B�;*3�+68� :;���84+9Z>²�86h(+��*+�;�'68*3�\2��,9+*+68-845&h�Ü&Ü�j&Ü�+9÷�,�,�Ê�+�;93�;-8�;:��8�+�a0

u, û1�+-.�+�+���^: � 68(+*,&^-��j&^�+�+6^�K� X �¨�,&^476O�868�+�368:��^�²*+�m:����+93�Ï�+68-868�e��&��j&Ü�+9ù�Ü&^-893:;93�²6^�O�868�3�+68:��^9
-8���+9+:ú���;�393���Q25�+4+�39+9

φ
>+476^�868*+&.��-.0/6;�¨93�¬-�28:��,68-893���,&±A;*+&^�+9+�+�

Γ
�

 �+�´�+&10/6q<)�¨�;�+9��´�Q25�+4+�39+9
φ
-8-^6���93�8: ��(+*+6^:��8*+&^�+:��^-86é�Q25�+4+�+93�

W 1
2 (Γ) = {u : u ∈ L2(Γ),∇τu ∈ (L2(Γ))2},

A �¨� -���6845&1�,�8�+68��(+*,&^-86^�f�¨��45&^*3�86^-868�m:�9+:��^�;�B�é476868*^�¨93�,&.��:!68*3�1&.�B9
~s
>
~t
>
~n
>t�,&^(+*+&^-.�����+�+���B9

-1�¨6.�,�!45&^:;&.�8�ú���8�+6^�Z>4?89+�+68*3�T&1��9�9´-8�3�C:��3�;���368*+�T&1��9r>
∇τu = ~s∂u/∂s + ~t∂u/∂t.

G
W 1

2 (Γ)
-8�p�����,�3���8: �
4��¨&^:�:)�Q2��34+�+9+�

W 1
2,0(Γ)

>¨�,�+�ç456.�868*+�a0¢-^��(+6.���3�3���^: �¢086^�Ü�®?8�Ï6;�¨�36�9��
28:ú��68-89+�

∫

Γ0

udS = 0
9���9 ∫

l0

udl = 0,

���¨��:;�
Γ0

���+&^:��^��A;*+&^�+9+�+�
Γ
>�&

l0
���3�;476^�86^*,&.�Ó�3���Ü&.�B4+�327�1&.�I4+*39+-/&.�c�,&

Γ
�¿ �+�z�Q25�+4+�39+�

u, v ∈ W 1
2,0(Γ)

�B6=<¬�+6�-8-8��:��^9�:;45&1�+�+*+�+6^��(3*+6893�;-8�ú�¨���+9+�9´:�686^�8-^���8:��8-^2ED�H�2EDD�+68*3�\2

(u, v)W 1
2,0(Γ) = (∇τu,∇τv)(L2(Γ))2 , ‖u‖W 1

2,0(Γ) = ((u, u)W 1
2,0(Γ))

1/2.

Ga-8� �0K;�+�+&.���+68*+�T&±I;43-89+-/&1�,�;�3�^�,&¬�+6^*+�B�'(+*+68:��8*,&^�3:��8-8&
W 1

2 (Γ)
�

¦�25�+43�+93�
φ
�,&10/6;�¨9��8: ��9��6F?867?FH�K;�+�+6FA;6�2�*+&^-8�+���+93�

∫

Γ1

∇τφ · ∇τvdS +

∫

Γ2

ρ( ~G, |∇τφ|)(∇τφ− ~Gτ ) · ∇τvdS =

∫

Γ1

~Gτ · ∇τvdS, v ∈ W 1
2,0(Γ),

A �¨�
Γ1

>
Γ2

� �+�;(3�;*+��:;�;45&FD�H�9+��: �¯:;6^:��1&^-8�3���!�+&^:��^9�A�*,&^�+9+�3�
Γ
>K68(+*3�ú�¨�ú�,�+���B���¬-é��&^-89+:�9+�B68:��^9

6^�!(+68-8� �¨�;�393� ~G ∈ K = {∇φ : φ ∈ L2(Γ),∇φ ∈ (L2(Γ))3)}
� , ���;:;�

ρ( ~G, |∇τφ|) = 2 −
|Gn|

| ~G−∇τφ|
.

 �+� 9+:;:ú���ú��68-/&^�+9���I��867A�6 2�*+&^-8�+���+93��-8-86;�����8: ��:ú���ú��2ED�H�9+� 67?86^�;�,&Ü�+�;�393�K� , &��j&��¨93�
68(+��*,&.�86^*+�

B1, B2

:'(+6^�B6FH��7Dù*,&.-8�;�+:��8-

(B1u1, v1)W 1
2,0(Γ1) =

∫

Γ1

∇τu1 · ∇τv1dS, u1, v1 ∈ W 1
2,0(Γ1);

(B2u2, v2)W 1
2,0(Γ2) =

∫

Γ2

ρ( ~G, |∇τu2|)(∇τu2 − ~Gτ ) · ∇τv2dS, u2, v2 ∈ W 1
2,0(Γ2).

X �3�;-895���+68>,�3�^6
B1 : W 1

2,0(Γ1) →W 1
2,0(Γ1)

9
B2 : W 1

2,0(Γ2) → W 1
2,0(Γ2)

�
~ -868�+:��8-/&�68(+��*,&.�86^*,&

B2

:;�'68*3�\2��,9+*+68-/&.�+��-�:��,�ú��2EDWH��;�´�,�;�B�B�^�
¼Í© �£�l/��´@">K@">

½ PKVZm�n\W1R�m
B2 : W 1

2,0(Γ2) → W 1
2,0(Γ2)

T�L�HoTKV�W1F�Tu�

 �



_ba3F�J�HKi`SKRkjkRdSKRdW1RdSASAN�j�c�W1R1V�F�Wpi�L\NQPKR�H�SUTKV�W1F�TMSKV�m�n7L\V�SKFbW1L�R

(B2u−B2v, u− v)W 1
2,0(Γ2) ≥ ‖u− v‖2

W 1
2,0(Γ2), u, v ∈ W 1

2,0(Γ2);

} akHKJAPA�pJA�Af�SKV�P�m�V�mKNxL\SAN�j¡cxW1R1V$FbWpi�L\NQPKR6HKSUT�VbW1F6TMSKVZm�n�L�VbSKF�W1L�R

‖B2u− B2v‖W 1
2,0(Γ2) ≤ σ7‖u− v‖W 1

2,0(Γ2), u, v ∈ W 1
2,0(Γ2),

t q\V σ7 = 2 + max
x∈Γ2

(1/|Gn|)
c ~G ∈ K

�
%�& 68:��+68-8�D�����B�B� � � �8� � �¨6^4�&1����-/&^���8: �r>I�3�86 68(+�;*+&.�868*

B : H → H
>oA �¨�

H =
W 1

2,0(Γ)
⋂
{W 1

2 (Γ1) ×W 1
2 (Γ2)}

>3�Ü&��¨&^-/&^���B���´*,&.-8�;�+:��8-86^�
(Bu, v)H = (B1u1, v1)W 1

2,0(Γ1) + (B2u2, v2)W 1
2,0(Γ2)

�,�,�
u = (u1, u2)

>
v = (v1, v2) ∈ H

>¨�+-.�+�+���^: �ç:;9��,�8�+6��B68�+6.�868�+�3���²9���93(�:�9+�5���+��(+*+�;*3��-8�+�����
Q?��67?FH�950��8��68*+����67?é25*,&^-^�+�;�+9���0ç:��1&^439+�B9�6^(+�;*,&1�868*,&.�B9�:�*,&.�;2Í<)��(+6.�+2��+&^�;�²6����+6^���+&��3�32ED
*,&.�;*+�C:�9+�B68:��^�
67?^67?FH�K��+�+67A�6f2�*+&^-8�+���+93�¯�Ü&Ü�j&Ü�+9z9Ú:à086���9+�B68:��^��Aú&1�]K;*+4+93�+:;4+950c(+*+98?.�,9�<)�;�39+�
4��^68�+�+68�\2¢*+�m:����+98D��pMQ*+68�B�!�867A�68>}93�;-8�;:��8���¯93�8��*,&^�+9+6^�+�+���Ú(+*+68�3�;:;:B>\: (368�B6FH��FD 476^�^68*+67A�6
�B6q< �+6�(+61�,25�+93�8�[I��^6¬*+�m:����+9+�^�
9'*3�ú�,��6q<)���+�+��� �B���86;�u-8���+93:������+93�h�Q25�+4+�39+9h�,& ��9+(�:�9+�+�;-^68� A;*+&^�+9+�+� �8*8Kú0��B�;*+�+6FA;6

�8�ú�¨&v(36v��&��j&^�+�368�\2ÐA;*+&��¨9+���3�^2 (+6O:;*+&^-8�+���+98D : ³ 4��¨&^:�:;9+�3�;:;439+� ³ (+6;�,086;�¨68�¿¾��j&FK���?^6.���;�
?8��:��^*+68:à086��,��H�93�;: �ã4I�^68�+�+68�\2 *+�C:��;�+9�Du(3*+98?.��9U<)�;�+9��Z>�(368:;476.���^432Ó9+:�(+6.���.�;28���Ú��-^25�B�;*+�+6^�
9+�3�^�^A;*39+*+68-/&.�+9+�F>}&��3�!93�3�8�CA;*+9+*368-/&^�+93� (+6�6^�8*3����45&^�e95��9�43*+9+-8���²-^�868*367A;6´(+68*/�5�¨45&3�§MQ*+68�B�
�867A�68>¨(+*+9�*3�C:����+9+9�:�9+:��^�;�B�e25*,&^-8�3�;�+9+���+�(3*+689+:à086���93��-86^�;�B6=<¬�+67A�6¬�+&^45&^(���9+-8&^�+93�´6F:�9�?84+9Z>
�;:ú��9pA�*,&��¨93�;�3�¬�Ü&��j&.�´�+�Q�^68�+�+6+�
G�I��^68��<)�c(,&^*+&FA;*,&.���c(+*+93-86;�¨93�8: �D&1�4A�68*+93�^� -8���+9+:ú���;�+9��D�Q25�+4+�+9+9M�,&I�,9+(�:�93�+�;-8�a0

A;*,&.�+9+�,&10 �3�;:;-.�3���3�a0 6F?.�¨&^:��8�;� (+6��Ü&��j&.�+�+68�\2"A�*,&��¨93�;�3�.2 �+�,� ��&��j&Ü� �T&FA;�+9��868:��1&.�89+439K�
~ 45&1�,�+*3�+���Ï(36^�8���+�+9,&1�M(+*+6^-86;�¨�+9+4768-O:
�^684768�

ϕS (+*3�ú�,�¨&BAú&^���^: �M68(3*+�ú�¨�ú�,�3�^�²�+&sA�*,&^�+93�,&10
Γk, k = 1, 2, ..., m

>+�+�;:�-^�3�;�+�a0´67?.�¨&.:��8���´9���25*,&.-8�+�;�39+�
∇ϕS = ~HS(x), x ∈ Γk, k = 1, 2, ..., m, (39)

:²2^:���68-^9+�;�
ϕS(yk) = ϕS

k

>
yk ∈ Γk

>
ϕS(y0) À 93�;-8�;:��8�,&.� -^����9+�39+�,&�>¾A ��� y0

�B6q<)���D�+�
(+*+9+�+&��,���m<�&.�8�ùA;*+&^�+9+�,&.�

Γk, k = 1, 2, ..., m
�aG 67?FH��;�i:ú�,25�,&^�¯�86^�+4+9

yk, k = 1, 2, ..., m
>

:;-^���Ü&^�3� :z�86^�+4768�
y0
��68�T&^�+���B9

Lk, k = 1, 2, ..., m
>!&²(36^�8���+�+9,&1�

ϕS �,&�I��8950Ï��6^�T&^�+�a0�,&1086���93�8: ��:�(368�B6FH��FDù&��j&^(3�^9+-8�+6FA;6¬&1�4A;6^*+93�8�T&!93��67?867?BH�K;�3�+�a0�25*,&^-8�+���+9+�
∫

Lk

∂ϕS

∂τ

∂v

∂τ
dτ =

∫

Lk

(~τ · ~HS +
∂χ̃k

∂τ
)
∂v

∂τ
dτ, k = 1, 2, ..., m,

A �¨�
v
���¨68:��1&.�868�3�+6lAà�¨&��¨45&.���Q2��34+�+93�r>

χ̃k

�`�'25�+43�+93�Z>^67?8�;:�(+�;�39+-/&FD�H)&.��-8��(+6.���3�;�+9+�{2^:���6^-893��-
�868�345�

y0

>+-8�;4��868*
~τ (x)

�Ü&��j&BK��¬�,&^(+*,&.-.���;�39+�?��68�T&^�+6^�
Lk

� X ?867?BH�K;�3�+���?��9+�+���+�+���25*,&.-8�+�;�393�Z>
:;686.�8-8���8:��^-^2EDWH�9+�°` � �¥im>8?.2Ü�,25�¬9+�B���8� -^95�

∫

Γk

∇τϕ
S · ∇τvdS =

∫

Γk

( ~HS + ∇τχk) · ∇τvdS, k = 1, 2, ..., m, (40)
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Ni,k(x)
>��1&^4e���86

Ni,k(x
(j)) =

δ(x(k), x(j))
A �¨��27�����l>

x(k), x(j) ∈ wi
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ŵk =

⋃
wi:x(k)∈wi

suppNi,k

>a&ç�3�;*+���
(C∞

0 (ŵk))
3 ���B�36=<��;:��^-86
�'9+�393�8�+�a0o?8��:;4768�+���+�+6.�
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�kX�F�WpirqbHsT

~v ∈ (C∞
0 (ω̂k))

3 LONQPKR6H�SUTA�:W1F6TMSKVZm`n7L�VbSKF�W1LOn

|∇ · ~v(x) −∇ · ~v(y)| ≤ c̃1d0, |∇ × ~v(x) −∇× ~v(y)| ≤ c̃2d0,

t q\V x, y ∈ ω̂k
c
d0 = max

x∈ω̂k,z∈∂ω̂k

|x− z|
c
c̃1, c̃2

f¢PKR6HuR vwJAW1VZH�i`SANxV�PKR[F�W1RbTASASANxVÂc�SKV�ªOn�L\JKF�TK�pJKVkRdW
x

J
y
�3ÃAR t q[n^P�mKJ

x ∈ ω̂k

L\NQPKR�H�SUTKV�W1F�T^m`n7L�VbSKF�W1L\R

~v(x) = (∇ · ~v(x))~I0(x) + (∇× ~v(x)) × ~I0(x) +R0~v,
ªOqOV$F�i

~I0(x) =
−1

4π

∫

ω̂k

~r

r3
dy, |~I0(x)| ≤ d0, |R0~v| ≤ c̃3d

2
0,

P�mKJ��OW1R6j
c̃3 = max{c̃1, c̃2}

c
~r =

3∑
p=1

~ip(xp − yp)
c
r = |x− y|

�
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~v ∈ (C∞(wk))
3 �,&�I������B�;�3�^�
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~v ∈ (C∞(ωk))
3 LONQPKR6H�SUTA�:W1F6TMSKVZm`n7L�VbSKF�W1LOn

|∇ · ~v(x) −∇ · ~v(y)| ≤ c̃4d, |∇ × ~v(x) −∇× ~v(y)| ≤ c̃5d,

t q\V x, y ∈ ωk

c
d = max

x∈ωk,z∈∂ωk

|x− z|
c
c̃4, c̃5

f:PKR6H�RdvwJAW1VZH�i`SANxVkPKR[F�W1RbTKSASANxV8c¢SKVkªOn7LOJKF6TA�pJKV<RdW
x

J
y
�3ÃAR t q[n^P�mKJ

x ∈ ωk

L\NQPKR�H�SUTKV�W1F�T^m`n7L�VbSKF�W1L\R

~v(x) = (∇ · ~v(x))~I(x) + (∇× ~v(x)) × ~I(x) + P~v +R~v,
ªOqOV$F�i

~I(x) =
−1

4π

∫

ωk

~r

r3
dy, |~I(x)| ≤ d, |P~v| ≤ max

y∈∂ωk

(
3∑

p=1

|vp|)(y), |R~v| ≤ c̃6d
2,

P�mKJ��OW1R6j
c̃6 = max{c̃4, c̃5}
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