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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåðìîóïðóãèõ
ýôôåêòîâ â ìåòàëëàõ ïðè èõ îáëó÷åíèè èìïóëüñíûìè ïó÷êàìè èîíîâ. Ìû
ïðåäñòàâëÿåì ðåàëèçàöèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ýòîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâå íåÿâíûõ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûõ
ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà è ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Äàíî îïèñàíèå ðàçðàáîòàííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì è ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

I.V.Amirkhanov, E.V.Zemlyanaya, I.V.Puzynin,
T.P.Puzynina, I.Sarhadov

The second order implicit scheme for the numerical study of the
thermoelastic e�ects in metals irradiated by pulsed ion beams

We study the system of two nonlinear partial di�erential equations simu-
lating the thermoelastic e�ects in metals irradiated by pulsed ion beams. We
present a �nite-di�erence approximation of this system on the basis of the ab-
solutely stable implicit second order schemes and solution of the corresponding
algebraic system by means of the matrix sweap. Description of the developed
computational schemes and numerical results are given in the paper.
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1 Ââåäåíèå
Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ïó÷êîâîé òåõíîëîãèè ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìîäèôèêàöèè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âîçäåéñòâèå íà íèõ êîíöåíòðèðîâàííûõ
ïîòîêîâ ýíåðãèè (ñì. îáçîð [1] è ññûëêè â íåì). Ôîðìèðîâàíèå òåðìîóïðóãèõ âîëí
â ìåòàëëàõ ïðè âîçäåéñòâèè èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ èîíîâ ðàññìàòðèâàëîñü àâòîðàìè â
ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [2, 3]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà äàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è
ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè
èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ óñëîâíî óñòîé÷èâûõ ÿâíûõ ñõåì.

Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ íà øàã ïî âðåìåíè â óñëîâíî óñòîé÷èâûõ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ ñîçäàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè óñëîæíåíèè ìîäåëè, â
÷àñòíîñòè, ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å, íàøåé öåëüþ áûëî ñîçäàíèå ïðîãðàììû, áîëåå óäîáíîé ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
è ê òîìó æå áîëåå âûñîêîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ [3] ïîðÿäêà òî÷íîñòè, íà îñíîâå
àáñîëþòíî óñòîé÷èâûõ íåÿâíûõ ñõåì, êîòîðàÿ ìîãëà áû áûòü èñïîëüçîâàíà êàê ÷àñòü
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ è ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
èññëåäóåìîé ôèçè÷åñêîé ïðîáëåìû.

Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé,
âûïîëíåííûõ â ðàáîòàõ [2, 3]. Ìû çäåñü ïðåäñòàâëÿåì ðåàëèçàöèþ äèñêðåòíîé
àïïðîêñèìàöèè òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíûõ àáñîëþòíî
óñòîé÷èâûõ äèñêðåòíûõ ñõåì è ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè. Ïðîãðàììà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè ðåàëèçîâàíà â îáùåì
âèäå äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ëþáîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àõ.

Â ðàáîòå äàíî îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì è ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ [3] è ïîäòâåðæäàþùèå âòîðîé ïîðÿäîê äèñêðåòíîé
àïïðîêñèìàöèè èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé â ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìàõ è ïðîãðàììàõ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Êàê è â [2, 3], ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé [4] (σ = σ(x, t), T = T (x, t), q =
q(x, t)):

∂2σ

∂t2
= v2

s

∂2σ

∂x2
− α

∂2T

∂t2
, (1)

(1 + g0T )
∂T

∂t
= k0

∂2T

∂x2
− βT

∂σ

∂t
+ q (2)

ïðè 0 < x < 1, t > 0 ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

T (x, 0) = const; σ(x, 0) =
∂σ(x, 0)

∂t
= 0; 0 ≤ x ≤ 1; (3)

σ(0, t) = σ(1, t) = 0;
∂T

∂x
|x=0 =

∂T

∂x
|x=1 = 0, t ≥ 0, (4)

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî äî ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà â îáðàçöå îòñóòñòâóþò
òåðìîóïðóãèå âîëíû è îáðàçåö òåðìîèçîëèðîâàí.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1),(2) ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3),(4) çàïèñàíà
â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ. Çäåñü σ = σ(x, t)/σ0 (σ0 = 2, 2 · 106 Ïà) � íàïðÿæåíèå,
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T = T (x, t)/T0 (T0 = 293 Ê) � òåìïåðàòóðà, x = x/l0 (l0 = 10−5 � òîëùèíà îáëó÷àåìîãî
îáðàçöà) � ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, âðåìÿ t = t/τ (τ = 3 · 10−7 � âðåìÿ
äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà; ïðè t = 1 èñòî÷íèê âûêëþ÷àåòñÿ).

Áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå v2
s , α, g0, k0, β îïðåäåëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

îáðàçöà ïî ôîðìóëàì

v2
s =

Eτ 2

ρ0l20
, α =

EαT T0

σ0

, g0 =
Eα2

T T0

c0ρ0

, k0 =
λ0τ

c0ρ0l20
, β =

αT σ0

c0ρ0

, (5)

ãäå E � ìîäóëü Þíãà, ρ0 � ïëîòíîñòü, αT � êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ,
c0 � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, λ0 � òåïëîïðîâîäíîñòü ìåòàëëà, è èìåþò ñëåäóþùèå
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ: vs = 151, 2338, α = 319, 6363, g0 = 2, 35136761 · 10−3,
k0 = 6, 5371497 · 10−2, β = 7, 356383 · 10−6.

Ôóíêöèÿ q(x, t) îïèñûâàåò âëèÿíèå ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà îáðàçåö (ôóíêöèÿ
èñòî÷íèêà). Â ðàáîòàõ [2, 3] äàíî íåñêîëüêî âèäîâ çàäàíèÿ ôóíêöèè q(x, t) ñ ðàçíûìè
ñâîéñòâàìè. Çäåñü îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå q(x, 0) = 0.

3 Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó { xi = ihx (i = 0, 1, ..., N), tj = jht (j =
0, 1, ...)}; hx è ht � ñîîòâåòñòâåííî øàãè ïî ïåðåìåííûì x è t. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè
óðàâíåíèÿ (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó âèäà [5](c.427) ñ âåñîì ξ.
Ýòà ñõåìà èìååò òî÷íîñòü O(h2

x + h2
t ) è ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé ïðè 1/4 ≤ ξ ≤

1/2. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà [5](c.369)
ñ óäâîåííûì øàãîì ïî âðåìåíè, òàêæå àáñîëþòíî óñòîé÷èâàÿ è èìåþùàÿ âòîðîé
ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî x è t. Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ñèñòåìû (1),(2) íà êàæäîì j-ì ñëîå èìååò âèä:

σj+1
i − 2σj

i + σj−1
i

h2
t

=
v2

s

h2
x

[ξ(σj+1
i+1 − 2σj+1

i + σj+1
i−1 )+

+(1− 2ξ)(σj
i+1 − 2σj

i + σj
i−1) + ξ(σj−1

i+1 − 2σj−1
i + σj−1

i−1 )]−
− α

h2
t

(T j+1
i − 2T j

i + T j−1
i ), (6)

(1 + g0T
j
i )

T j+1
i − T j−1

i

2ht

=
k0

2h2
x

(T j+1
i+1 − 2T j+1

i + T j+1
i−1 +

+T j−1
i+1 − 2T j−1

i + T j−1
i−1 )− βT j

i

σj+1
i − σj−1

i

2ht

+ qj
i , (7)

i = 1, ..., N − 1; j = 1, 2, ....

Âñå ïðåäñòàâëåííûå íèæå ôîðìóëû è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñäåëàíû äëÿ ñëó÷àÿ
ξ = 1/4, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ýòî çíà÷åíèå îáåñïå÷èâàåò äëÿ äàííîé çàäà÷è
íàèëó÷øóþ óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé íà äëèííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà h2
xh

2
t , óðàâíåíèå (7) íà h2

xht è ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû
ïðè σj+1

l , T j+1
l , l = i− 1, i, i + 1. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

a11σ
j+1
i−1 + b11σ

j+1
i + c11σ

j+1
i+1 + b12T

j+1
i = d1i, (8)
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a22T
j+1
i+1 + b21σ

j+1
i + b22T

j+1
i + c22T

j+1
i−1 = d2i, (9)

ãäå
a11 = c11 = −v2

sh
2
t

4
, a22 = c22 = −k0ht

2
, b11 = h2

x +
v2

sh
2
t

2
, (10)

b12 = αh2
x, b21 = βT j

i h2
x/2, b22 = (1 + g0T

j
i )h2

x/2 + k0ht, (11)

d1i = (2σj
i − σj−1

i )h2
x +

v2
sh

2
t

4
(σj−1

i+1 − 2σj−1
i +

+σj−1
i−1 + 2(σj

i+1 − 2σj
i + σj

i−1))− αh2
x(−2T j

i + T j−1
i ), (12)

d2i = (1 + g0T
j
i )T j−1

i h2
x/2 +

k0ht

2
(T j−1

i+1 − 2T j−1
i + T j−1

i−1 )+

+βh2
xσ

j−1
i T j

i + qj
i h

2
xht. (13)

Èòàê, íà êàæäîì ñëîå j + 1 (j = 1, 2, ...; i = 1, ..., N − 1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ãi~zi−1 + b̃i~zi + c̃i~zi+1 = ~di, (14)

ãäå
~zi =

(
σj+1

i

T j+1
i

)
, (15)

à ýëåìåíòû ìàòðèö
ãi = c̃i =

(
a11 0
0 a12

)
, b̃i =

(
b11 b12

b21 b22

)
(16)

è âåêòîðà
~di =

(
d1i

d2i

)
(17)

îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë (10)�(13).
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3),(4) áóäåì èñïîëüçîâàòü

âûðàæåíèÿ
T 1

i = T 0
i = 1; σ1

i = σ0
i = 0; i = 0, ..., N, (18)

σj
0 = σj

N = 0; T j
0 =

4T j
1 − T j

2

3
; T j

N =
4T j

N−1 − T j
N−2

3
; j = 2, 3, ... . (19)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (19) ìîæíî çàïèñàòü â àíàëîãè÷íîì ñèñòåìå (14) âèäå. Ëåâûå
êðàåâûå óñëîâèÿ (x = 0, i = 0) ïðèìóò âèä

ã0~z0 + b̃0~z1 + c̃0~z2 = ~d0, (20)

ïðàâûå êðàåâûå óñëîâèÿ (x = 1, i = N) ïðèìóò âèä

ãN~zN−2 + b̃N~zN−1 + c̃N~zN = ~dN , (21)

ãäå ìàòðèöû ãi, b̃i, c̃i è âåêòîð d̃i èìåþò âèä:

ã0 =

(
1 0
0 3

)
, ãN =

(
0 0
0 1

)
, b̃0 = b̃N =

(
0 0
0 −4

)
, (22)

c̃0 =

(
0 0
0 1

)
, c̃N =

(
1 0
0 3

)
, ~d0 = ~dN =

(
0
0

)
. (23)
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4 Ìåòîä ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14). Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (20) è ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ (i = 1) ñèñòåìû (14)

{
ã0~z0 + b̃0~z1 + c̃0~z2 = ~d0,
ã1~z0 + b̃1~z1 + c̃1~z2 = ~d1,

(24)

ïîëó÷àåì
~z1 = Ã1~z2 + ~B1, (25)

ãäå
Ã1 = −[ã1b̃0 − ã0b̃1]

−1[ã1c̃0 − ã0c̃1], (26)

~B1 = −[ã1b̃0 − ã0b̃1]
−1[−ã0

~d1]. (27)

Äàëåå ïîëó÷àåì ñèñòåìó {
ãi~zi−1 + b̃i~zi + c̃i~zi+1 = ~di,
~zi−1 = Ãi−1~zi + ~Bi−1,

(28)

èç êîòîðîé äëÿ êàæäîãî i = 2, ..., N − 1 ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ïðîãîíêè

~zi = Ãi~zi+1 + ~Bi, (29)

ãäå
Ãi = [b̃i + ãiÃi−1]

−1[−c̃i], (30)

~Bi = [b̃i + ãiÃi−1]
−1[~di − ãi

~Bi−1]. (31)

Èç ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç ïðàâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (21) è äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé
(i = N − 2 è i = N − 1) ñèñòåìû (29),





ãN~zN−2 + b̃N~zN−1 + c̃N~zN = ~dN ,
~zN−2 = ÃN−2~zN−1 + ~BN−2,
~zN−1 = ÃN−1~zN + ~BN−1,

(32)

íàõîäèì
zN = [(ãN ÃN−2 + b̃N)ÃN−1 + c̃N ]−1×

×[~dN − ãN B̃N−2 − (ãN ÃN−2 + b̃N) ~BN−1]. (33)

Çíà÷åíèÿ ~zi äëÿ i = N − 1, ..., 2 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (29) (îáðàòíàÿ ïðîãîíêà);
çíà÷åíèå ~z1 � ïî ôîðìóëå (25); ~z0 íàõîäèì èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (20).

5 Ïðîâåðêà òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì è àíàëèç
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû ñõåìû ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â [3].
Ñîãëàñíî [5, 6] ïðåäñòàâëåííàÿ çäåñü ñõåìà (6),(7),(18),(19) äîëæíà èìåòü ïîðÿäîê

àïïðîêñèìàöèè O(h2
x + h2

t ) ïðè íåïðåðûâíûõ êîýôôèöèåíòàõ ñèñòåìû (1),(2). Òàêèì
îáðàçîì, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê âûáðàíà ôóíêöèÿ
èñòî÷íèêà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçðûâíîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà q(x, t)
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òî÷íîñòü ñõåìû áóäåò ñíèæàòüñÿ. Ýòî ïîäòâåðäèëîñü ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ôóíêöèåé
èñòî÷íèêà, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ [2, 3]:

q(x, t) = q0q1(x)q2(t), (34)

ãäå

q1(x) =
{

1, 0 ≤ x < x1

0, x1 ≤ x ≤ 1,
q2(t) =





0, t = 0,
1, 0 < t < 1,
0, 1 ≤ t < ∞.

Çäåñü è íèæå q0 = 59, 4392, x1 = 0, 07.
Ôóíêöèÿ (34) èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ x = x1, t = 0 è t = 1. Ïîýòîìó ñõåìà ñ òàêèì

èñòî÷íèêîì èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî x è ïî t, õîòÿ âû÷èñëåíèÿ ñ íèì
äàëè òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è â [3] ïî ÿâíîé ñõåìå. Ïðè ýòîì, êàê è â [3], íàáëþäàëèñü
îñöèëëÿöèè çà áåãóùåé âîëíîé σ (òàê íàçûâàåìàÿ ðàçáîëòêà [5]), âîçíèêàþùèå èç-çà
òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ q(x, t) ðàçðûâíà.

Â ðàáîòå [3] ïðåäëàãàëàñü ñãëàæåííàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà âèäà

q(x, t) = q0q̄1(x)q̄2(t), (35)

ãäå
q̄1(x) = [1 + exp(µ1(x− x1))]

−1, 0 ≤ x ≤ 1,

q̄2(t) =
{

0, t = 0,
[1 + exp(µ2(t− 1))]−1, t > 0,

µ1 = µ2 = 200. Îäíàêî è ýòà ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â òî÷êå t = 0.
Ïîýòîìó ïðàâèëüíåå âûáðàòü èñòî÷íèê â âèäå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

q(x, t) = q0q̃1(x)q̃2(t), (36)

ãäå

q̃1(x) = [1 + exp(µ1(x− x1))]
−1, 0 ≤ x ≤ 1,

q̃2(t) = [1− exp(−µ3t)][1 + exp(µ2(t− 1))]−1, t ≥ 0.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî x è t, ïðè t = 0 îíà ðàâíà 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
âûêëþ÷åííîìó èñòî÷íèêó, c ðîñòîì t îíà áûñòðî âîçðàñòàåò äî q0, à ïðè t ∼ 1 áûñòðî
óáûâàåò.

Êîýôôèöèåíòû µ1, µ2, µ3 â (36) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ
àïïðîêñèìèðîâàòü èñòî÷íèê (34) ïðè ñîõðàíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ñõåìû.
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè µ1 = 200, µ2 = 35000, µ3 = 10000 ìû ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåì
ñöåíàðèé ýâîëþöèè ðåøåíèé σ è T âî âðåìåíè, îïèñàííûé â [3]. Â ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ
èñòî÷íèêà òåìïåðàòóðà T íà÷èíàåò ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòüñÿ (ðèñ.1) è â îáëó÷àåìîì
îáðàçöå âîçíèêàåò òåðìîóïðóãàÿ âîëíà σ, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî îáðàçöó îò îäíîãî êîíöà
ê äðóãîìó ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê vs, è àìïëèòóäîé îêîëî 4 â àáñîëþòíîì çíà÷åíèè,
ìåíÿÿ çíàê ïðè êàæäîé ñìåíå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ (ðèñ.2). Â ìîìåíò âûêëþ÷åíèÿ
èñòî÷íèêà âîçíèêàåò åùå îäèí èìïóëüñ. Äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ,
ýòè èìïóëüñû ïîñòåïåííî óìåíüøàþòñÿ â àìïëèòóäå è çàòóõàþò.

Ïðè ýòîì ðàñ÷åòû ïî ïðåäñòàâëåííîé ñõåìå (6),(7),(18),(19) ñ èñòî÷íèêîì (36) íå
äàþò ðàçáîëòêè è îáåñïå÷èâàþò ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå øàãîâ
äèñêðåòíîé ñåòêè â ñèëó àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû.
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Âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî x è t ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû (6),(7),(18),(19)
ïîäòâåðæäàþò ðàñ÷åòû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ îäíîâðåìåííî âäâîå ñãóùàþùèõñÿ
ïî x è t ñåòîê äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà (36) ïðè óêàçàííûõ
âûøå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è ïðè ξ = 1/4. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöàõ 1 è 2 äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = 1, 0051, hx = 0, 0005, ht = 6, 2817 · 10−6. Çäåñü

κ(Y ) = [Yhx,ht − Yhx/2,ht/2]/[Yhx/2,ht/2 − Yhx/4,ht/4].

Òàáëèöà 1.

x σhx,ht σhx/2,ht/2 σhx/4,ht/4 κ(σ)
0,06 -0,0141182 -0,0140348 -0,0140142 4,03
0,12 -0,0170936 -0,0170332 -0,0170133 3,37
0,18 -0,0471208 -0,0470028 -0,0469843 4,36
0,24 -0,0802826 -0,0804186 -0,0803903 4,08
0,30 -0,1152519 -0,1296822 -0,1296113 10,1
0,42 -0,7261036 -0,1240096 -0,1360526 4,27
0,48 -1,4164877 -1,2448516 -1,2240558 8,25
0,54 -2,8951394 -3,0174036 -3,0410472 4,17
0,60 -0,5848898 -0,6056519 -0,6146549 4,31
0,66 1,5463806 1,5476172 1,5477995 3,78
0,78 3,9684946 3,9766695 3,9788955 3,67
0,84 0,6938983 0,6940753 0,6941214 3,84
0,90 0,1188945 0,1188660 0,1188589 3,97
0,96 0,0461464 0,0461495 0,0461502 4,01

Òàáëèöà 2.

x Thx,ht Thx/2,ht/2 Thx/4,ht/4 κ(T )
0,06 15,458502 15,458497 15,458496 4,01
0,12 12,744342 12,744346 12,744347 3,98
0,18 10,169043 10,169047 10,169048 3,98
0,24 8,0300467 8,0300495 8,0300502 4,01
0,30 6,2936171 6,2936191 6,2936197 3,87
0,36 4,9123174 4,9123188 4,9123192 3,34
0,42 3,8362518 3,8362543 3,8362549 4,13
0,48 3,0158390 2,4039920 2,4039925 5,08
0,60 1,9579017 1,9579021 1,9579023 3,65
0,66 1,6403569 1,6403566 1,6403565 3,53
0,72 1,2716096 1,2716094 1,2716093 3,96
0,96 1,0901312 1,0901310 1,0901309 3,98

Ïîäòâåðæäåíèåì àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ðèñ.3, ãäå äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè t = 0.1 äàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñ øàãîì ïî âðåìåíè ht = 0, 95hx/vs =
6, 2817 · 10−6 (ñïëîøíûå êðèâûå), êîãäà óñëîâèå Êóðàíòà âûïîëíÿåòñÿ, è ñ øàãîì ht =
1, 01hx/vs = 6, 6784 · 10−6 (òî÷êè), êîãäà óñëîâèå Êóðàíòà íå âûïîëíåíî.

Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî â ñèëó ñïåöèôèêè äàííîé çàäà÷è, à èìåííî, èç-çà çíà÷èòåëüíîé
ñêîðîñòè vs òåðìîóïðóãîé âîëíû σ ìû íå ìîæåì ñèëüíî óâåëè÷èâàòü øàã ïî âðåìåíè
[5]. Êðîìå òîãî, çàòðàòû êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå â íåÿâíîé
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ñõåìå áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíîé ñõåìîé âèäà [3]. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå íå
ñëåäóåò îæèäàòü óñêîðåíèÿ ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíîé ñõåìîé, è ìû íå ñòàâèëè ïåðåä
ñîáîé òàêîé çàäà÷è. Ïðåèìóùåñòâàìè íîâîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñ [3] ÿâëÿþòñÿ âòîðîé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè è á�îëüøàÿ ñâîáîäà âûáîðà äèñêðåòíîé ñåòêè.

Çíà÷èòåëüíîãî óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî äîáèòüñÿ, èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè
ñîâðåìåííûõ ïàðàëëåëüíûõ è âåêòîðíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, íà
ñóïåðêîìïüþòåðå SPP-2000 âû÷èñëåíèÿ ñ òðåòüèì óðîâíåì îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àþùèì
âåêòîðèçàöèþ è àâòîìàòè÷åñêîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå íåêîòîðûõ öèêëîâ, òðåáóþò â 5,5
ðàç ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ âîçìîæíîñòåé.

6 Çàêëþ÷åíèå
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ c ïîìîùüþ
ïðåäñòàâëåííîé çäåñü ñõåìû íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [2, 3]. Ïðè
ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðàâèëüíûé âûáîð ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Òàêèì îáðàçîì,
íàøè ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò è óòî÷íÿþò ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ÿâëÿþòñÿ ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîé ðàáîòû íîâîé ñõåìû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè èíèöèèðîâàíû ðåçóëüòàòàìè
îïèñàííîãî â [7] ýêñïåðèìåíòà, â õîäå êîòîðîãî íàáëþäàëîñü ÷àñòè÷íîå ðàçðóøåíèå
êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû îáëó÷àåìîãî îáðàçöà. Ïîêà íàøè ðàñ÷åòû íå îáúÿñíÿþò
ýòîò ýôôåêò. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëè, êîòîðîå ìû ñâÿçûâàåì
ñ ââåäåíèåì â ñèñòåìó (1),(2) ôàêòîðîâ, ìîäåëèðóþùèõ ïëàñòè÷íîñòü ìàòåðèàëîâ, à
òàêæå ñ èçó÷åíèåì ïðîöåññîâ ïëàâëåíèÿ è êðèñòàëëèçàöèè, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ â îáðàçöå. Íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû
â ðàáîòå àâòîðîâ [8]. Íåîáõîäèìî òàêæå â äàëüíåéøåì èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ñ êîýôôèöèåíòàìè c0 � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, λ0 � òåïëîïðîâîäíîñòü ìåòàëëà,
çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû, ò.å. â âèäå ôóíêöèé c(T ) è λ(T ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Áîéêî Â. È., Âàëÿåâ À. Í., Ïîãðåáíÿê À. Ä. // ÓÔÍ. 1999. T. 169, N. 11, C. 1243.
[2] Àìèðõàíîâ È. Â., Ïóçûíèí È. Â., Ñàìîéëîâ Â. Í., Ôåäÿíèí Â. Ê.,

Õîëìóðîäîâ Õ. Ò. // Ñîîáùåíèå ÎÈßÈ Ð2-98-63. Äóáíà, 1998; Ñîîáùåíèå ÎÈßÈ
Ð2-98-201. Äóáíà, 1998.

[3] Àìèðõàíîâ È. Â., Çåìëÿíàÿ Å. Â., Ïóçûíèí È. Â., Ïóçûíèíà Ò. Ï., Ñàðõàäîâ È.
// Ñîîáùåíèå ÎÈßÈ Ð11-2000-263. Äóáíà, 2000.

[4] Íîâàöêèé Â. // Âîïðîñû òåðìîóïðóãîñòè. Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1962.
[5] Êàëèòêèí Í. Í. // ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1978.
[6] Ñàìàðñêèé À. À. // Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1971.
[7] Êîðåíåâ Ñ. À. // Ïðåïðèíò ÎÈßÈ Ð13-89-615. Äóáíà, 1989.
[8] Àìèðõàíîâ È. Â., Çåìëÿíàÿ Å. Â., Ïóçûíèí È. Â., Ïóçûíèíà Ò. Ï., Ñàðõàäîâ È.

// Ñîîáùåíèå ÎÈßÈ Ð11-2001-164. Äóáíà, 2001.

8


