
1 Ââåäåíèå
Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàãíèòíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó,

ò.å. ïî çàäàííîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû èñòî÷íèêîâ�òîêè èëè èõ
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èëè è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå ïî çàäàííîìó ïîëþ ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ â ìàãíèòíîé ñèñòåìå, ãåî-
ìåòðèÿ êîòîðîé èçâåñòíà, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé.

Êîãäà æå òðåáóåìîå ìàãíèòíîå ïîëå íåîáõîäèìî ñîçäàòü ñ ïîìîùüþ ïðîâîäíè-
êîâ, âåëè÷èíà òîêà â êîòîðûõ âàðüèðóåòñÿ òàêæå êàê è êîîðäèíàòû èõ ïîëîæåíèÿ,
ïðè óñëîâèè, ÷òî òîê âî âñåõ ïðîâîäíèêàõ îäèíàêîâ (ýëåìåíòû ñ æåëåçîì â ñèñòåìå
îòñóòñòâóþò), ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìàãíèòíîé ñèñòåìû äëÿ òàêî-
ãî òèïà çàäà÷, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä è ÷èñëåííûé àëãîðèòì èõ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé
íà ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó [1]. Ïîëàãàåì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå çàäà�eòñÿ
êàêîé-ëèáî îäíîé èç ñâîèõ êîìïîíåíò (Hx, Hy, Hz), ÷òî çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà-
÷è, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ïðîñòî Í äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ.

2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîé ñèñòåìû
Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè SH ñ ïîìîùüþ èñòî÷íèêîâ òîêà, ðàñïîëîæåííûõ â

îáëàñòè SI , íåîáõîäèìî ñîçäàòü ïîëå H ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (íàïðèìåð,
âñþäó îäíîðîäíîå ïîëå â îáëàñòè SH).

Ïîëå â ëþáîé òî÷êå z ìíîæåñòâà SH â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

H(z) =
∫

SI

J(s)G(z, s)ds, z ∈ SH , s ∈ SI (1)

ãäå J(s) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà â ñèñòåìå, G(z, s) �ôóíêöèÿ
Ãðèíà, àíàëèòè÷åñêèé âèä êîòîðîé çàâèñèò îò ãåîìåòðèè èñòî÷íèêîâ ìàãíèòíîé ñè-
ñòåìû è îò òî÷êè z ∈ SH . Ïðîñòîé ñëó÷àé îáðàòíîé çàäà÷è, à èìåííî, îïðåäåëåíèå
ïî çàäàííîìó ïîëþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé òîêîâ â ìàãíèòíîé ñèñòåìå, ãåîìåòðèÿ
êîòîðîé èçâåñòíà, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
I-ãî ðîäà (1) ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé J(s). Åñëè æå ìàãíèòíîå ïîëå ôîðìèðîâàòü
íå òîëüêî âàðüèðîâàíèåì ïëîòíîñòåé òîêà, íî è ðàññòàíîâêîé èñòî÷íèêîâ òîêà, òî
â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü íåëèíåéíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ
íåèçâåñòíûìè J(s) è s ∈ SI .

3 Ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà I-ãî ðî-

äà (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ò.ê. ìàëûì èçìåíåíèÿì
âõîäíûõ äàííûõ H(z) ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå èçìåíåíèÿ â ðå-
øåíèè J(s). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû
ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû [1]. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìåòîäîì ðåãóëÿðèçà-
öèè âòîðîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè. Äëÿ ýòîãî ñòðîèì ñãëàæèâàþùèé ïàðàìåòðè÷åñêèé
ôóíêöèîíàë

Fα[J(s), H(z)] = Φ[J(s), H(z)] + α Ω[J(s)], (2)

Φ[J(s), H(z)] =
∫

SH

[H(z)−
∫

SI

J(s)G(z, s)ds]2dz (3)



�êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå îïåðàòîðà A[z, J(s)] =
∫
SI

J(s)G(z, s)ds îò çàäàííîé ôóíê-
öèè H(z), a

Ω[J(s)] =
∫

S
J2(s)ds (4)

�ðåãóëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë èëè ñòàáèëèçàòîð è α �÷èñëîâîé ïàðàìåòð ðåãó-
ëÿðèçàöèè (α > 0).

Â âûðàæåíèè (2), ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàëû â âèäå ñóìì, ïîëó÷èì

Fα =
N∑

j=1

[Hj(zj)−
M∑

i=1

Ji(si)Kij(zj, si)]
2∆zj + α

M∑

i=1

J2
i (si)∆si (5)

ãäå N �÷èñëî òî÷åê èç ìíîæåñòâà SH , M �÷èñëî òî÷åê èç ìíîæåñòâà SI , M ≤ N ,
Kij =

∫
∆si

G(zj, s)ds. Ïîëàãàåì ∆si = ∆s = const, ∆zj = ∆z = const. Óñëîâèå
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà F α:

∂F α

∂J1

= 0,
∂F α

∂J2

= 0, · · · , ∂F α

∂JM

= 0 (6)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5), ïîëó÷èì

∂F α

∂Jl

= −
N∑

j=1

HjKlj∆z +
N∑

j=1

M∑

i=1

JiKljKij∆z + αJl∆s = 0, l = 1÷M. (7)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñò-
íûìè Jl âèäà

M∑

i=1

Ji

N∑

j=1

KljKij∆z + αJl∆s =
N∑

j=1

HjKlj∆z, l = 1÷M. (8)

Ïîëàãàÿ α∆s = α′∆z, ïîëó÷èì
M∑

i=1

Ji

N∑

j=1

KljKij + α′Jl =
N∑

j=1

HjKlj, l = 1÷M. (9)

Î÷åâèäíî,÷òî α′ ñîõðàíÿåò ñìûñë ïðîèçâîëüíîãî êîýôôèöèåíòà α , ïîýòîìó ñèñòåìà
óðàâíåíèé äëÿ Jl îêîí÷àòåëüíî çàïèøåòñÿ â âèäå:

M∑

i=1

Ji

N∑

j=1

KljKij + αJl =
N∑

j=1

HjKlj, l = 1÷M. (10)

Îáû÷íî áåçæåëåçíàÿ ìàãíèòíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé íàáîð èñ-
òî÷íèêîâ òîêà, ò.å. êàòóøåê (ñì. íàïðèìåð, ðèñ. 1 è 4à), â ýòîì ñëó÷àå ïîëå H(z) â
ëþáîé òî÷êå z ∈ SH îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

H(z) =
M∑

i=1

Ji

∫

∆si

G(z, s)ds, (11)

ãäå M �÷èñëî êàòóøåê, Ji�ïëîòíîñòü òîêà â i-îé êàòóøêå, ∆si �ñå÷åíèå i-îé êà-
òóøêè, G(z, s) �ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (10), ïîëó÷èì â ýòîì
ñëó÷àå äèñêðåòíûé íàáîð Jl, l = 1 ÷M , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11).



Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé òîêîâ ìàãíèòíîé ñèñòåìû äëÿ
ñîçäàíèÿ ïîëÿ H(zj), j = 1 ÷N, zj ∈ SH . Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî íåîáõîäèìî
ñîçäàòü ïîëå â íåêîòîðîé îáëàñòè SI ñ ïîìîùüþ ðàññòàíîâêè M èñòî÷íèêîâ òîêà
ñ îäèíàêîâûì I0 .

Äëÿ òàêîé ìàãíèòíîé ñèñòåìû H(z), z ∈ SH áóäåò

H(z) = I0

M∑

i=1

G(si, z), (12)

ãäå G(si, z)�ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ i-ãî ïðîâîäíèêà, M �÷èñëî ïðîâîäíèêîâ ñ òî-
êîì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå òîê I0 è êîîðäèíàòû si ïðîâîäíèêîâ, êîòîðûå áû
íàèëó÷øèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàëè çàäàííîå ïîëå H(z), z ∈ SH .

Ôóíêöèÿ G(si, z) îáû÷íî íåëèíåéíà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò ïðîâîäíèêîâ si,
ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé.

Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ âûçûâàåò îãðàíè÷åíèå
íà ïàðàìåòðû [2,3]. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ýôôåêòèâíî íàõî-
äèòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òàêîé ñëó÷àé.

Ïóñòü ïàðàìåòðîì ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäíèêà â îáëàñòè SI ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà
êîîðäèíàòà, íàïðèìåð x (ïîëàãàåì, ÷òî ïðîâîäíèêè ñ òîêîì ðàñïîëîæåíû íà ëè-
íèè y=const), ïðè÷�eì äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäíèêîâ âäîëü îñè x
èçâåñòíà, x1 ≤ xi ≤ x2.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (12) áóäåò èìåòü âèä

H(z) = I0

M∑

i=1

G(xi, z), z ∈ SH , x1 ≤ xi ≤ x2. (13)

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü I0 , xi äëÿ ñîçäàíèÿ â ìàãíèòíîé ñèñòåìå ïîëÿ H(z),
z ∈ SH . Çàäà÷à (13) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé.

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ðàçáèâàåì íà äâà ýòàïà. Íà 1-îì ýòàïå ñ÷èòàåì, ÷òî
ïëîòíîñòü òîêà â âèòêàõ ðàñïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíî â ïðåäåëàõ çàäàííîé îáëàñòè.
Óðàâíåíèå (12) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

H(z) =
∫ x2

x1

J(x)G(x, z)dx.

Òàêàÿ çàäà÷à è àëãîðèòì å�e ðåøåíèÿ ðàññìîòðåíû âûøå. Ïðè âûáîðå ðåøåíèÿ
Jα(x), (α�ïàðàìåòð ðåãóÿðèçàöèè) ó÷èòûâàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ çàäà÷è:

1. òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ H(z) íå äîëæíà áûòü õóæå òðåáóåìîé òî÷íîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ â ñîçäàâàåìîé ìàãíèòíîé ñèñòåìå;

2. âî âñ�eì äîïóñòèìîì èíòåðâàëå [x1, x2] ôóíêöèÿ Jα(x) äîëæíà ñîõðàíÿòü çíàê;

3. |Jα(x)| ≤ J�äîïóñòèìîé ïëîòíîñòè òîêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå Jα(x), óäîâëåòâîðÿþùåå
âñåì òð�eì óñëîâèÿì. Íà 2-îì ýòàïå ðàçáèâàåì èíòåðâàë [x1, x2] íà M ïîäèíòåðâàëîâ
[xi

1, x
i
2], i = 1÷M. Òîãäà:

H(z) =
M∑

i=1

∫ xi
2

xi
1

Jα(x)G(x, z)dx, z ∈ SH . (14)



Äëÿ êàæäîãî ïîäèíòåðâàëà [xi
1, x

i
2] âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñðåäíåì (òàê

âûáèðàëàñü ôóíêöèÿ Jα(x)), ïîýòîìó

H(zj) =
M∑

i=1

G(xj
i , zj)

∫ xi
2

xi
1

Jα(x)dx, j = 1÷N, (15)

ãäå N�÷èñëî òî÷åê â îáëàñòè SH , â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå H, xj
i �òî÷êà

âíóòðè i-ãî èíòåðâàëà. Ãðàíèöû xi
1, xi

2 âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû
∫ xi

2

xi
1

Jα(x)dx =
∫ xi+1

2

xi+1
1

Jα(x)dx = I0, ò.å. (16)

I0 =

∫ x2
x1

Jα(x)dx

M
, òîãäà

H(zj) = I0

M∑

i=1

G(xj
i , zj) (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ zj ñóùåñòâóåò ñâîÿ òî÷êà xj
i , íî ïî òåîðåìå î

ñðåäíåì îíà âñåãäà íàõîäèòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà [xi
1, x

i
2]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ

êîîðäèíàòà xi òàêæå íàõîäèòñÿ âíóòðè i-ãî èíòåðâàëà è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

ϕ(xi) =
N∑

j=1

[
∫ xi

2

xi
1

Jα(x)G(x, zj)dx− I0G(xi, zj)]
2 (18)

∂ϕ(xi)

∂xi

=
N∑

j=1

[
∫ xi

2

xi
1

Jα(x)G(x, zj)dx− I0G(xi, zj)]× ∂G(xi, zj)

∂xi

= 0 (19)

xi
1 ≤ xi ≤ xi

2

G(si, z) =
y − yi + b

2
ln(x− xi + a)2 + (y − yi + b)2

(x− xi − a)2 + (y − yi + b)2
+

+
y − yi − b

2
ln(x− xi − a)2 + (y − yi − b)2

(x− xi + a)2 + (y − yi − b)2
+

+ (x− xi + a)×
(
arctgx− xi + a

y − yi − b
− arctgx− xi + a

y − yi + b

)
+ (20)

+ (x− xi − a)×
(
arctgx− xi − a

y − yi + b
− arctgx− xi − a

y − yi − b

)
,

ãäå a�ïîëóðàçìåð ïðîâîäíèêà âäîëü x, b�ïîëóðàçìåð ïðîâîäíèêà âäîëü y,
Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ M ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (19) ñ îäíèì íåèçâåñòíûì, ïðè÷�eì ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ èçâåñòíû. Îòìåòèì, ÷òî âûøå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ñîçäàíèÿ ìàãíèò-
íîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ïðîâîäíèêîâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè êîíå÷íûõ ðàçìåðàõ ïðîâîäíèêà (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíàÿ øèíà) àëãîðèòìû
ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ãðèíà âîéä�eò ïîä çíàê èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäíèêà (20).

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîãî ñâåðõïðî-
âîäÿùåãî (ÑÏ) äèïîëüíîãî ìàãíèòà, ñîñòîÿùåãî èç ïðÿìîóãîëüíûõ òîêîâûõ îáìîòîê
âîçáóæäåíèÿ.



4 Ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíîé ìàãíèòíîé ñèñòåìû
Òðåáóåìîå ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäëàãàåìîé ìàãíèòíîé ñèñòåìû ñîçäàâàëîñü ïóòåì

ïîäáîðà ïîëîæåíèÿ òîêîâûõ îáìîòîê ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè çàïèòûâàþòñÿ îò îäíîãî
èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ è ñëåäîâàòåëüíî òîê âî âñåõ ïðîâîäíèêàõ (âèòêàõ), îáðàçóþùèõ
óêàçàííûå îáìîòêè, îäèíàêîâ. Íà ãåîìåòðèþ ìàãíèòíîé ñèñòåìû (ñì. ðèñ.1), âåëè-
÷èíó òîêà â ÑÏ âèòêå, à òàêæå íà õàðàêòåð è âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàëàãàëèñü
êîíêðåòíûå óñëîâèÿ, âûòåêàþùèå èç âîçìîæíîñòåé èçãîòîâëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ
ìàãíèòà íà óñêîðèòåëå. Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ çà-
äà÷ òèïà (1) è ïîýòîìó ðåøàëàñü ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó, îïèñàííîì
âûøå.

Ïóñòü â àïåðòóðå ìàãíèòà (ñì. ðèñ.1) íåîáõîäèìî ñîçäàòü îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå
ïîëå −→H (x, y) c åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòîé Hy(x, y). Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ïðîäîëüíûå ðàçìåðû ìàãíèòà çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïîïåðå÷íûõ è ðàñ÷åòû íå
çàâèñÿò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ. Çàïèøåì â äàííîì ñëó÷àå èçâåñòíîå âûðàæåíèå (çàêîí
Áèî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà) äëÿ âû÷èñëåíèÿ Hy(x, y):

−→
H y(x, y) =

∫∫

S1

J (x̃, ỹ) · (x− x̃) dx̃ · dỹ
[
(x− x̃)2 + (y − ỹ)2

]3/2
≡ I0 ·G (s̃, x, y) , (21)

ãäå (x, y) ∈ SH , S̃ ≡ (x̃, ỹ) ∈ SI , I0 - âåëè÷èíà òîêà â ñå÷åíèè, SI , J (x̃, ỹ) - ïëîòíîñòüòîêà, G (s̃, x, y) - ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Òîêîâàÿ îáìîòêà (îáëàñòü SI) ðåàëüíî ñîñòîèò èç m=Nx+Ny âèòêîâ, ãäå Nx - ÷èñ-

ëî âèòêîâ îáìîòêè âäîëü îñè õ, Ny � ÷èñëî âèòêîâ îáìîòêè âäîëü îñè ó. Ïîïåðå÷íûå
ðàçìåðû âèòêà 2à = 0,40 ñì ïî øèðèíå è 2b= 0,15 ñì ïî âûñîòå. Êàê óêàçûâàëîñü
âûøå, ïëîòíîñòü òîêà â âèòêå ïîñòîÿííà, ò.å. J (x, y) = J0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îá-
ëàñòè SI , ñîñòîÿùåé èç m îäèíàêîâûõ âèòêîâ ñ ïëîòíîñòüþ òîêà J0, óðàâíåíèå (21)
ïðåäñòàâèì â âèäå

J0 ·
m∑

i=1

xi+a∫

xi−a

yi+b∫

yi−b

(x− x̃) · dx̃ · dỹ
[
(x− x̃)2 + (y − ỹ)2

]3/2
= Hy (x, y) ≡ H0, (22)

ãäå (xi, yi) - êîîðäèíàòû öåíòðà i-ãî âèòêà; H0 = const â îáëàñòè SH . Òàêèì îá-ðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü J0 è öåíòðû (xi, yi) òàêèå, ÷òîáû
Hy (x, y) = H0 â îáëàñòè SH . Òàêàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåëèíåéíûõ îáðàò-
íûõ çàäà÷, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî [1], äëÿ m äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îòíîñÿòñÿ ê êëàñ-
ñó íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ðåøåíèå íàøåé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû 2m+1 íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. ×òîáû èçáåæàòü òðóä-
íîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ïðîâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è â
äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñ÷èòàåì, ÷òî âèòêè çàêðåïëåíû è ðàñïðåäåëåíû ïî îá-
ìîòêå ðàâíîìåðíî, à èñêîìîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü òîêà J (x̃, ỹ). Òåì ñàìûì
çàäà÷à (21) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé. Èç åå ðåøåíèÿ (ôóíêöèÿ J (x̃, ỹ)) âûäåëÿåì äâå
÷àñòè: J (x̃) ≡ J (x̃, ỹ ≡ const), íåïðåðûâíóþ âäîëü îñè x, è Jy (ỹ) ≡ J (x̃ ≡ const, ỹ),
íåïðåðûâíóþ âäîëü îñè y.

Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åííûå íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Jx (x̃) è Jy (ỹ) ìîäåëè-
ðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé � "áëîêîâ" ïðè óñëîâèè ïîñòîÿí-
ñòâà òîêà â îäíîì âèòêå. ("Áëîêè"ôîðìèðóþòñÿ èç âèòêîâ ñòàíäàðòíûõ ðàçìåðîâ:
0,4 ñì õ 0,15 ñì). Êàê îêàçàëîñü íà ïðàêòèêå, ñîñòàâëåííûå òàêèì îáðàçîì "áëî÷íûå"
ôóíêöèè äàþò ðåøåíèå çàäà÷è (22) ñî âñåìè ïîñòàâëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.



I ýòàï. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (21) íà ýòîì ýòàïå ïðèîáðåëî âèä ëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà I ðîäà. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ J (x̃, ỹ)
ïî èçâåñòíîìó Hy(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé è îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2, ãäå ïðèâåäåíî ïîëó÷åííîå
àâòîðàìè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îäíèì èç îáû÷íûõ ìåòîäîâ áåç ââåäåíèÿ ðåãóëÿðèçà-
öèè. Â äàëüíåéøåì çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó. Ðåøåíèå
ñâîäèëîñü ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè J (x̃, ỹ), ìèíèìèçèðóùåé ñãëàæèâàþùèé ôóíêöè-
îíàë F α:

Ðèñ.1 Ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíîé Ðèñ.2 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ÑÏ-äèïîëÿ Ôðåäãîëüìà áåç ðåãóëÿðèçàöèè

Fα (J,H) = Φ [J (x̃, ỹ) , Hy(x, y)] + α · Ω [J (x̃, ỹ)] , (23)

Φ [J (x̃, ỹ) , Hy(x, y)] =
∫∫

SH

[Hy(x, y)−
∫∫

SI

J (x̃, ỹ) ·G (x, y, x̃, ỹ) dx̃dỹ]2dxdy (24)

- êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå îïåðàòîðà ∫∫
SI

J (x̃, ỹ) ·G (x, y, x̃, ỹ) dx̃dỹ îò çàäàííîé ôóíê-
öèè Hy(x, y) = H0 â îáëàñòè SH ,

G (x, y, x̃, ỹ) =
(x−x̃)[

(x−x̃)
2
+(y−ỹ)

2
]3/2 â îáëàñòè SI , Ω [J (x̃, ỹ)] =

∫∫
SI

J2 (x̃, ỹ) dx̃dỹ - ñòàáè-

ëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë, α �÷èñëîâîé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè (α > 0), êîòîðûé
âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

∫∫

SH

[Hy(x, y)−
∫∫

SI

J (x̃, ỹ) ·G (x, y, x̃, ỹ) dx̃dỹ]2dxdy ≤ δ,

ãäå Jα - ýëåìåíò, íà êîòîðîì ïðè äàííîì α F α äîñòèãàåò ìèíèìóìà äëÿ äàííîãî δ.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ. Çàïèøåì ïðåäû-

äóùèå âûðàæåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Fα =
N∑

j=1

[
Hj (xj, yj)−

M∑
i=1

Ji (xi, yi) Kij (xj, yj, xi, yi)

]2

+α · M∑
i=1

J2
i (xi, yi) ∆x∆y (25)

ãäå (xi, yi) ∈ SI, (xj, yj) ∈ SH, N- ÷èñëî òî÷åê â îáëàñòè SH, M- ÷èñëî òî÷åê
â îáëàñòè SI,



Kij =
xi+a∫
xi−a

yi+a∫
yi−a

(xj−x) dx dy

[(xj−x)2+(yi−y)2]
2/3 = yi−yj+b

2
ln (xi−xj+a)2+(yi−yj+b)2

(xi−xj−a)2+(yi−yj−b)2
(26)

Ýëåìåíòû Ji, i = 1, 2, . . . , M , ìèíèìèçèðóþùèå Fα, íàõîäèëèñü êàê ðåøåíèå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé òèïà (6,7):

∂F α

∂Jl
= −2

N∑
j=1

HjKlj∆x∆y + 2
N∑

j=1

M∑
i=1

Ji (xi, yi) Klj∆x∆y + 2α · Jl ·∆x̃ ·∆ỹ = 0 (27)

Ïîëàãàÿ α′ ·∆x∆y = α ·∆x̃ ·∆ỹ, ïîëó÷èì
M∑

i=1

Ji·
N∑

j=1

KljKij · α′ · Jl =
N∑

j=1

Hj·Hlj (28)

Ïàðàìåòð α′ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå

Φ[J,H] =
N∑

j=1

[
H0 −

M∑

i=1

Jα
i (xi, yi) Kij (xj, yj, x̃i, ỹi)

]2

∆x∆y

áûëî ìèíèìàëüíîå, òàêîå, ÷òî Φ ≤ δ ≤ 10−6. Çäåñü Jα
i - ðåøåíèå (28) ïðè äàííîì α′,

∆x = ∆y = 0, 25 , ∆x̃ = ∆ỹ = 0, 055 è α = α′ · 21.
Â òàáëèöå I ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü Φ îò α′ â èíòåðâàëå α′ = 10−8 ÷ 10−16. Â

êà÷åñòâå íàèëó÷øåãî âûáðàíî α′ = 10−11 (α = 21 · 10−11). Íà ðèñ. 3à, á èçîáðàæåíû
çàâèñèìîñòè Jx îò x (x = 0÷3,6 ñì; y = 4 ñì), Jy îò y (x = 4 ñì; y = 0÷3,6 ñì),
ïîëó÷åííûå êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (28) ïðè α′ = 10−11.

II ýòàï. Íà âòîðîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Jx è Jy

ìîäåëèðîâàëèñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè - "áëîêàìè". Ïðè ýòîì òðåáîâà-
ëîñü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé, âûòåêàþùèõ èç ïðàêòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé
èçãîòîâëåíèÿ èññëåäóåìûõ ìàãíèòîâ:

1) ïëîòíîñòü òîêà âî âñåõ áëîêàõ ïîñòîÿííà è îäèíàêîâà: Ji = J0, i− 1, 2, . . . , k,
k - ÷èñëî áëîêîâ;

2) êàæäîìó áëîêó äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü öåëîå ÷èñëî âèòêîâ, ò.å. äëèíà êàæäîãî
áëîêà êðàòíà âûñîòå îäíîãî âèòêà 2b (â íàøåì ñëó÷àå 2b = 0,15 ñì);

3) ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Jx è Jy ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó
íåîáõîäèìî êàê ìîæíî ìåíüøå ïîòåðÿòü âèòêîâ.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áëîêè ðàçìåùàëèñü òàê, ÷òîáû çàçîðû ìåæäó íèìè ñî-
îòâåòñòâîâàëè ìèíèìóìàì íà êðèâûõ Jx, Jy. Ïëîùàäè áëîêîâ Si îïðåäåëÿëèñü ÷èñ-
ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì Jx, Jy ïî ìåòîäó òðàïåöèé îò ëåâîãî ìèíèìóìà ïîëó÷åííî-
ãî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Jx, Jy äî ïðàâîãî ìèíèìóìà. Ïëîòíîñòè òîêà â i-ì
áëîêå Ji îïðåäåëÿëèñü êàê Ji = si/li, ãäå li - ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ìèíèìó-
ìàìè. Çàòåì èç óñëîâèÿ J0 = max Ji, i = 1, 2, . . . , k âûáèðàëàñü ïëîòíîñòü òîêà J0,
îäèíàêîâàÿ âî âñåõ áëîêàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðû áëîêîâ íå âûõîäÿò çà ðàìêè li.
Äàëåå, òàê êàê â êàæäîì áëîêå äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî âèòêîâ, äëèíû áëîêîâ l̃i
îïðåäåëÿëèñü êàê l̃i = 0, 15 × Ni, ãäå Ni - öåëàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ si/ (0, 15× J0) .Â
ýòîì ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàçìåùåíèå áëîêîâ ìåæäó âñåìè ìèíèìóìàìè ïðèâîäèò
ê áîëüøèì ïîòåðÿì âèòêîâ.



Íàèìåíüøèå æå ïîòåðè âèòêîâ ïðîèñõîäÿò ïðè ðàçìåùåíèè íà êàæäîì èç íåïðå-
ðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé Jx è Jy òðåõ áëîêîâ (ñì. ðèñ. 3). Ðàçìåðû áëîêîâ ìàãíèòà ñ
ðàçëè÷íûìè êîíôèãóðàöèÿìè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Ïîñëå òàêîãî ïðåäâàðèòåëüíî-
ãî ðàçìåùåíèÿ áëîêîâ äàëåå çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû fumili
- ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà. Â êà÷åñòâå âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ
áðàëèñü êîîðäèíàòû öåíòðîâ áëîêîâ. Ðåçóëüòàòû òàêîé ìèíèìèçàöèè ïðèâîäÿòñÿ â
òàáëèöå 3. Íà ðèñ.4 ïðèâåäåíà îäíà èç âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ðåàëüíîãî ìàãíèòà,
â êîòîðîì îäíîðîäíîñòü ïîëÿ ∆B/B ≤ 1 · 10−4 â 80% ðàçìåðîâ àïåðòóðû.

5 Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò

ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.
1. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåçæåëåçíûõ ìàãíèòíûõ
ñèñòåì íåêîòîðîãî êëàññà.

2. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåí ìåòîä ðåãóëÿ-
ðèçàöèè ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èñêîìûå ïàðàìåòðû,
ïðèâîäèò íåëèíåéíóþ çàäà÷ó òèïà (14) ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì íåèçâåñòíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé,
ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ê ðåøåíèþ êîòîðûõ
îáû÷íî ïðèâîäÿò îáðàòíûå çàäà÷è.

3. Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ñîçäàííîãî íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà, ðåøåíû íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è [4], â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åí
âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÑÏ-äèïîëÿ. Èñïîëüçîâàíèå áåçæåëåçíîãî ÑÏ-
äèïîëÿ ñ ïðÿìîóãîëüíîé ãåîìåòðèåé îáìîòêè äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âû-
ñîêîîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå âåëè÷èíîé 4-5 Òë â 80% ðàçìåðîâ àïåðòóðû,
ïðè÷åì:
à) íåëèíåéíûå ýôôåêòû ðàñ÷åòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêè
äëÿ êîíôèãóðàöèé, ïðåäëîæåííûõ ê òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè;
á) ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîñëóæèò îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ìíîãîñëîéíîãî áåçæåëåçíîãî ÑÏ-äèïîëÿ è åãî äàëüíåéøåé òåõíè÷åñêîé ðåàëè-
çàöèè.

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü Φ - êâàäðàòà íåâÿçêè îò ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α′

α′ 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12

Φ 271 · 10−10 79 · 10−10 5, 5 · 10−10 0, 14 · 10−10 2, 6 · 10−10

α′ 10−13 10−14 10−15 10−16

Φ 55 · 10−10 876 · 10−10 2, 8 · 10−10 0, 354·10−10



Òàáëèöà 2. Âëèÿíèå âûáîðà êîëè÷åñòâà áëîêîâ è èõ ðàçìåùåíèÿ íà îäíîðîäíîñòü
ïîëÿ âíóòðè àïåðòóðû (c2, c4, c6 -ãàðìîíèêè ðàçëîæåíèÿ H â ðÿä Ôóðüå)

� âàð. Ny−êîë.
âèò-
êîâ ïî
Y

Nk
...
N2

N1

êîë.
âèò-
êîâ ïî
áëîêàì

Nx−êîë.
âèòêîâ
ïî Õ

Nk
...
N2

N1

êîë.
âèò-
êîâ ïî
áëîêàì

Ñðåäíÿÿ îòíî-
ñèò. òî÷íîñòü
íèçøèõ ãàðìî-
íèê
c2, c4,c6

1 24 24 10 6 òðè
3 áëîêà
1

0, 2 · 10−1

0, 4 · 10−2

0, 8 · 10−4

2 24 24-îäèí
áëîê

10 8 òðè
1 áëîêà
1

0, 17 · 10−1

0, 5 · 10−2

0, 14 · 10−3

3 20 9 òðè
7 áëîêà
4

9 4 òðè
3 áëîêà
2

0, 35 · 10−2

0, 84 · 10−3

0, 13 · 10−2

4 20 10 òðè
5 áëîêà
5

9 6 òðè
2 áëîêà
1

0, 4 · 10−3

0, 5 · 10−4

0, 4 · 10−3

5 20 12 äâà
8 áëîêà

9 6 òðè
2 áëîêà
1

0, 4 · 10−2

0, 1 · 10−3

0, 9 · 10−3

6 20 11 òðè
5 áëîêà
4

9 6 òðè
2 áëîêà
1

0, 2 · 10−2

0, 1 · 10−2

0, 2 · 10−2

7 20 10 òðè
6 áëîêà
4

9 6 òðè
2 áëîêà
1

0, 2 · 10−2

0, 9 · 10−3

0, 32 · 10−4

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèå êîîðäèíàò öåíòðîâ "áëîêîâ" ïî x è y, äàþùèõ íàèëó÷øóþ
îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü íèçøèõ ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèè îäíîðîäíîãî ïîëÿ H.

x=const=3.8 y=const=3.8

Ny

Nk1
...

N2

N1

y1 y2 y3 Nx

Nk2
...

N2

N1

x1 x2 x3

Ñðåäíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ
òî÷íîñòü íèçøèõ
ãàðìîíèê c2, c4, c6

20
10
5
5

0.509 1.5972 2.8588 9
6
2
1

1.0017 2.2937 3.1406 0.3× 10−6 ÷ 0.5× 10−6

20 12
8

0.8421 2.6494 9
6
2
1

1.6024 2.2468 3.225 0.9× 10−5 ÷ 0.45× 10−6



Ðèñ 3à,á: Íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Jα
x (s) è Jα

y (s) è èõ ïðèáëèæåíèÿ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè "áëîêàìè"

Ðèñ 4à,á: Êîíôèãóðàöèÿ ÑÏ äèïîëÿ ñ ïëîñêîé îáìîòêîé; á�îäíà èç âîçìîæíûõ
ðåàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ÑÏ äèïîëÿ
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