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I. Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È È ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÉ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÉ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË

Ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ(ÌÊÝ)[2℄ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

ñèñòåìû èç N îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

�óíêöèé Φ(z) = (Φ1(z), . . . ,ΦN (z))T íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z ∈ Ω(zmin, zmax):

(D− E I)Φ(i)(z) ≡
(

− 1

fB(z)
I
d

dz
fA(z)

d

dz
+V(z) +

fA(z)

fB(z)
Q(z)

d

dz
+

1

fB(z)

d fA(z)Q(z)

dz
− E I

)

Φ(z) = 0. (1)

Çäåñü fB(z) > 0 è fA(z) > 0 � íåïðåðûâíûå èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè, I � åäèíè÷-

íàÿ ìàòðèöà, V(z) � ñèììåòðè÷íàÿ Vij(z) = Vji(z) è Q(z) � àíòèñèììåòðè÷íàÿ Qij(z) = −Qji(z) ìàòðèöû
ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ ðàçìåðíîñòüþ N × N , ýëåìåíòû êîòîðûõ íåïðåðûâíûå èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå

âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs≥1
2 (Ω), îáåñïå÷èâàþùèå ñóùå-

ñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ïîä÷èí¼ííûõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïåðâîãî (I), âòîðîãî (II) èëè òðåòüåãî

(III) ðîäà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà z ∈ {zmin, zmax} ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ýëåìåíòîâ âåùåñòâåííîé èëè

êîìïëåêñíîé ìàòðèöû R(zt) ðàçìåðíîñòüþ N ×N

(I) : Φ(zt) = 0, t = min and/ormax, (2)

(II) : lim
z→zt

fA(z)

(

I
d

dz
−Q(z)

)

= 0, t = min and/ormax, (3)

(III) :

(

I
d

dz
−Q(z)

) ∣

∣

∣

∣

z=zt

= R(zt)Φ(zt), t = min and/ormax . (4)

Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Φ(z)∈Hs≥1
2 (Ω̄) êðàåâûõ çàäà÷ (1)�(4) âûïîëíÿåòñÿ ÌÊÝ, ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ñèììåòðè÷íîãî êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà

Ξ(Φ, E, zmin, zmax) ≡
∫ zmax

zmin

Φ•(z) (D− E I)Φ(z)dz = Π(Φ, E, zmin, zmax)

−fA(zmax)Φ•(zmax)G(zmax)Φ(zmax) + fA(zmin)Φ•(zmin)G(zmin)Φ(zmin), (5)

Π(Φ, E, zmin, zmax) =

∫ zmax

zmin

[

fA(z)
dΦ•(z)

dz

dΦ(z)

dz
+ fB(z)Φ•(z)V(z)Φ(z) (6)

+fA(z)Φ•(z)Q(z)
dΦ(z)

dz
− fA(z)

dΦ(z)•

dz
Q(z)Φ(z)− fB(z)EΦ•(z)Φ(z)

]

dz,

ãäå G(z) = R(z)−Q(z) ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ N ×N , à

•
îáîçíà÷àåò ëèáî òðàíñïîíèðîâàíèå

T
,

ëèáî ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå

†
, ò.å òðàíñïîíèðîâàíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðåøàåìîé

çàäà÷è.

II. Ê�ÀÒÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÊËÀÑÑÀ �ÅØÀÅÌÛÕ ÇÀÄÀ×

�àññìàòðèâàåòñÿ òðè êëàññà êðàåâûõ çàäà÷:

1. Äëÿ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ïðèìåðû: 07, 08, 11, 13, 14) íà îñè z ∈ (−∞,+∞) ïðè

�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè E ≡ ℜE âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé Φ(z) ≡ {Φ(i)
v (z)}Ni=1,

Φ(i)
v (z) = (Φ

(i)
1v (z), . . . ,Φ

(i)
Nv(z))

T
(èíäåêñ v ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ → èëè ← è îáîçíà÷àåò íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå

ïàäàþùåé âîëíû ñëåâà íàïðàâî èëè ñïðàâà íàëåâî) êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû èç N îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (1) íà èíòåðâàëå z ∈ (zmin, zmax), ïîä÷èí¼ííûõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

òðåòüåãî ðîäà (4) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà z ∈ {zmin, zmax}, ñ àñèìïòîòèêîé â âèäå �ïàäàþùàÿ âîëíà +

óõîäÿùèå âîëíû� â îòêðûòûõ êàíàëàõ i = 1, ..., No:

Φv(z → ±∞) =















{

X(+)(z)Tv, z ∈ [zmax,+∞),
X(+)(z) +X(−)(z)Rv, z ∈ (−∞, zmin],

v =→,
{

X(−)(z) +X(+)(z)Rv, z ∈ [zmax,+∞),
X(−)(z)Tv, z ∈ (−∞, zmin],

v =←,
(7)
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ãäå Tv è Rv, ñîîòâåòñòâåííî, íåèçâåñòíûå ïðÿìîóãîëüíûå è êâàäðàòíûå ìàòðèöû àìïëèòóä ïðîõîæäåíèÿ è

îòðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ S ðàçìåðíîñòüþ No ×No:

S =

(

R→ T←
T→ R←

)

, (8)

óíèòàðíàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Äëÿ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè z ∈ (zmin,+∞) èëè z ∈ (−∞, zmax) âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìàÿ

ìàòðèöà ðåøåíèé Φ(z) êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû èç N îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà (1) íà èíòåðâàëå z ∈ (zmin, zmax), ïîä÷èí¼ííûõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì òðåòüåãî ðîäà (4) â ãðàíè÷íîé

òî÷êå zmax
èëè zmin

èíòåðâàëà, ñ àñèìïòîòèêîé â âèäå �ïàäàþùàÿ âîëíà + óõîäÿùèå âîëíû� â îòêðûòûõ êàíàëàõ

i = 1, ..., No:

Φ←(z → +∞) = X(−)(z) +X(+)(z)R←, z ∈ [zmax,+∞) (9)

èëè Φ→(z → −∞) = X(+)(z) +X(−)(z)R→, z ∈ (−∞, zmin]

è ïîä÷èí¼ííûõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïåðâîãî, âòîðîãî, èëè òðåòüåãî ðîäà (ñì. (2)�(4)) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmin

èëè zmax
. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ èñêîìàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ S = R← èëè S = R→.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ çàêðûòûå êàíàëû, â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè-

÷åñêèå óñëîâèÿ (7), (9) èìåþò âèä

Φas
→ =

{

X
(→)
max(z)T→ +X

(c)
max(z)Tc

→, z ≥ zmax,

X
(→)
min (z) +X

(←)
min (z)R→ +X

(c)
min(z)R

c
→, z ≤ zmin;

(10)

Φas
← =

{

X
(←)
max(z) +X

(→)
max(z)R← +X

(c)
max(z)Rc

←, z ≥ zmax,

X
(←)
min (z)T← +X

(c)
min(z)T

c
←, z ≤ zmin;

(11)

ãäå X
(→)
max(z) = X(+)(z), z ≥ zmax

, X
(→)
min (z) = X(+)(z), z ≤ zmin

, X
(←)
min (z) = X(−)(z), z ≤ zmin

â óðàâíåíèÿõ (10) è

X
(←)
max(z) = X(−)(z), z ≥ zmax X

(→)
max(z) = X(+)(z), z ≥ zmax

, X
(←)
min (z) = X(−)(z), z ≤ zmin

â óðàâíåíèÿõ (11).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåäóùèå ÷ëåíû X(±)(z) àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è ïðè z ≤ zmin
è/èëè

z ≥ zmax
èìåþò âèä:

â îòêðûòûõ êàíàëàõ V t
ioio

< E � îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ

X
(±)
ioj

(z)→
exp

(

±ıptioz
)

√

fA(z)pti
δioj , ptio =

√

fB(zt)

fA(zt)

√

E − V t
ioio

j = 1, . . . , N, io = 1, . . . , No, (12)

â çàêðûòûõ êàíàëàõ V t
icic
≥ E � ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàþùèå ðåøåíèÿ

X
(c)
icj

(z)→ 1
√

fA(z)
exp

(

−ptic |z|
)

δicj , ptic =

√

fB(zt)

fA(zt)

√

V t
icic
− E j = 1, . . . , N, ic = No + 1, . . . , N. (13)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû â ñëó÷àå, åñëè êîý��èöèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè z ≤ zmin
è/èëè z ≥ zmax

ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

fA(z)

fB(z)
=

fA(z
t)

fB(zt)
+ o(1), t = min,max, Vii(z) = V t

ii + o(1), V t
ij(z) = o(1), Qt

ij(z) = o(1), i 6= j. (14)

Â äàííîé âåðñèè ïðîãðàììû áîëåå îáùèé ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, íî åñëè èçâåñòíû àñèìïòîòèêè ðåøåíèé,

òî ïðîãðàììå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èõ âêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ äàëüíîäåéñòâóþùèõ ý��åêòèâíûõ ïîòåí-

öèàëîâ, óáûâàþùèõ ∼ z−k, k ≥ 1, ïðèìåíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñ âåäóùèìè ÷ëåíàìè

(12). Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ðàçëîæåíèé ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äàíû â [4℄. Ïðè ðåøåíèè

êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷íûé êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë (5), â êîòîðîì

•
îáî-

çíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå è êîìëåêñíîå ñîïðÿæåíèå

†
äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîòåíöèàëîâ è òðàíñïîíèðîâàíèå

T

äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ, íåîáõîäèìûé äëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ÌÊÝ.

Ïîäðîáíàÿ èí�îðìàöèÿ ïî ðåøåíèþ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äàíà íèæå, ñì. òàêæå ïðèìåðû 11 è

13.
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2. Äëÿ çàäà÷è íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ (ïðèìåðû: 02, 03, 04, 05, 06, 10, 12, 15, 16) âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð

M ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè E: ℜE1 ≤ ℜE2 ≤ . . . ≤ ℜEM è ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

Φ(z) ≡ {Φ(m)(z)}Mm=1, Φ
(m)(z) = (Φ

(m)
1 (z), . . . ,Φ

(m)
N (z))T â ïðîñòðàíñòâå H2

2 äëÿ ñèñòåìû èç N îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (1), ïîä÷èí¼ííûõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïåðâîãî, âòîðîãî, èëè

òðåòüåãî ðîäà (ñì. (2)�(4)), â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà z ∈ {zmin, zmax} è äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîòåíöèàëîâ

óñëîâèþ íîðìèðîâêè è îðòîãîíàëüíîñòè

〈Φ(m)|Φ(m′)〉 =
∫ zmax

zmin

fB(z)(Φ
(m)(z))†Φ(m′)(z)dz = δmm′ . (15)

èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷íûé êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë (5), â êîòîðîì

•
îáîçíà÷àåò òðàíñ-

ïîíèðîâàíèå è êîìëåêñíîå ñîïðÿæåíèå

†
. Äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ (ïðèìåðû 06 è 15) âìåñòî (15) èñïîëü-

çóåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

(Φ(m)|Φ(m′)) =

∫ zmax

zmin

fB(z)(Φ
(m)(z))TΦ(m′)(z)dz = δmm′ , (16)

è ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷íûé êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë (5), â êîòîðîì

•
îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå

T
.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ íà îñè èëè íà ïîëóîñè èñõîäíàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåòñÿ êðàå-

âîé çàäà÷åé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (zmin, zmax) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà
ñ çàäàííûìè ìàòðèöàìè R(zt), íåçàâèñÿùèìè îò íåèçâåñòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E, è âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð

ïðèáëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (ïðèìåðû 02�06, 09, 10, 12, 15-16). Åñëè ìàòðèöû

R(zt) çàâèñÿò îò íåèçâåñòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ E, òî R(zt, E) îïðåäåëÿþòñÿ èçâåñòíûìè àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè ðàçëîæåíèÿìè èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè è

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíà èòåðàöèîííàÿ íüþòîíîâñêàÿ ñõåìà, äëÿ êîòîðîé ïîäõîäÿøèå

íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè, íåçàâèñÿùèìè îò E (ïðèìåðû 04, 14, 15, 16).

3. Äëÿ ðàñ÷¼òà ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé (ïðèìåðû 14 è 15) ñ íåèçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè E, ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ îäíî-

ðîäíûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, çàâèñÿùèìè îò íåèçâåñòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E, èñïîëüçóÿ
ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷íûé êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë (5), â êîòîðîì

•
îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå

T
.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü çàäà÷å ðàññåÿíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé ñîäåðæàò

òîëüêî óõîäÿùèå âîëíû, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì, íî êîíå÷íîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé [5℄. Äëÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé íà îñè z ∈ (−∞,+∞), ñîáñòâåííûå �óíê-
öèè ïîä÷èíÿþòñÿ êðàåâûì óñëîâèÿì òðåòüåãî ðîäà (4), ãäå ìàòðèöû R(ξt0) = diag(R(ξt0)) çàâèñÿò îò èñêîìîãî
êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E ≡ Em = ℜEm + ıℑEm, ℑEm < 0 è çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Rioio(z
max, Em) =

√

fB(zmax)

fA(zmax)

√

V max
ioio
− Em, Rioio(z

min, Em) = −
√

fB(zmin)

fA(zmin)

√

V min
ioio
− Em, (17)

ïîñêîëüêó àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîäåðæàò òîëüêî óõîäÿùèå âîëíû â îòêðûòûõ êàíàëàõ, è

òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå âîëíû â çàêðûòûõ êàíàëàõ V t
icic

> ℜE, ic = No + 1, . . . , N

Ricic(z
max, Em) = −

√

fB(zmax)

fA(zmax)

√

Em − V max
icic

, Ricic(z
min, Em) =

√

fB(zmin)

fA(zmin)

√

Em − V min
icic

. (18)

Äëÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé íà ïîëóîñè z ∈ (zmin,+∞) èëè z ∈ (−∞, zmax), ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïîä÷è-

íÿåòñÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4), (17) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmax
èëè zmin

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïåðâîãî, âòîðîãî,

èëè òðåòüåãî ðîäà (ñì. (2), (3) èëè (4)) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmin
èëè zmax

.

Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè

(Φ(m′)|Φ(m))=(Em − Em′)

[

∫ zmax

zmin

(Φm′

)T (z)Φ(m)(z)fB(z)dz−δm′m

]

+Cm′m = 0,

Cm′m = −fA(zmax)(Φ(m′))T (zmax)[Rioio(z
max, Em)−Rioio(z

max, Em′)− 2Q(zmax)]Φm(zmax) (19)

+fA(z
min)(Φ(m′))T (zmin)[Rioio(z

min, Em)−Rioio(z
min, Em′)− 2Q(zmin)]Φ(m)(zmin).
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ âû÷èñëåíèåì ðàçíîñòè âàðèàöèîííûõ �óíêöèîíàëîâ (5) ñ

ïîäñòàíîâêîé â íèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Em, Em′
, ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Φm(z), Φm′(z) è ýëåìåíòîâ ìàòðèö

R(zmax), R(zmin) èç �îðìóë (17), (18). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíà èòåðàöèîííàÿ íüþòîíîâñêàÿ ñõåìà,

äëÿ êîòîðîé ïîäõîäÿùèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè E. Â ïðèìåðå 14 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè çíà÷åíèè ýíåðãèè E ≡ ℜE, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåçîíàíñ-
íîìó ïðîõîæäåíèþ. Â ïðèìåðå 15 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå çàäà÷è

íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ.

III. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ Ñ ÈÏÝ

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (1)�(4) âûâîäèòñÿ èç ñèììåòðè÷íîãî êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèî-

íàëà (5), (6) íà îñíîâå ÌÊÝ. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èíòåðâàë [zmin, zmax] ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäûíòåðâàëû,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè. �àçìåð ýòèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãèáêî ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà, êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå è ñâîéñòâà ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ,

êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Èíòåðâàë ∆ = [zmin, zmax] ïî-
êðûâàåòñÿ íàáîðîì n ýëåìåíòîâ ∆j = [zmin

j , zmax
j ≡ zmin

j+1], òàê ÷òî ∆ =
⋃n

j=1 ∆j . Â ðåçóëüòàòå èìååì ñåòêó

Ωhj(z)[zmin, zmax]={zmin = zmin
1 , zmax

j = zmin
j + hj , j = 1, . . . , n− 1, (20)

zmax
n = zmin

n + hn = zmax},

ãäå zmin
j ≡ zmax

j−1 , j = 2, . . . , n òî÷êè ñåòêè, âåëè÷èíà øàãà hj = zmax
j − zmin

j çàäà¼òñÿ äëèíîé ýëåìåíòà ∆j .

Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêè, äëÿ êîòîðîé h1 = h2 = ... = hn1
,

hn1+1 = hn1+2 = ... = hn1+n2
, hn1+n2+1 = hn1+n2+2 = ... = hn1+n2+n3

, .... ò.å. èíòåðâàë ∆ = [zmin, zmax] ñíà÷àëà
ðàçáèâàåòñÿ íà nmesh ïîäûíòåðâàëîâ (â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîé äëèíû), êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçáèâàåòñÿ íà

ngrid(r0)=nr0 ïîäûíòåðâàëîâ ðàâíîé äëèíû.

A. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà

Íà êàæäîì ýëåìåíòå ∆j çàäà¼ì ðàâíîìåðíóþ ïîäñåòêó Ω
hj(z)
j [zmin

j , zmax
j ] = {z(j−1)p = zmin

j , z(j−1)p+r, r =

1, . . . , p− 1, zjp = zmax
j } ñ óçëîâûìè òî÷êàìè, zr ≡ z(j−1)p+r , îïðåäåë¼ííûìè ïî �îðìóëå

z(j−1)p+r = ((p− r)zmin
j + rzmax

j )/p, r = 0, . . . , p. (21)

Â êà÷åñòâå íàáîðà ëîêàëüíûõ �óíêöèé {Nl(z, z
min
j , zmax

j )}lmax

l=0 , lmax =
∑p

r=0 κ
max
r íà êàæäîì ýëåìåíòå z ∈

[zmin
j , zmax

j ] èñïîëüçóåì èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà (ÈÏÝ) {{ϕκ
r (z)}pr=0}

κmax
r −1

κ=0 , çàäàííûå â óçëàõ zr,
r = 0, . . . , p ñåòêè (21). Äëÿ êàæäîãî èç óçëîâ zr, çíà÷åíèÿ �óíêöèé ϕκ

r (z) è èõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà

(κmax
r − 1), ò.å. κ = 0, . . . , κmax

r − 1, ãäå κmax
r êðàòíîñòü óçëà zr, îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì [6℄

ϕκ
r (zr′) = δrr′δκ0,

dκ
′

ϕκ
r (z)

dzκ′

∣

∣

∣

∣

z=z
r′

= δrr′δκκ′ . (22)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÈÏÝ ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ âåñîâóþ �óíêöèþ

wr(z) =

p
∏

r′=0,r′ 6=r

(

z − zr′

zr − zr′

)κmax

r′

, wr(zr) = 1. (23)

Ïðîèçâîäíûå âåñîâîé �óíêöèè ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

dκwr(z)

dzκ
= wr(z)g

κ
r (z),

ãäå ìíîæèòåëü gκr (z) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

gκr (z) =
dgκ−1r (z)

dz
+ g1r(z)g

κ−1
r (z), (24)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

g0r(z) = 1, g1r(z) ≡
1

wr(z)

dwr(z)

dz
=

p
∑

r′=0,r′ 6=r

κmax
r′

z − zr′
.

ÈÏÝ ϕκ
r (z) èùåì â ñëåäóþùåì âèäå

ϕκ
r (z) = wr(z)

κmax
r −1
∑

κ′=0

aκ,κ
′

r (z − zr)
κ′

. (25)

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (25) ïî z â òî÷êå zr è âîñïîëüçîâàâøèñü (23), ïîëó÷àåì

dκ
′

ϕκ
r (z)

dzκ′

∣

∣

∣

∣

z=zr

=

κ′

∑

κ′′=0

κ′!

κ′′!(κ′ − κ′′)!
gκ

′−κ′′

r (zr)a
κ,κ′′

r κ′′!. (26)

Èç (26) äëÿ êîý��èöèåíòîâ aκ,κ
′

r ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

aκ,κ
′

r =





dκ
′

ϕκ
r (z)

dzκ′

∣

∣

∣

∣

z=zr

−
κ′−1
∑

κ′′=0

κ′!

κ′′!(κ′ − κ′′)!
gκ

′−κ′′

r (zr)a
κ,κ′′

r κ′′!



 /κ′!. (27)

Ñ ó÷¼òîì (22) èç (27), ïîëó÷àåì èñêîìûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ aκ,κ
′

r èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ýð-

ìèòà (25)

aκ,κ
′

r =















0, κ′ < κ,
1/κ′!, κ′ = κ,

−
κ′−1
∑

κ′′=κ

1
(κ′−κ′′)!g

κ′−κ′′

r (zr)a
κ,κ′′

r , κ′ > κ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü âñåõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà ϕκ
r (z) íå çàâèñèò îò κ è ðàâíà p′ =

∑p
r′=0 κ

max
r − 1. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëèíîìû Ýðìèòà ñ óçëàìè îäèíàêîâîé êðàòíîñòè κmax

r =
κmax, r = 0, . . . , p. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü ïîëèíîìîâ ðàâíà p′ = κmax(p + 1) − 1. Äëÿ òàêèõ ïîëèíîìîâ ââåä¼ì

ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Nκmaxr+κ(z, z
min
j , zmax

j ) = ϕκ
r (z), r = 0, . . . , p, κ = 0, . . . , κmax − 1. (28)

Òàêèå ÈÏÝ îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p′ = κmax(p+ 1)− 1 íà ýëåìåíòå z ∈ [zmin
j , zmax

j ]
ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà κmax − 1 â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ýëåìåíòà.
Ïðè κmax = 1 èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ñîâïàäàåò ñ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà,

êîòîðûé íå èìååò ïðîèçâîäíûõ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà z ∈ [zmin, zmax].
Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà è èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà ñ êðàòíîñòüþ óçëîâ

kmax = 2, 3 (è èõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî z) ïîêàçàíû íà �èñ. 1 � 3.

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ÈÏÝ Nκmaxp+κ(z, z
min
j , zmax

j ) è Nκ(z, z
min
j+1, z

max
j+1 ) (ïðè r = p è r = 0) èõ ïðîèçâîäíûõ äî

ïîðÿäêà κmax − 1 â òî÷êå zmax
j = zmin

j+1 ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ãðàíè÷íûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè êðàòíîñòüþ

κmax
îñòàëüíûõ ÈÏÝ íåçàâèñèìî îò äëèíû ýëåìåíòîâ [zmin

j , zmax
j ] è [zmin

j+1, z
max
j+1 ]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò

ïîñòðîèòü áàçèñ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà κmax − 1 íà

ëþáîì íàáîðå ∆ =
⋃n

j=1 ∆j = [zmin, zmax] ýëåìåíòîâ ∆j = [zmin
j , zmax

j ≡ zmin
j+1].

B. Ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ê àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å

Ïîñòðîèì äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ Φ(z) çàäà÷è (1)�(4), ðåäóöèðîâàííîé ê âàðèàöèîííîìó �óíê-

öèîíàëó (5), (6) íà êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêå,

Ωp

hj(z)
[zmin, zmax] = [z0 = zmin, zl, l = 1, . . . , np− 1, znp = zmax], (29)
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�èñ. 1: Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà äî ïÿòîãî ïîðÿäêà p′ = p = 1, 2, 3, 4, 5, κmax = 1, óçëû ïîëèíîìîâ

îòìå÷åíû âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

ñ óçëàìè zl = zjp = zmax
j ≡ zmin

j+1 íà ñåòêå Ωhj(z)[zmin, zmax], îïðåäåë¼ííîé â (20), è óçëîâûìè òî÷êàìè zl =

z(j−1)p+r, r = 0, . . . , p ïîäñåòîê Ω
hj(z)
j [zmin

j , zmax
j ], j = 1, . . . , n, èç óðàâíåíèÿ (21). �åøåíèå Φh(z) ≈ Φ(z) èùåì â

âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì Ng
µ(z) íà èíòåðâàëå z ∈ ∆ = [zmin, zmax]:

Φh
m(z) =

L−1
∑

µ=0

Φh
m;µN

g
µ(z), Φh

m(zl) = Φh
m;lκmax ,

dκΦh
m(z)

dzκ

∣

∣

∣

∣

∣

z=zl

= Φh
m;lκmax+κ, (30)

ãäå L = (pn+1)κmax
÷èñëî áàçèñíûõ �óíêöèé Ng

µ(z) è èñêîìûõ êîý��èöèåíòîâ Φh
µ (ìàòðèöû-ñòîëáöû ðàçìåð-

íîñòüþ N × 1), êîòîðûå ïðè µ = lκmax + κ åñòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ κ-ãî ïîðÿäêà �óíêöèè Φh(z) â êàæäîì

óçëå z = zk ñåòêè Ωp

hj(z)
[zmin, zmax], âêëþ÷àÿ çíà÷åíèå ñàìîé �óíêöèè Φh

m(z) ïðè κ = 0.

Áàçèñíûå �óíêöèè Ng
µ(z) ýòî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëèíîìû ïîðÿäêà p′ íà èíòåðâàëå z ∈ ∆ = [zmin, zmax].

Çíà÷åíèÿ �óíêöèè Ng
µ(z) ≡ Ng

lκmax+κ(z) è å¼ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà κmax− 1 ðàâíû íóëþ âî âñåõ óçëàõ ñåòêè

Ωp

hj(z)
, çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé κ-ãî ïîðÿäêà â óçëå zl ðàâíîãî åäèíèöå, ò.å.

dκNl′κmax+κ′ (z)

dzκ

∣

∣

∣

z=zl
=

δll′δκκ′
, l = 0, . . . , np, κ = 0, . . . , κmax − 1.

Äëÿ óçëîâ zl ñåòêè (29), êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè zmax
j ñåòêè (20), ò.å. ïðè l 6= jp, j = 1, . . . , n − 1,

ïîëèíîì Ng
µ(z) ïðè µ = (p(j − 1) + r)κmax + κ èìååò âèä:

Ng

(p(j−1)+r)κmax+κ
(z) =

{

Nκmaxr+κ(z, z
min
j , zmax

j ), z ∈ ∆j ;
0, z 6∈ ∆j ,

(31)

ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà Nκmaxr+κ(z, z
min
j , zmax

j ) íà ýëåìåíòå z ∈ ∆j è ðàâåí íó-

ëþ âíå åãî. Ïîñêîëüêó òî÷êè zmin
j è zmax

j åñòü íóëè êðàòíîñòè κmax
, òî òàêèå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè

è èõ ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà κmax − 1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà âñ¼ì èíòåðâàëå ∆.
Äëÿ óçëîâ zl ñåòêè (29), ñîâïàäàþùèõ ñ îäíîé èç òî÷åê zmax

j ñåòêè (20), ïðèíàäëåæàùåé äâóì ýëåìåíòàì ∆j

è ∆j+1, j = 1, . . . , n − 1, ò.å. ïðè l = jp, êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ Ng
pκmaxj+κ(z), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé

ïîðÿäêà κ â óçëå zl = zmax
j ðàâíà åäèíèöå, èìååò âèä:

Ng
pκmaxj+κ(z) =







Nκmaxp+κ(z, z
min
j , zmax

j ), z ∈ ∆j ;
Nκ(z, z

min
j+1, z

max
j+1 ), z ∈ ∆j+1;

0, z 6∈ ∆j ∪∆j+1.
(32)
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κmax = 2
p = 1
p′ = 3

κmax = 2
p = 2
p′ = 5

κmax = 2
p = 3
p′ = 7

�èñ. 2: Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà  óçëàìè êðàòíîñòè κmax = 2 (ñëåâà), èõ ïåðâûå (â öåíòðå) è âòîðûå

(ñïðàâà) ïðîèçâîäíûå ïðè zmin

j = 0 zmax

j = 6.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè ñòðîÿòñÿ êàê ñøèâêà äâóõ ïîëèíîìîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ

Nκmaxp+κ(z, z
min
j , zmax

j ), îïðåäåë¼í â îáëàñòè ∆j è çíà÷åíèå åãî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà κ â óçëå zl = zmax
j ðàâíî

åäèíèöå, à âòîðîé Nκ(z, z
min
j+1, z

max
j+1 ) � îïðåäåë¼í â îáëàñòè ∆j+1 è çíà÷åíèå åãî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà κ â óçëå

zl = zmax
j òàêæå ðàâíî åäèíèöå. Ýòè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè ñî âñåìè èõ ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà

κmax − 1 òàêæå íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå z ∈ ∆.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 4, 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå �óíêöèè Ng

µ(z) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëèíîìû
ïîðÿäêà p′ ñ ÈÏÝ ïðè ðàçëè÷íûõ κmax

è p íà ñåòêå (29) èç òð¼õ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ n = 3.
Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû áàçèñíûå �óíêöèè ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè ïåðâîãî p′ = 1, âòîðîãî p′ = 2 è ÷åòâ¼ðòîãî

p′ = 4 ïîðÿäêà: (κmax, p) = (1, 1), (κmax, p) = (1, 2), (κmax, p) = (1, 4). Âèäíî, ÷òî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, îòìå÷åííûõ âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè, áàçèñíûå �óíêöèè íåïðåðûâíû, à èçëîìû ïîêàçûâàþò, ÷òî

èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâû.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû áàçèñíûå �óíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà p′ = 3 ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (1, 3),
è ñ ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (2, 1). Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû áàçèñíûå �óíêöèè ïÿòîãî ïîðÿäêà p′ = 5 ñ

ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (1, 5), è ñ ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (2, 2) è (κmax, p) = (3, 1).
Âèäíî, ÷òî ýðìèòîâû ýëåìåíòû, â îòëè÷èå ëàãðàíæåâûõ, â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò

èçëîìîâ, ò.å. áàçèñíûå �óíêöèè è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû.

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîìåðà áàçèñíîé �óíêöèè µ íà κmax
ïîêàçûâàåò, �óíêöèÿ (åñëè µ êðàòíî κmax

) èëè

ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà κ (åñëè îñòàòîê ðàâåí κ) â îäíîì èç óçëîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå: äëÿ áà-

çèñíûõ �óíêöèé ñ ýðìèòîâû ýëåìåíòàìè ñ κmax = 2, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ â îäíîì èç óçëîâ ïðèíèìàþò

çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå, îòìå÷åíû íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè, à äëÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ñ ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè

ñ κmax = 3, ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ â îäíîì èç óçëîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå,
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κmax = 3
p = 1
p′ = 5

κmax = 3
p = 2
p′ = 8

�èñ. 3: Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà  óçëàìè êðàòíîñòè κmax = 3 (ñëåâà), èõ ïåðâûå (â öåíòðå) è âòîðûå

(ñïðàâà) ïðîèçâîäíûå ïðè zmin

j = 0 zmax

j = 6.

îòìå÷åíû ÷èñëàìè 1,4,7,10 è 2,5,8,11, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (30) â âàðèàöèîííûé �óíêöèîíàë (5), (6) ñâîäèò êðàåâóþ çàäà÷ó (1)�(4) ê îáîá-

ù¼ííîé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé E ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Φh =
{{Φh

νµ}Nν=0}L−1µ=0 :

(Ã− Eh B)Φh = 0. (33)

Çäåñü Ã = A(2) +A(1)+V+Mmin−Mmax
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ B ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè

è ìàññ ðàçìåðíîñòüþ NL× LN , ãäå L = κmax(np+ 1):

A
(2)
ν1,ν2;µ1+1,µ2+1 =

∑

(j,l1,l2)∈D

A
(2)j
ν1,ν2;l1,l2

, A
(2)j
ν1,ν2;l1,l2

=

zmax
j
∫

zmin
j

δν1ν2fA(z)
dNl1(z, z

min
j , zmax

j )

dz

dNl2(z, z
min
j , zmax

j )

dz
dz,

A
(1)
ν1,ν2;µ1+1,µ2+1 =

∑

(j,l1,l2)∈D

A
(1)j
ν1,ν2;l1,l2

, A
(1)j
ν1,ν2;l1,l2

=

zmax
j
∫

zmin
j

fA(z)Nl1(z, z
min
j , zmax

j )Qν1ν2(z)
dNl2(z, z

min
j , zmax

j )

dz
dz

−
zmax
j
∫

zmin
j

fA(z)
dNl1(z, z

min
j , zmax

j )

dz
Qν1ν2(z)Nl2(z, z

min
j , zmax

j )dz,

Vν1,ν2;µ1+1,µ2+1 =
∑

(j,l1,l2)∈D

V j
ν1,ν2;l1,l2

, V j
ν1,ν2;l1,l2

=

zmax
j
∫

zmin
j

fB(z)dzNl1(z, z
min
j , zmax

j )Vν1ν2(z)Nl2(z, z
min
j , zmax

j ),

Bν1,ν2;µ1+1,µ2+1 =
∑

(j,l1,l2)∈D

Bj
ν1,ν2;l1,l2

, Bj
ν1,ν2;l1,l2

=

zmax
j
∫

zmin
j

δν1ν2fB(z)Nl1(z, z
min
j , zmax

j )Nl2(z, z
min
j , zmax

j )dz, (34)

ãäå D = {j ∈ {1, ..., n}, l1 ∈ {0, ..., p′}, l2 ∈ {0, ..., p′}|µ1 = pκmax(j − 1) + l1, µ2 = pκmax(j − 1) + l2}.
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�èñ. 4: Áàçèñíûå �óíêöèè Ng
µ(z) ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè p′ = 1, 2, 4 ïåðâîãî (p′ = 1, µ = 0, 1, 2, 3), âòîðîãî (p′ = 2,

µ = 0, 1, ..., 6) è ÷åòâ¼ðòîãî (p′ = 4, µ = 0, 1, ..., 12) ïîðÿäêà: (κmax, p) = (1, 1), (κmax, p) = (1, 2), (κmax, p) = (1, 4), äëÿ n = 3
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàçäåë¼ííûõ íà ðèñóíêå âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

(κmax, p) = (1, 3) (κmax, p) = (2, 1)

�èñ. 5: Áàçèñíûå �óíêöèè Ng
µ(z) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëèíîìû òðåòüåãî ïîðÿäêà p′ = 3: ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåí-

òàìè (κmax, p) = (1, 3), è ñ ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (2, 1), äëÿ n = 3 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàçäåë¼ííûõ íà

ðèñóíêå âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

(κmax, p) = (1, 5) (κmax, p) = (2, 2) (κmax, p) = (3, 1)

�èñ. 6: Áàçèñíûå �óíêöèè Ng
µ(z) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëèíîìû ïÿòîãî ïîðÿäêà p′ = 5: ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè

(κmax, p) = (1, 5), è ñ ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè (κmax, p) = (2, 2) è (κmax, p) = (3, 1), äëÿ n = 3 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,

ðàçäåë¼ííûõ íà ðèñóíêå âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

Ìàòðèöû Mmax
è Mmin

ðàçìåðíîñòüþ NL×NL èìåþò òîëüêî ïî îäíîé íåíóëåâîé ïîäìàòðèöå ðàçìåðíîñòüþ

N ×N : Mmin
ν1,ν2;11 = fA(z

min)Rν1,ν2(z
min) è Mmax

ν1,ν2;L+1−κmax,L+1−κmax = fA(z
max)Rν1,ν2(z

max), ñîîòâåòñòâåííî.

1. Åñëè êîý��èöèåíòíûå fB(z), fA(z) è/èëè ïîòåíöèàëüíàÿ V (z) �óíêöèè óðàâíåíèÿ (1) çàäàíû â òàáëè÷-

íîé �îðìå, òî èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ èíòåðïîëÿöèþ ïî ÈÏÝ, ïðèìåíÿåì èíòåðïîëÿöèîííóþ êâàäðàòóðíóþ

�îðìóëó, íàïðèìåð, äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Vl1;l2(z
min, zmax) èç (34):

V j
l1;l2

=

p
∑

r=0

κmax−1
∑

κ=0

W j
l1;l2;κmaxr+κ(z

min
j , zmax

j )V (κ)(z(j−1)p+r),
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�èñ. 7: Ñòðóêòóðû ìàòðèö BL1L2
è AL1L2

ïðè V (z) = 0 è Q(z) = 0 äëÿ øåñòè (n = 6) ýëåìåíòîâ íà âñ¼ì èíòåðâàëå

(zmin, zmax) â çàâèñèìîñòè îò êðàòíîñòè óçëîâ κmax
è ÷èñëà ïîäûíòåðâàëîâ p äëÿ ñõåì ñåäüìîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè p′ = 7.

Ñëåâà íàïðàâî: (κmax, p) = (1, 7), (κmax, p) = (2, 3), (κmax, p) = (4, 1), ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ L × L, L = κmax(np + 1),
ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîé 43 × 43, 38 × 38, 28 × 28, ñ îáùèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ âíóòðè áëîêîâ (n(p2 + 2p) + 1)(κmax)2 =
379, 364, 304 è øèðèíîé ëåíòû 2(p′ + 1) − κmax = 15, 14, 12. Ïðè N > 1 êàæäûé áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó

ðàçìåðíîñòüþ N × N , ò.å. B è A åñòü ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ NL × NL ñ îáùèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ âíóòðè áëîêîâ

(n(p2 + 2p) + 1)(κmax)2N2
è øèðèíîé ëåíòû (2(p′ + 1)− κmax)N.

ãäå âåñîâàÿ �óíêöèÿ W j
l1;l2;l3

(zmin
j , zmax

j ) äà¼òñÿ èíòåãðàëîì îò ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ÈÏÝ:

W j
l1;l2;l3

(zmin
j , zmax

j ) =

∫ zmax
j

zmin
j

fB(z)Nl1(z, z
min
j , zmax

j )Nl2(z, z
min
j , zmax

j )Nl3(z, z
min
j , zmax

j )dz.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè V (z) â âèäå ïîëèíîìà ñòåïåíè ìåíüøåé,
÷åì p′. Èíà÷å, ýòî ðàçëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
äî ïîðÿäêà p′ + 1.
2. Åñëè èíòåãðàëû (34) íå âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, òî ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðû �àóññà [7℄ ñ p′+1 óçëàìè

íà ýëåìåíòå, îáåñïå÷èâàþùèå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè (35) äîñòèæèìûå â ÌÊÝ,

A
(2)j
ν1,ν2;l1,l2

=

p′

∑

g=0

δν1ν2wgfA(zg)
dNl1(z, z

min
j , zmax

j )

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=zg

dNl2(z, z
min
j , zmax

j )

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=zg

A
(1)j
ν1,ν2;l1,l2

=

p′

∑

g=0

wgfA(zg)Nl1(zg, z
min
j , zmax

j )Qν1ν2(zg)
dNl2(z, z

min
j , zmax

j )

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=zg

−
p′

∑

g=0

wgfA(zg)
dNl1(z, z

min
j , zmax

j )

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=zg

Qν1ν2(zg)Nl2(zg, z
min
j , zmax

j )

V j
ν1,ν2;l1,l2

=

p′

∑

g=0

wgfB(zg)NL1
(zg, z

min
j , zmax

j )V (zg)NL2
(zg, z

min
j , zmax

j ),

Bj
ν1,ν2;l1,l2

=

p′

∑

g=0

δν1ν2wgfB(zg)Nl1(zg, z
min
j , zmax

j )Nl2(zg, z
min
j , zmax

j )

ãäå zg = (p′ − g)zmin + gzmax
è wg, g = 0, p′ � ãàóññîâû óçëû è âåñà îðòîãîíàëüíîãî ïîëèíîìà ïîðÿäêà p′ + 1,

îïðåäåë¼ííîãî íà ýëåìåíòå z ∈ (zmin
j , zmax

j ).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò η ∈ [−1, 1] ñâÿçàííûõ ñ àáñîëþòíûìè êîîðäèíàòàìè z

êàê z = zmin
j +hj(1+η)/2, dz

dη
= hj/2, îáû÷íî ïðèìåíÿþò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè è ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

Φ̂(z) =

p
∑

r=0

κmax−1
∑

κ=0

Φ̂κmaxr+κNκmaxr+κ(η,−1, 1)
(

dz

dη

)κ

,

dΦ̂(z)

dz
=

p
∑

r=0

κmax−1
∑

κ=0

Φ̂κmaxr+κ

dNκmaxr+κ(η,−1, 1)
dη

(

dz

dη

)κ−1

.
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3. Ìàòðèöû Ãν1,ν2;l1,l2 , Bν1,ν2;l1,l2 è Vν1,ν2;l1,l2 � ñèììåòðè÷íûå, ðàçìåðíîñòüþ NL×NL, ãäå L = κmax(np+1).
Îíè ñîñòîÿò èç n ïîäìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ κmax(p + 1) × κmax(p + 1). Ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïîäìàòðèö � áëîêè

ðàçìåðíîñòüþ κmax × κmax
. Â ìàòðèöàõ BL1L2

è AL1L2
âíóòðè ýòèõ áëîêîâ åñòü íóëåâûå ýëåìåíòû, èõ íàëè÷èå

ñâÿçàíî ñ ñèììåòðèÿìè ÈÏÝ. Â ìàòðèöå VL1L2
â îáùåì ñëó÷àå âíóòðè ýòèõ áëîêîâ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ íåò.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî âñåõ ýòèõ áëîêàõ ìàòðèöû ðàâíî (n(p2 +2p)+ 1)(κmax)2 è øèðèíà ëåíòû ðàâíà 2(p′+
1)− κmax

. Ïðèìåðû ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 7.

4. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (34) ïðè ó÷¼òå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà (II) íå èçìåíÿþòñÿ. Äëÿ ó÷¼òà

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà (I) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmin
èç ìàòðèöû A âû÷¼ðêèâàþò ïåðâûå ñòðîêó è

ñòîëáåö, à äëÿ ó÷¼òà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà (I) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmax
èç ìàòðèöû A âû÷¼ðêèâàþò

ñòðîêó è ñòîëáåö ñ íîìåðîì L+1−κmax
. Äëÿ ó÷¼òà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà (III) â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmin

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Ãν1,ν2;11 äà¼òñÿ �îðìóëîé: Ãν1,ν2;1,1 → Ãν1,ν2;1,1 + fA(z
min)R(zmin), à äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà â ãðàíè÷íîé òî÷êå zmax
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Ãν1,ν2;L+1−κmax,L+1−κmax

äà¼òñÿ �îðìóëîé:

Ãν1,ν2;L+1−κmax,L+1−κmax → Ãν1,ν2;L+1−κmax,L+1−κmax − fA(z
max)R(zmax).

5. �åøåíèå îáîáù¼ííîé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (33) äëÿ íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé äî

∼ 1000 âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð Eigenvetors è Eigenvalues, âñòðîåííûõ â ïàêåò LinearAlgebra ñèñòåìû

Maple. Äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ∼ 1000÷ 1000000 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (33) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èòåðàöèé â

ïîäïðîñòðàíñòâå, ðåàëèçîâàííûé íà ÿçûêå Fortran ïðîãðàììîé SSPACE [7℄, êîòîðûé ý��åêòèâåí äëÿ çàäà÷ íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèé ñ ñèììåòðè÷íûìè ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè[9℄.

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ðàçíîñòè òî÷íîãî Φm(z) ∈ H2
2 è ÷èñëåííîãî Φh

m(z) ∈ Hκmax

ðåøåíèé ïî íîðìå H0
äàþò

ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïîðÿäêà 2p′ è p′ + 1, ñîîòâåòñòâåííî [2℄:

|Eh
m − Em| ≤ c1 h

2p′

,
∥

∥Φh
m(z)− Φm(z)

∥

∥

0
≤ c2h

p′+1, (35)

ãäå h = max1<j<n hj íàèáîëüøèé øàã ñåòêè.

Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ äåòàëüíî ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [4, 5℄

C. Ñõåìà ðåøåíèÿ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

�àññìîòðèì ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ðåøåíèÿ Φh ≡ ((χ(1))h, . . . , (χ(No))h)

GpΦh ≡ (Ap − EBp)Φh = MΦh, (36)

ïîëó÷àåìîé äèñêðåòèçàöèåé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè p′ âàðèàöèîííîãî �óíêöè-
îíàëà (5),(6), ñîîòâåòñòâóþùåãî êðàåâîé çàäà÷å (1), (4), àïïðîêñèìèðóþùåé ìíîãîêàíàëüíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ

ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè E. Çäåñü ìàòðèöû Ap = A(2) + A(1) + V è M = Mmax −Mmin
ðàçìåðíîñòüþ

NL × NL äàíû â (34). Ìàòðèöû Mmax
è Mmin

âîçíèêàþò èç-çà àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðåòüåãî

ðîäà íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ èíòåðâàëà z ∈ (zmin, zmax)

dΦh(z)

dz
= (G(z) +Q(z))Φh(z), z = zmin, z = zmax. (37)

ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöûM = {Ml′
1
,l′
2
}NL
l′
1
,l′
2
=1 ðàçìåðíîñòüþNL×NL ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ,

îáà èíäåêñà l′1 = (l1−1)N+ν1, l
′
2 = (l2−1)N+ν2 êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ëèáî èíòåðâàëó 1, ..., N ëèáî èíòåðâàëó

(L − κmaxN) + 1, ..., (L − κmaxN) + N , ãäå N � ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1) è L � ÷èñëî áàçèñíûõ �óíêöèé

Ng
µ(z) â ðàçëîæåíèè èñêîìîãî ðåøåíèÿ (30) íà èíòåðâàëå z ∈ ∆ = [zmin, zmax].
Çàäà÷ó (36) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå





Gp
aa G

p
ab 0

G
p
ba G

p
bb G

p
bc

0 G
p
cb Gp

cc









Φa

Φb

Φc



 =





−Gp
min 0 0

0 0 0

0 0 Gp
max









Φa

Φb

Φc



 . (38)

ÌàòðèöûG
p
bb ðàçìåðíîñòüþ (L−2N)×(L−2N),Gp

ba èG
p
bc ðàçìåðíîñòüþ (L−2N)×N ,G

p
ab èG

p
cb ðàçìåðíîñòüþ

N × (L− 2N) ,Gp
aa, G

p
cc, ðàçìåðíîñòüþ N ×N îïðåäåëÿþòñÿ èç êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè è ñ÷èòàþòñÿ

èçâåñòíûìè. Íàëè÷èå íóëåâûõ ïîäìàòðèö ñâÿçàíî ñ ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû Gp
èç (38).

ÌàòðèöûGmin èGmax ðàçìåðíîñòüþ N×N , à òàêæå Φa è Φc ðàçìåðíîñòüþ N×1, çàäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè-
ìè ðàçëîæåíèÿìè è áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå, ìàòðèöàΦb ðàçìåðíîñòüþ (L−2N)×1 ïîëó÷àåòñÿ âû÷¼ðêèâàíèåì
èç ìàòðèöû ðåøåíèé ïîäìàòðèö Φa è Φc.
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Çàïèøåì çàäà÷ó (38) â ÿâíîì âèäå

Gp
aaΦa +G

p
abΦb = −Gp

minΦa,

G
p
baΦa +G

p
bbΦb +G

p
bcΦc = 0, (39)

G
p
cbΦb +Gp

ccΦc = Gp
maxΦc.

Èñêëþ÷èì Φb. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (38) ñëåäóåò ÿâíîå âûðàæåíèå

Φb = −(Gp
bb)
−1G

p
baΦa − (Gp

bb)
−1G

p
bcΦc, (40)

îäíàêî îíî òðåáóåò îáðàùåíèÿ ìàòðèöû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè G
p
bb. ×òîáû åãî èçáåæàòü, ðàññìîòðèì âñïîìî-

ãàòåëüíûå çàäà÷è

G
p
bbF ba = G

p
ba, G

p
bbF bc = G

p
bc. (41)

Ïîñêîëüêó G
p
bb � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, êàæäàÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé (41) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

F ba = (Gp
bb)
−1G

p
ba, F bc = (Gp

bb)
−1G

p
bc. (42)

Òîãäà, äëÿ �óíêöèè Φb ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

Φb = −F baΦa − F bcΦc, (43)

è çàäà÷à (39) ïðèíèìàåò âèä

Gp
aaΦa −G

p
abF baΦa −G

p
abF bcΦc = −Gp

minΦa,

−Gp
cbF baΦa −G

p
cbF bcΦc +Gp

ccΦc = Gp
maxΦc.

Òàêèì îáðàçîì àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à (38) ñ ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòüþ L × L ñâåäåíà ê äâóì àëãåáðàè÷åñêèì

çàäà÷àì ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòüþ N ×N

Yp
aaΦa +Yp

acΦc = −Gp
minΦa, (44)

Yp
caΦa +Yp

ccΦc = Gp
maxΦc.

ãäå Y
p
∗∗ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ F ba è F bc çàäà÷ (41)

Yp
aa = Gp

aa −G
p
abF ba, Yp

ac = −Gp
abF bc, (45)

Yp
ca = −Gp

cbF ba, Yp
cc = Gp

cc −G
p
cbF bc.

�àññìîòðèì ðåøåíèå (10) äëÿ âîëíû ïàäàþùåé ñëåâà íàïðàâî

Φ→(z → ±∞) =

{

X
(→)
max(z)T→ +X

(c)
max(z)Tc

→, z > 0,

X
(→)
min (z) +X

(←)
min (z)R→ +X

(c)
min(z)R

c
→, z < 0

(46)

è ðåøåíèå (11) äëÿ âîëíû ïàäàþùåé ñïðàâà íàëåâî

Φ←(z → ±∞) =

{

X
(←)
max(z) +X

(→)
max(z)R← +X

(c)
max(z)Rc

←, z > 0,

X
(←)
min (z)T← +X

(c)
min(z)T

c
←, z < 0.

(47)

Çäåñü Φ→(z → ±∞) è Φ←(z → ±∞) ìàòðèöû-ðåøåíèÿ ðàçìåðíîñòüþ 1 × NL
o è 1 × NR

o , èíûìè ñëîâàìè,

ñîîòâåòñòâåííî, èìååòñÿ NL
o ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíó, ïàäàþùóþ ñëåâà íàïðàâî è

NR
o ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíó, ïàäàþùóþ ñïðàâà íàëåâî. Ìàòðèöû X

(→)
min (z), X

(←)
min (z)

ðàçìåðíîñòüþ 1 × NL
o è ìàòðèöû X

(→)
max(z), X

(←)
max(z) ðàçìåðíîñòüþ 1 × NR

o � �óíäàìåíòàëüíûå àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ èíòåðâàëà, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå âîëíû â íàïðàâëåíèè óêàçàííîì

ñòðåëêîé. Ìàòðèöû X
(c)
min(z) ðàçìåðíîñòüþ 1× (N −NL

o ) è X
(→)
max(z) ðàçìåðíîñòüþ 1× (N −NR

o ) �óíäàìåíòàëü-
íûå àñèìïòîòè÷åñêè óáûâàþùèå ðåøåíèÿ íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ èíòåðâàëà. Ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö åñòü

ìàòðèöû-ñòîëáöû ðàçìåðíîñòüþ N × 1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû àìïëèòóä îòðàæåíèÿ R→ è R← � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ NL

o ×NL
o

è NR
o ×NR

o , à ìàòðèöû àìïëèòóä ïðîõîæäåíèÿ T→, T← � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ NR
o ×NL

o è
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NL
o ×NR

o . Âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû Rc
→, T

c
→, R

c
← è Tc

← � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ (N −NL
o )×

NL
o , (N −NR

o )×NL
o , (N −NR

o )×NR
o è (N −NL

o )×NR
o .

Òîãäà êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà ïðèíèìàþò âèä

(Φa)ioiLo = X
(→)

ioiLo
(zmin) +

NL
o
∑

i′o=1

X
(←)
ioi′o

(zmin)R
(→)

i′oi
L
o
+

N−NL
o

∑

i′c=1

X
(c)
ioi′c

(zmin)R
(c→)

i′ci
L
o
,

(Φc)ioiLo =

NR
o
∑

i′o=1

X
(←)
ioi′o

(zmax)T
(→)

i′oi
L
o
+

N−NR
o

∑

i′c=1

X
(c)
ioi′c

(zmax)T
(c→)

i′ci
L
o

,

(Φa)ioiRo =

NL
o
∑

i′o=1

X
(→)
ioi′o

(zmin)T
(←)

i′oi
R
o
+

N−NL
o

∑

i′c=1

X
(c)
ioi′c

(zmin)T
(c←)

i′ci
R
o

, (48)

(Φc)ioiRo = X
(←)

ioiRo
(zmax) +

NR
o
∑

i′o=1

X
(→)
ioi′o

(zmax)R
(←)

i′oi
R
o
+

N−NR
o

∑

i′c=1

X
(c)
ioi′c

(zmax)R
(c←)

i′ci
R
o
,

ãäå X(→)(z) ≡ X(+)(z), X(←)(z) ≡ X(−)(z) ìàòðèöû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è ïðè z ≤ zmin

è/èëè z ≥ zmax
çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (12)�(13). Äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (44) èìååì

(Gp
minΦa)ioiLo = X ′

(→)
ioiLo

(zmin) +

NL
o
∑

i′o=1

X ′
(←)
ioi′o

(zmin)R
(→)
i′oi

L
o
+

N−NL
o

∑

i′c=1

X ′
(c)
ioi′c

(zmin)R
(c→)
i′ci

L
o
,

(Gp
maxΦc)ioiLo =

NR
o
∑

i′o=1

X ′
(←)
ioi′o

(zmax)T
(→)
i′oi

L
o
+

N−NR
o

∑

i′c=1

X ′
(c)
ioi′c

(zmax)T
(c→)
i′ci

L
o

,

(Gp
minΦa)ioiRo =

NL
o
∑

i′o=1

X ′
(→)
ioi′o

(zmin)T
(←)
i′oi

R
o
+

N−NL
o

∑

i′c=1

X ′
(c)
ioi′c

(zmin)T
(c←)
i′ci

R
o

, (49)

(Gp
maxΦc)ioiRo = X ′

(←)
ioiRo

(zmax) +

NR
o
∑

i′o=1

X ′
(→)
ioi′o

(zmax)R
(←)
i′oi

R
o
+

N−NR
o

∑

i′c=1

X ′
(c)
ioi′c

(zmax)R
(c←)
i′ci

R
o
.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà èç (48) è (49) â (44) ïîëó÷èì ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî R
(→)

i′oi
L
o
,

T
(→)

i′oi
L
o
, R

(←)

i′oi
R
o
, T

(←)

i′oi
R
o
, R

(c→)

i′ci
L
o
, T

(c→)

i′ci
L
o
, R

(c←)

i′ci
R
o
, T

(c←)

i′ci
R
o
, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïîëóîñè ñ óñëîâèÿìè âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà íà îäíîé èç ãðàíèö ïîëóîñè zmin

èëè zmax
, íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè âìåñòî R è T áóäóò ìàòðèöû Φa èëè Φc, à ñ óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà

ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Φa = 0 èëè Φc = 0, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ.

D. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñâÿçàííûõ è

ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé

Äëÿ ðàñ÷¼òà êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé �óíêöèè ìåòàñòàáèëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ðåøàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à (33) äëÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðû íåèçâåñòíûõ u = {λh,Φh}:
{ (

Ã− λhB
)

Φh = 0, λ = 2Eh,
(

Φh,BΦh
)

− 1 = 0.
(50)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîãî àíàëîãà ìåòîäà Íüþòîíà â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ u = {λh
∗ ,Φ

h
∗} îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íûõ u(t) = {Φ(t), λ(t)}, 0 ≤ t <∞ èìååò âèä

{ (

Ã− λB
)

dΦ
dt
− dλ

dt
BΦ = −

(

Ã− λB
)

Φ,

2
(

dΦ
dt

,BΦ
)

= 1− (Φ,BΦ) ,
(51)
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ãäå λ(0) è Φ(0) èçâåñòíûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è ñîáñòâåííîé �óíêöèè. Èñïîëüçóÿ

äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ

dΦ

dt

∣

∣

∣

tk
≈ Φk+1 −Φk

τk
= vk ,

dλ

dt

∣

∣

∣

tk
≈ λk+1 − λk

τk
= µk, (52)

äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (51) íà ñåòêå tk+1 = tk+ τk îòíîñèòåëüíî ïàðû íåèçâåñòíûõ µk vk ïðèíèìàåò âèä

{ (

Ã− λkB
)

vk − µkBΦk = −rk,
2 (vk,BΦk) = 1− (Φk,BΦk) ,

(53)

ãäå λ0 = λ(0) è Φ0 = Φ(0) èçâåñòíûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà,

à âåëè÷èíà rk è èòåðàöèîííàÿ ïîïðàâêà vk äàþòñÿ �îðìóëàìè

rk =
(

Ã− λkB
)

Φk, vk = −Φk + µkΘk. (54)

Èòåðàöèîííûå ïîïðàâêè Θk è µk ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó Φk è ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk âû÷èñëÿþòñÿ

ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è

{ (

Ã− λkB
)

Θk = BΦk,

2µk (Θk,BΦk) = 1 + (Φk,BΦk) ,
(55)

ïðè ýòîì èòåðàöèîííàÿ ïîïðàâêà µk âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

µk =
1 + (Φk,BΦk)

2 (Θk,BΦk)
. (56)

Ýòà îïöèÿ â ïðîãðàììå ðåàëèçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ ïðè çíà÷åíèè êëþ÷à muk=1. Ïåðåõîä îò Φk, λk íà k-òîì
øàãå ê Φk+1, λk+1 íà k + 1-âîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

{

Φk+1 = Φk + τkvk = (1− τk)Φk + τkµkΘk,
λk+1 = λk + τkµk.

(57)

Âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî øàãà τk. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τk èñ-

ïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû rk+1 äëÿ íà k + 1-âîì øàãå

rk+1 =
(

Ã− λk+1B
)

Φk+1 =
(

Ã− (λk + τkµk)B
)

((1 − τk)Φk + τkµkΘk) = (1− τk)rk − τ2kµkBvk. (58)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ íåâÿçêè ‖rk+1‖2 ïðèíèìàåò âèä

‖rk+1‖2 = (1 − τk)
2‖rk‖2 − 2(1− τk)τ

2
kµk(rk,Bvk) + τ4kµ

2
k‖Bvk‖2. (59)

Îáîçíà÷àåì f(τk) = ‖rk+1‖2, è ðàññìîòðèì åå ïðîèçâîäíóþ

f ′(τk) = 2(τk − 1)‖rk‖2 − 2(2τk − 3τ2k )µk(rk,Bvk) + 4τ3kµ
2
k‖Bvk‖2

= 4µ2
k‖Bvk‖2 τ3k + 6µk(rk,Bvk) τ

2
k + 2

[

‖rk‖2 − 2µk(rk,Bvk)
]

τk − 2‖rk‖2. (60)

Âèäíî, ÷òî f ′(0) = −2‖rk‖2 < 0 è f ′(2) = 2f(2) > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f(τk) èìååò õîòÿ áû

îäèí ìèíèìóì íà èíòåðâàëå (0,2), ò.å., ìîæíî íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τk = τ∗k ,
âû÷èñëÿÿ êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ f ′(τ∗k ) = 0. Åñëè ýòî óðàâíåíèå èìååò 3 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, òî ñëåäóåò
âûáðàòü êîðåíü áëèçêèé ê 1. Îïöèÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî øàãà τk â ïðîãðàììå ðåàëèçóåòñÿ ïðè çíà÷åíèè êëþ÷à
mukopt=1. Ïî óìîë÷àíèþ â ïðîãðàììå ïðèíÿòî çíà÷åíèå τk = 1 ïðè çíà÷åíèè êëþ÷à mukopt=0.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (55)�(57) çàâåðøàåòñÿ ïðè óñëîâèè ‖rk+1‖2 ≤ ǫ, ãäå 0 < ǫ ≪ 1 çàäàííàÿ òî÷íîñòü

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü Ã, λ, Φ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà µk, vk, rk áóäóò êîìïëåêñíûå è íåâÿçêà îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

‖rk+1‖2 = ((1− τk)r
∗
k − τ2kµ

∗
kBv∗k)((1− τk)rk − τ2kµkBvk)

= (1 − τk)
2‖rk‖2 − 2(1− τk)τ

2
kℜ(r∗k, µkBvk)1 + τ4k‖µkBvk‖2, (61)
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ãäå ‖a‖2 = (a†, a)1, è (a,b)1 = a†b.

Èòåðàöèîííûå ïîïðàâêè Θk è µk ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó Φk è ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk òàêæå ìîãóò

âû÷èñëÿòüñÿ ðåøåíèåì âìåñòî (53) ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è:







(

Ã− λkB
)

Θk = BΦk,

(Φk,BΦk)µk =
(

Φk,
(

Ã− λkB
)

Φk

)

,
(62)

ïðè ýòîì èòåðàöèîííàÿ ïîïðàâêà µk âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

(Φk,BΦk) = 1, µk =

(

Φk,
(

Ã− λkB
)

Φk

)

(Φk,BΦk)
=

(Φk, rk)

(Φk,BΦk)
= (Φk, rk) . (63)

Ýòà îïöèÿ â ïðîãðàììå ðåàëèçóåòñÿ ïðè çíà÷åíèè êëþ÷à muk=0. Ïåðåõîä îò Φk, λk íà k-òîì øàãå ê Φk+1,
λk+1 íà k + 1-âîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

{

Φ̃k+1 = Φk + τkvk = (1− τk)Φk + τkµkΘk, Φk+1 =
Φ̃k+1√

(Φ̃k+1,BΦ̃k+1)
,

λk+1 = λk + τkµk,
(64)

à èòåðàöèîííûé øàã τk âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå [8℄

τk =
‖rk‖2

‖rk‖2 + ‖r̃k+1‖2
≤ 1, (65)

ãäå

r̃k+1 =
(

Ã− λk+1B
)

Φk+1, (66)

è Φk+1, λk+1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (64) ïðè τk = 1. Îïöèÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî øàãà τk â ïðîãðàììå

ðåàëèçóåòñÿ ïðè çíà÷åíèè êëþ÷àmukopt=1. Ïî óìîë÷àíèþ â ïðîãðàììå ïðèíÿòî çíà÷åíèå τk = 1 ïðè çíà÷åíèè
êëþ÷à mukopt=0.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (62)�(65), â êîòîðîì µk âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (63), çàâåðøàåòñÿ, èñïîëüçóÿ (66)

ïðè óñëîâèè ‖rk+1‖2 ≤ ǫ, ãäå 0 < ǫ≪ 1 çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

[1℄ www.maplesoft.om

[2℄ �. Ñòðåíã, �. Ôèêñ, Òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìèð Ì. (1977).

[3℄ A.A. Gusev, S.I. Vinitsky, O. Chuluunbaatar, V.P. Gerdt, V.A. Rostovtsev, Symboli-numerial algorithms to solve the

quantum tunneling problem for a oupled pair of ions, Leture Notes in Computer Siene 6885, pp. 175-191 (2011).

[4℄ A.A. Gusev, O. Chuluunbaatar, S.I. Vinitsky, V.L. Derbov, A. Gozdz, L.L. Hai, V.A. Rostovtsev, Symboli-numerial

solution of boundary-value problems with self-adjoint seond-order di�erential equation using the �nite element method with

interpolation Hermite polynomials, Leture Notes in Computer Siene 8660, pp. 138-154 (2014).

[5℄ A.A. Gusev, L.L. Hai, O. Chuluunbaatar, V. Ulziibayar, S.I. Vinitsky, V.L. Derbov, A. Gozdz, and V.A. Rostovtsev,

Symboli-numeri solution of boundary-value problems for the Shrodinger equation using the �nite element method:

sattering problem and resonane states, Leture Notes in Computer Siene 9301, pp. 182-197 (2015).

[6℄ È.Ñ. Áåðåçèí, Í.Ï. Æèäêîâ, Ìåòîäû âû÷èñëåíèé, Òîì 1, Ì. ÔÌË (1962).

[7℄ Bathe, K.J.: Finite Element Proedures in Engineering Analysis, Englewood Cli�s, Prentie Hall, New York (1982).

[8℄ Åðìàêîâ Â. Â., Êàëèòêèí Í. Í.Îïòèìàëüíûé øàã è ðåãóëÿðèçàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà. Æóðíàë Âû÷èñëèòåëüíîé Ìà-

òåìàòèêè È Ìàòåìàòè÷åñêîé Ôèçèêè Òîì 21 , Ìàðò 1981 Àïðåëü � 2 (1981), 491�497.

[9℄ http://wwwinfo.jinr.ru/programs/jinrlib/kantbp/index.html
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IV. ÂÕÎÄÍÛÅ È ÂÛÕÎÄÍÛÅ ÄÀÍÍÛÅ

Àðõèâ ñ ïðîãðàììîé ñîäåðæèò

�àéë �kantbp4m.mwt� ñ ïðîöåäóðîé hermites() äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ èç ïàðàãðà�à I,

�àéëû  ïðèìåðàìè �examplexx.txt�.

Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììà ãåíåðèðóåò ðàáî÷èå è âûõîäíûå �àéëû, íàïðèìåð,

�hermites.dat� ñîäåðæèò èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà,

�inta.dat� ñîäåðæèò èíòåãðàëû ìåæäó èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè Ýðìèòà è/èëè èõ ïðîèçâîäíûìè,

èç êîòîðûõ �îðìèðóþòñÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññ,

�wfunts**.dat� ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè ðåøàåìîé çàäà÷è.

Îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. read �kantbp4m.mwt�; èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû;

2. ... (ïåðå÷åíü âõîäíûõ äàííûõ); âõîäíûå äàííûå;

3. hermites(); çàïóñê ïðîöåäóðû;

4. (âûõîäíûå äàííûå); âûõîäíûå äàííûå

ïðè ïîâòîðíîì çàïóñêå ïîâòîðÿþòñÿ øàãè 2�4.

A. Ïåðå÷åíü âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàííûõ

keypot (ïî óìîë÷àíèþ 1)

0 � àïïðîêñèìàöèÿ íåêîòîðîé �óíêöèè ïî èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìàì Ýðìèòà,

1 � ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (âû÷èñëåíèå íàáîðà ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé),

2 � ðåøåíèå ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ,

3 � ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà,

4 � âû÷èñëÿþòñÿ è çàïèñûâàþòñÿ â �àéëû �afem.dat� è �bfem.dat� ìàòðèöû A è B èç (33)�(34).

z íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

INPUT:

�lenameh, �lenamew, �lenamea, �lenamei (ïî óìîë÷àíèþ �hermites.dat�, �wfunts*.dat�, �abfem.dat� è

�inta.dat�, ñîîòâåòñòâåííî) �àéëû, â êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå è �èíàëüíûå ðåçóëüòàòû (ñì.

íèæå), ãäå * îçíà÷àåò çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà çàïóñêîâ nexe.

nexe ñ÷¼ò÷èê çàïóñêîâ (ïî óìîë÷àíèþ ïðè ïåðâîì çàïóñêå 1, äàëåå óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1) * â íàçâàíèè

�àéëà �wfunts*.dat� ïðèíèìàåò çíà÷åíèé ðàâíîå nexe.

zpoints (ïðè keypot=0)

ñîäåðæèò ñïèñîê óçëîâ â êîòîðûõ çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ, è

çàäà¼òñÿ â âèäå: zpoints:=[z1,z2,...,zn℄.

fpoints (ïðè keypot=0)

ñïèñîê ñîäåðæàùèé çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè è ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ èç ñïèñêà zpoints çà-

äà¼òñÿ â âèäå: fpoints:=[[f(z1),f
′(z1),...,f

(κ1)(z1)℄,[f(z2),...,f
(κ2)(z2)℄,...,[f(zn),...,f

(κn)(zn)℄℄.

psubint (ïî óìîë÷àíèþ 3)

êîëè÷åñòâî ïîäûíòåðâàëîâ p íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå (21), ò.å. ÷èñëî óçëîâ ðàâíî psubint+1.

kappamax (ïî óìîë÷àíèþ 2)

êðàòíîñòü óçëîâ.

intprep (ïî óìîë÷àíèþ 1)

0 � èíòåãðàëû A, B è V , èç êîòîðûõ �îðìèðóþòñÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññ ÷èòàþòñÿ èç �àéëà �lenamei.

Èñïîëüçóåòñÿ, åñëè ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü ñ òåìè æå psubint and kappamax.

1 � èíòåãðàëû A, B è V âû÷èñëÿþòñÿ è ïèøóòñÿ â �àéë �lenamei.
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femmatal (ïî óìîë÷àíèþ 0)

-1 � ìàòðèöû æåñòêîñòè (AFEM) è ìàññ (BFEM) áåç ó÷¼òà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÷èòàþòñÿ èç �àéëà

�lenamea.

0 � ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññ âû÷èñëÿþòñÿ, íî íå çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamea.

1 � ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññ âû÷èñëÿþòñÿ è ïèøóòñÿ â �àéë �lenamea, ïîñëå ÷åãî femmatal ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå -1.

grid11(r0), r0=0,1,...,psubint, grid11(0):=-1, grid11(psubint):=1

ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ íà èíòåðâàëå [-1,1℄ (ïî óìîë÷àíèþ ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ ðàâíîìåðíîå).

eqs (ïî óìîë÷àíèþ 0)

1,2,3,..., êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé N â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)

0 ñëó÷àé îäíîãî óðàâíåíèÿ N = 1, ïðè ýòîì èíäåêñû ó vpot, RBoundL, RBoundR îïóñêàþòñÿ.

nmesh (ïî óìîë÷àíèþ 0)

1,2,3,..., êîëè÷åñòâî ïîäûíòåðâàëîâ íà âñåé îáëàñòè z ∈ [zmin, zmax], êîòîðûå äåëÿòñÿ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû
îäíîé äëèíû

0 èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà âñåé îáëàñòè z ∈ [zmin, zmax].

zmin, zmax (ïðè nmesh=0)

ãðàíèöû zmin
è zmax

èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.

zmesh(r0), r0=0,1,. . . ,nmesh, (ïðè nmesh=1,2,3,. . . )

ãðàíè÷íûå òî÷êè nmesh ïîäèíòåðâàëîâ

ngrid êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà èíòåðâàëå [zmin, zmax℄. Ïðè nmesh=1,2,. . . çàäà¼òñÿ â âèäå ìàñ-

ñèâà ngrid(1), . . . , ngrid(nmesh) ýëåìåíòû êîòîðîãî îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîì

èç ïîäèíòåðâàëîâ [zmesh(r0-1), zmesh(r0)℄, r0=1,. . . ,nmesh,

vpot ýëåìåíòû ìàòðèöû ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ çàäà÷è Vij èç óðàâíåíèÿ (1). Çàäàþòñÿ â âèäå:

vpot=. . . ïðè nmesh=0 è eq=0

vpot(i0)= . . . ; i0=1..nmesh; ïðè nmesh=1,2,. . . è eq=0

vpot(i1,i2)= . . . ; i1,i2=1. . . eq; ïðè nmesh=0 è eq=1,2,. . .

vpot(i1,i2,i0)= . . . ; i1,i2=1. . . eq; i0=1. . . nmesh; ïðè nmesh=1,2,. . . è eq=1,2,. . . .

Qap (ïðè eqs=1,2,3,. . . , ïî óìîë÷àíèþ 0)

Íàëè÷èå ìàòðèöû ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ Qij (1-äà, 0 - íåò).

qpot (ïðè Qap=1)

ýëåìåíòû ìàòðèöû ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ çàäà÷è Qij èç óðàâíåíèÿ (1). Çàäàþòñÿ â âèäå:

qpot(i1,i2)= . . . ; i1,i2=1. . . eq; ïðè nmesh=0 è eq=1,2,. . .

qpot(i1,i2,i0)= . . . ; i1,i2=1. . . eq; i0=1. . . nmesh; ïðè nmesh=1,2,. . . è eq=1,2,. . . .

FFA (ïî óìîë÷àíèþ 1)

�óíêöèÿ fA(z) èç óðàâíåíèÿ (1). Ïðè nmesh=1,2,. . . è FFAD=-1 çàäà¼òñÿ â âèäå ìàññèâà

FFA(1),. . . ,FFA(nmesh).

FFB (ïî óìîë÷àíèþ 1)

�óíêöèÿ fB(z) èç óðàâíåíèÿ (1). Ïðè nmesh=1,2,. . . è FFBD=-1 çàäà¼òñÿ â âèäå ìàññèâà

FFB(1),. . . ,FFB(nmesh).

FFAD (ïî óìîë÷àíèþ 0, åñëè fA(z) � îäíî÷ëåí îò ïåðåìåííîé z, èíà÷å 1)
0 � èíòåãðàëû A âû÷èñëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ FFA,

± 1 � èíòåãðàëû A èç (33)�(34) âû÷èñëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ FFA ïî èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíî-

ìàì Ýðìèòà, FFAD< 0 ïðåäïîëàãàåò êóñî÷íóþ íåïðåðûâíîñòü fA(z).

FFBD (ïî óìîë÷àíèþ 0, åñëè fB(z) � îäíî÷ëåí îò ïåðåìåííîé z, èíà÷å 1)
0 � èíòåãðàëû B, V è Q èç (33)�(34) âû÷èñëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ FFB

± 1 � èíòåãðàëû B, V è Q âû÷èñëÿþòñÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ FFB è FFB*vpot ïî èíòåðïîëÿöèîííûì

ïîëèíîìàì Ýðìèòà, FFBD< 0 ïðåäïîëàãàåò êóñî÷íóþ íåïðåðûâíîñòü fB(z).
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DirL, DirR (ïî óìîë÷àíèþ 2 ïðè keypot=1 èëè 3 è 0 ïðè keypot=2)

ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ëåâîé è ïðàâîé ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà:

1 � óñëîâèå Äèðèõëå (2),

2 � óñëîâèå Íåéìàíà (3),

3 � óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà (4),

0 � óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà (4), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (10), (11) ìíîãîêà-

íàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

RBoundL, RBoundR (çàäà¼òñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè DirL=3 è DirR=3, ñîîòâåòñòâåííî, ïî óìîë÷àíèþ 0)

îòíîøåíèå R(z) ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ ñì. �îðìóëó (4). Ïðè keypot=3 ìîãóò ÿâíî çàâèñåòü

îò �îðìàëüíîãî ïàðàìåòðà EEh, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ Eh. Ïðè eqs=1,2,. . . , çàäàþòñÿ â âèäå

ìàòðèö ðàçìåðíîñòüþ eqs × eqs: RBoundL(l1,l2), RBoundR(l1,l2).

asymexp (ïðè keypot=2, ïî óìîë÷àíèþ 0)

0 � àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äàþòñÿ �îðìóëàìè (12) è (13),

1 � àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì.

Lp2OC(l1) (ïðè keypot=2, DirL=0, îäíîìåðíûé ìàññèâ äëèíîé max(1,eqs), çàäà¼òñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè

asymexp=1)

êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà ptl1 ïðè z ≤ zmin
(ñì. �îðìóëó (12)), åñëè > 0, òî êàíàë l1 îòêðûò, åñëè ≤ 0, òî

êàíàë l1 çàêðûò.

Rp2OC(l1) (ïðè keypot=2, DirR=0, îäíîìåðíûé ìàññèâ äëèíîé max(1,eqs), çàäà¼òñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè

asymexp=1)

êâàäðàò âîëíîâîãî ÷èñëà (ptl1) ïðè z ≥ zmax
(ñì. �îðìóëó (12)), åñëè > 0, òî êàíàë l1 îòêðûò, åñëè ≤ 0, òî

êàíàë l1 çàêðûò.

LBoundLR(l1,l2), LBoundRL(l1,l2), LBoundC(l1,l2) (ïðè keypot=2, DirL=0, ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ

max(1,eqs) × max(1,eqs), â êîòîðîé ïåðâûé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð êàíàëà, à âòîðîé � íîìåð êîìïî-

íåíòû ðåøåíèÿ, çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè asymexp=1)

àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðè z ≤ zmin
, îïèñûâàþùèå âîëíû, ïàäàþùèå ñëåâà íàïðàâî, ïàäàþùèå ñïðàâà

íàëåâî è óáûâàþùèå ðåøåíèÿ äëÿ çàêðûòîãî êàíàëà, ñîîòâåòñòâåííî (ñì. �îðìóëû (12) è (13)).

DLBoundLR(l1,l2), DLBoundRL(l1,l2), DLBoundC(l1,l2) (ïðè keypot=2, DirL=0, ìàòðèöû ðàçìåðíî-

ñòüþ max(1,eqs) × max(1,eqs), çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè asymexp=1)

ïðîèçâîäíûå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé LBoundLR(l1,l2), LBoundRL(l1,l2), LBoundC(l1,l2) (ñì. �îðìóëû

(12) è (13)).

RBoundLR(l1,l2), RBoundRL(l1,l2), RBoundC(l1,l2), DRBoundLR(l1,l2), DRBoundRL(l1,l2),

DRBoundC(l1,l2) (ïðè keypot=2, DirR=0, çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ïðè asymexp=1)

òî æå, ÷òî è LBoundLR(l1,l2), LBoundRL(l1,l2), LBoundC(l1,l2), DLBoundLR (l1,l2), DLBoundRL(l1,l2),

DLBoundC(l1,l2) òîëüêî ïðè z ≥ zmax
(ñì. �îðìóëû (12) è (13)).

numberf ( ïðè keypot=1 ïî óìîë÷àíèþ 5)

êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

grprint (ïî óìîë÷àíèþ 1)

âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (1-äà, 0 - íåò, -1 (ïðè keypot=1 èëè 2) âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè S - ìàòðèöà, 2 (ïðè keypot=3) âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêè �óíêöèé íà êàæäîé

èòåðàöèè).

Eh (ïðè keypot=2 èëè 3)

�èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ïðè keypot=2) èëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ äëÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (ïðè keypot=3).

Phink (ïðè keypot=3)

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ñîáñòâåííîé �óíêöèè, ïðè eqs=1,2,. . . çàäà¼òñÿ â âèäå ìàññèâà

Phink(1),. . . ,Phink(eqs).

itermax (ïðè keypot=3, ïî óìîë÷àíèþ 20)

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, âû÷èñëåíèÿ òàêæå ïðåêðàùàþòñÿ ïðè äîñòèæåíèè òî÷íîñòè ǫ = 103−Digits
.
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muk (ïðè keypot=3, ïî óìîë÷àíèþ 1)

âû÷èñëåíèå èòåðàöèîííîé ïîïðàâêè µk (1 � ïî �îðìóëå (56), 0 � ïî �îðìóëå (63)).

mukopt (ïî óìîë÷àíèþ 0)

ðàñ÷åò îïòèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî øàãà (1-äà, 0 - íåò).

gropts

íàáîð îïöèé äëÿ âûâîäà ãðà�èêîâ íà ýêðàí êîìïüþòåðà, ïî óìîë÷àíèþ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè

ðåøåíèé äàíû ñïëîøíûìè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, à öâåò ãðà�èêîâ ìåíÿåòñÿ îò êðàñíîãî äëÿ ïåðâîé

êîìïîíåíòû äî �èîëåòîâîãî äëÿ ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû.

infopr (ïî óìîë÷àíèþ ïðè ïåðâîì çàïóñêå 1, ïðè ïîñëåäóþùèõ 0)

ïå÷àòü âñïîìîãàòåëüíîé èí�îðìàöèè (1-äà, 0 - íåò).

infoerr (ïðè keypot=3, ïî óìîë÷àíèþ 1)

ïå÷àòü ïðîìåæóòî÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íåâÿçêè è èòåðàöèîííîãî øàãà (1 - äà, 0 - íåò).

normtp (ïðè keypot 1 èëè 3, ïî óìîë÷àíèþ 1)

óñëîâèå íîðìèðîâêè (1 � äà¼òñÿ ïî �îðìóëå (15), 0 � äà¼òñÿ ïî �îðìóëå (16) )

OUTPUT:

IHP (çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenameh)

èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ýðìèòà (25).

fun (ïðè keypot=0, ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ)

�óíêöèÿ, âîññòàíîâëåííàÿ ïî çíà÷åíèÿì àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ fpoints â òî÷êàõ

èç ñïèñêà zpoints.

eigvxx, xx=1,. . . ,numberf (ïðè keypot=1, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

eigfxx, xx=1,. . . ,numberf (ïðè keypot=1, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

ñîáñòâåííûå �óíêöèè â âèäå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ïîëèíîìà. Ïðè eqs=1,2,. . . çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ìàñ-

ñèâà eigfxx(1), . . . , eigfxx(eqs).

eigfLRr, eigfLRi, eigfRLr, eigfRLi (ïðè keypot=2 è grprint>-1, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

âåùåñòâåíûå è ìíèìûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Φh
← è Φh

→.

NOpenL, NOpenR, NCloseL, NCloseR (ïðè keypot=2, ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå)

÷èñëî îòêðûòûõ è ÷èñëî çàêðûòûõ êàíàëîâ.

RLRsat, RRLsat, TLRsat, TRLsat, RLRsat, RRLsat, TLRsat, TRLsat (ïðè keypot=2,

ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ (åñëè èìåþòñÿ), è êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ çà-

êðûòûõ êàíàëîâ (ñì. �îðìóëû (10)�(11)): R→(E), R←(E), T→(E), T←(E), Rc
←(E), Rc

→(E), T c
←(E), T→(E)c,

ñîîòâåòñòâåííî.

Smatr (ïðè keypot=2, ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ)

S - ìàòðèöà (8).

eigv (ïðè keypot=3, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

eigf , (ïðè keypot=3, çàïèñûâàþòñÿ â �àéë �lenamew)

ñîáñòâåííûå �óíêöèè â âèäå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ïîëèíîìà. Çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ìàññèâà eigf(1), . . . ,

eigf(max(1,eqs)).

Eh (ïðè keypot=3, ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ)

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
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B. Çàìå÷àíèÿ

Äëÿ òåõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ íå óêàçàí keypot, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî keypot>0.
Çà äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 8 çíà÷àùèõ öè�ð. Åñëè

íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ èëè êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñèñòåìå áîëüøîå, íàïðèìåð,

òàêîå, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðè ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è ïðåâûøàåò NL >
103, òî âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü íà Ôîðòðàíå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì KANTBP [9℄.

Âðåìÿ �ìîë÷àíèÿ� ïðîãðàììû ïðè å¼ âûïîëíåíèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðîâ íå ïðåâûøàåò 1-3 ìèíóò,

äëèòåëüíîå �ìîë÷àíèå� èëè çàâèñàíèå ìîæåò áûòü âûçâàíî ëèáî ñëèøêîì áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïîðÿäêà ñõåìû

ÌÊÝ p′ = κmax(p + 1) − 1 (p′ âûâîäèòñÿ íà ýêðàí ñ íàçâàíèåì �Order of Finite Element Sheme�), ïåðåìåííîé

Digits èëè ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è NL × NL (NL âûâîäèòñÿ íà ýêðàí ñ íàçâàíèåì �Dimension

of algebrai eigenvalue problem�), ëèáî ýëåìåíòû ìàòðèö àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è íå âû÷èñëåíû â âèäå ÷èñåë,

íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíû �îðìàëüíûìè âûðàæåíèÿìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ çàïóñòèòü ïðîãðàììó

ïðè keypot=4 è ïðîñìîòðåòü ýëåìåíòû ìàòðèö â �àéëàõ �afem.dat� è �bfem.dat�.

V. Ï�ÈÌÅ�Û

Ôàéëû ñ ïðèìåðàìè ðàñïîëîæåíû â ýòîì æå àðõèâå è íàçûâàþòñÿ examplexx.txt (xx=01�16). Äëÿ èõ

çàïóñêà ìîæíî èõ ñîäåðæèìîå ëèáî ñêîïèðîâàòü â âîðêøèò ÷åðåç áó�åð îáìåíà, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé

<< read �examplexx.txt� >>, ëèáî îòêðûòü �àéë ñ ïîìîùüþ Maple âûáèðàÿ <<Maple Input >>.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ êðà-

åâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò òåñòîâûå êâàíòîìåõàíè÷åñêèå

çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå è çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ìåòàñòà-

áèëüíûõ ñîñòîÿíèé íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì, íî êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Äëÿ êîòðîëÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

âû÷èñëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðè åãî ïîäñòàíîâêå â ÎÄÓ, ε̄m(z) = |(D(z)−Eh
m)Φh

m(z)|, z ∈ (zmin, zmax).
Åñëè òåñòîâàÿ çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ÷èñ-

ëåííîãî è èçâåñòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ εm(z) = |Φh
m(z)−Φexact

m (z)|, z ∈ (zmin, zmax), m = 1, 2, ...,numberf.
�ðà�èêè âû÷èñëåííûõ ïîãðåøíîñòåé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ε̄m(z) è εm(z) âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí êîìïüþòåðà.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò Φas
m (z) ∼

exp(−
√
−Em|z|) ïðè z → ∞, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿ-

íèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ óñëîâèÿìè Íåéìàíà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ zmin
è zmax

èíòåðâàëà è óñëîâèåì

íîðìèðîâêè (15). �åøåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ îò ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è íà

âåëè÷èíó ïîðÿäêà ǫ
(1)
m =

∫ zmin

−∞
Φas

m (z)Φas
m (z)dz +

∫ +∞

zmax Φ
as
m (z)Φas

m (z)dz è, �àêòè÷åñêè, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

ýêñïîíåíò ǫ
(1)
m ≈ (|Φas

m (zmin)|+ |Φas
m (zmax)|)/(−2

√
−Em) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè

ïîãðåøíîñòè ǫ
(1)
m èìååì îöåíêó òðåáóåìûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íûõ òî÷åê zmin

è zmax
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà.
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Ïðèìåð 01. Èíòåðïîëÿöèÿ �óíêöèè ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ íà ñåòêå

restart;read "kantbp4m.mwt";keypot:=0; 1

2

vv:=-99/8/osh(z)^2; 3

zpoints:=[0, 5/4, 5/2, 3℄; 4

fpoints:=[[subs(z=zpoints[1℄,vv)℄ 5

,[subs(z=zpoints[2℄,vv),seq(subs(z=zpoints[2℄,diff(vv,z$i)),i=1..4)℄ 6

,[subs(z=zpoints[3℄,vv),subs(z=zpoints[3℄,diff(vv,z))℄ 7

,[subs(z=zpoints[4℄,vv),subs(z=zpoints[4℄,diff(vv,z)),subs(z=zpoints[4℄,diff(vv,z,z))℄ 8

℄; 9

hermites(); 10

fun1:=fun; 11

plot([fun1,vv℄,z=0..3);plot([fun1-vv℄,z=0..3); 12

Ñòðîêà 1: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû.

Ñòðîêà 3: Àïïðîêñèìèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

Ñòðîêè 4-9: Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íàáîð çíà÷åíèé �óíêöèé è å¼ ïðîèçâîäíûõ íà ñåòêå 'zpoints',

ïðè÷åì â ïåðâîé òî÷êå çàäàíî çíà÷åíèå �óíêöèè, è â ñëåäóþùèõ, çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñ ïðîèçâîäíûìè äî ÷åò-

â¼ðòîãî, ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòðîêè 10-12: Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè è ïðîâåðêà: âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ âû÷èñëåííîé �óíêöèè è

ðàçíîñòè âû÷èñëåííîé è àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè.
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Ïðèìåð 02. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è

òðåòüåãî ðîäà

�åøàþòñÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè N = 1, fB(z) = fA(z) = 1, ñ ïîòåí-
öèàëîì V11(z) = 0 ïðè ðàçëè÷íûx ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: Äèðèõëå, Íåéìàíà è òðåòüåãî ðîäà (2)-(4) è óñëîâèè

íîðìèðîâêè (15), äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eexact
m è ñîáñòâåííûå

�óíêöèè Φexact
m (z), íàïðèìåð: Eexact

m = 1, 4, 9, 16, . . . äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå, è Eexact
m = 0, 1, 4, 9, . . .

äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íåéìàíà.

restart;read "kantbp4m.mwt"; 1

psubint:=3; kappamax:=2; 2

vpot:=0; 3

ngrid:=4;zmin:=-Pi/2;zmax:=Pi/2; 4

numberf:=5; 5

6

DirL:=1;DirR:=1; 7

hermites(); 8

9

DirL:=2;DirR:=2; 10

hermites(); 11

12

DirL:=3;DirR:=3;RBoundL:=5;RBoundR:=5; 13

hermites(); 14

15

16

read "wfunts1.dat": 17

for ii from 1 to numberf do 18

plots[logplot℄([abs(abs(eigf||ii)-abs(sin(ii*z+Pi*ii/2)/sqrt(Pi/2)))℄,z=zmin..zmax 19

,title=at("test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 20

plots[logplot℄([abs(-diff(eigf||ii,z,z)-eigv||ii*eigf||ii)℄,z=zmin..zmax 21

,title=at("test by substitution of ",onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 22

od; 23

24

read "wfunts2.dat": 25

for ii from 1 to numberf do 26

plots[logplot℄([abs(abs(eigf||ii)-abs(os((ii-1)*z+Pi*(ii-1)/2)/sqrt(Pi/`if`(ii=1,1,2))))℄ 27

,z=zmin..zmax 28

,title=at("test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 29

plots[logplot℄([abs(-diff(eigf||ii,z,z)-eigv||ii*eigf||ii)℄,z=zmin..zmax 30

,title=at("test by substitution of ",onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 31

od; 32

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêà 3: Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è.

Ñòðîêà 4: Âûáîð èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è è ðàçáèåíèå åãî íà 4 ðàâíûõ ïîäèíòåðâàëà.

Ñòðîêà 5: Çàäàíèå ÷èñëà èñêîìûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Ñòðîêè 7-8: �åøåíèå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ïèøóòñÿ â �àéë 'wfunts1.dat' (ñì. �lenamew).

Ñòðîêè 10-11: �åøåíèå òîé æå çàäà÷è, íî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïèøóòñÿ â �àéë 'wfunts2.dat'.

Ñòðîêè 13-14: �åøåíèå òîé æå çàäà÷è, íî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà Φ′(z) = 5Φ(z) ïðè
z = zmin

è z = zmax
. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïèøóòñÿ â �àéë 'wfunts3.dat'.

Ñòðîêè 17-23: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé εm(z) è ε̄m(z) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ çàäà÷è ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Ñòðîêè 25-32: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé εm(z) è ε̄m(z) äëÿ çàäà÷è ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà.
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Ïðèìåð 03. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ îäíîìåðíûì

ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ d-ìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà d-ìåðíîãî ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

(D− Em)Φm(z) =

(

− 1

zd−1
d

dz
zd−1

d

dz
+ z2 − Em

)

Φm(z) = 0,

êîòîðàÿ èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eexact
m è ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φexact

m (z), íîð-
ìèðîâàííûå óñëîâèåì (15) íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) ïðè d = 1 (Eexact

m = 1, 3, 5, 7, . . .), èëè íà

ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (0,+∞) ïðè d ≥ 2 (Eexact
m = d, d+ 4, d+ 8, . . .).

�åøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2) è óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè (15) (åñëè d ≥ 2, òî ïðè z = zmin
èïîëüçóåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå (3)), ïðè fB(z) = fA(z) = zd−1, N = 1,

V (z) ≡ V11(z) = z2.

restart;read "kantbp4m.mwt"; 1

psubint:=3;kappamax:=2; 2

vpot:=(z)^2; 3

ngrid:=14;zmin:=-7;zmax:=7; 4

numberf1:=10;numberf:=numberf1;filenamew:="1dos.dat"; 5

hermites(); 6

7

intprep:=1;ddim:=5;filenamew:="5dos.dat"; 8

vpot:=(z)^2; ngrid:=7; 9

FFA:=z^(ddim-1);FFB:=z^(ddim-1); 10

zmin:=0;zmax:=7;numberf2:=5;numberf:=numberf2; 11

hermites(); 12

13

read "1dos.dat": 14

osfun1(0):=0; 15

for ii from 1 to numberf1 do 16

osfun1(ii):=`if`(ii=1 17

,exp(-z^2/2)/sqrt(sqrt(Pi)) 18

,sqrt(2)*z/sqrt(ii-1)*osfun1(ii-1)-sqrt(ii-2)/sqrt(ii-1)*osfun1(ii-2)); 19

plots[logplot℄([abs(abs(eigf||ii)-abs(osfun1(ii)))℄,z=zmin..zmax 20

,title=at("1d os: test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 21

print(%); 22

plots[logplot℄([abs(-diff(eigf||ii,z,z)+z^2*eigf||ii-Re(eigv||ii)*eigf||ii)℄,z=zmin..zmax 23

,title=at("1d os: test by substitution of ",onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 24

print(%); 25

od: 26

27

28

read "5dos.dat": 29

for ii from 1 to numberf2 do 30

osfun(ii):=sqrt(2*GAMMA(ii-1+(ddim)/2)/GAMMA((ii-1) +1)) 31

/GAMMA(ddim/2) 32

*exp(-z^2/2)*hypergeom([-ii+1℄,[ddim/2℄,z^2); 33

plots[logplot℄([abs(abs(eigf||ii)-abs(osfun(ii)))℄,z=zmin..zmax 34

,title=at(onvert(ddim,string),"d os: test by omparison with " 35

,onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 36

print(%); 37

plots[logplot℄([abs(-1/FFB*diff(FFA*diff(eigf||ii,z),z)+z^2*eigf||ii-Re(eigv||ii)*eigf||ii)℄ 38

,z=zmin..zmax,title=at(onvert(ddim,string),"d os: test by substitution of " 39

,onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 40

print(%); 41
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od: 42

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêà 3: Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è.

Ñòðîêà 4: Âûáîð èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è è ðàçáèåíèå åãî íà 14 ðàâíûõ èíòåðâàëîâ.

Ñòðîêè 5-6: Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ 10 ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îäíîìåðíîãî ãàðìîíè-

÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Ñòðîêè 8-12: Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ 10 ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è äëÿ d-ìåðíîãî

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðå÷èòûâàþòñÿ çàíîâî. Ýòî âàæíî, åñëè FFAD=0 èëè

FFBD=0.

Ñòðîêè 14-26: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé εm(z) è ε̄m(z) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ îäíîìåð-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Ñòðîêè 29-42: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé εm(z) è ε̄m(z) äëÿ d-ìåðíîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
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Ïðèìåð 04. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êóëîíîâñêèì

ïîòåíöèàëîì

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ êóëîíîâñêèì ïî-

òåíöèàëîì

(D− En)Φn(z) =

(

− 1

zd−1
d

dz
zd−1

d

dz
− 2

z
− En

)

Φn(z) = 0,

êîòîðàÿ èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå �ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eexact
n è ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φexact

n (z), íîð-
ìèðîâàííûå óñëîâèåì (15) íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (0,+∞) ïðè d ≥ 2, â ÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ Eexact
n = −1/n2

, n = 1, 2, ... ïðè d = 3.
�åøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) è óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè (15) ïðè fB(z) = fA(z) = z2, N = 1, V (z) ≡ V11(z) = −2/z, çàòåì êðàåâûå óñëîâèÿ (3) çàìåíÿþòñÿ

êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4), çàâèñÿùèìè îò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, è ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ óòî÷íÿþòñÿ ìåòîäîì

Íüþòîíà.

restart; read "kantbp4m.mwt"; 1

psubint:=3; kappamax:=2; 2

3

FFA:=z^2;FFB:=FFA; 4

FFAD:=0; FFBD:=0; #hoose 1 or 0; 5

6

nmesh:=12; for i from 1 to nmesh do vpot(i):=-2/(z);ngrid(i):=1;od; 7

8

zmesh(0):=1/32;for i from 1 to nmesh do zmesh(i):=zmesh(i-1)+2^i/64;od; 9

10

numberf:=5; hermites(); 11

12

read "wfunts1.dat": 13

for i from 1 to nmesh do ngrid(i):=4;od; 14

15

DirL:=3;DirR:=3;keypot:=3; 16

17

18

RBoundL := (-1-(1/3*(EEh-2))*zmesh(0) 19

+(1/6*(2*EEh-1))*zmesh(0)^2 20

+(1/90*(-10*EEh+2+3*EEh^2))*zmesh(0)^3) 21

/(1-zmesh(0)-(1/6*(EEh-2))*zmesh(0)^2+(1/18*(2*EEh-1))*zmesh(0)^3 22

+(1/360*(-10*EEh+2+3*EEh^2))*zmesh(0)^4); 23

24

RBoundR:=-sqrt(-EEh+subs(z=zmesh(nmesh),vpot(nmesh))); 25

Digits:=16; 26

for ii from 1 to numberf do 27

Phink:=eigf||ii: 28

Eh:=eigv||ii; 29

hermites(); 30

od: 31

32

for ii from 1 to numberf do 33

read at("wfunts",onvert(ii+1,string),".dat"): 34

plots[logplot℄([abs(abs(eigf(1))-abs(2/ii^(3/2)*exp(-z/ii)*hypergeom([-ii+1℄,[2℄,2*z/ii)))℄ 35

,z=zmesh(0)..zmesh(nmesh) 36

,title=at("test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 37

print(%); 38

plots[logplot℄([abs(-1/z^2*diff(z^2*diff(eigf(1),z),z)-2/z*eigf(1)-eigv*eigf(1))℄ 39

,z=zmesh(0)..zmesh(nmesh) 40

,title=at("test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 41

print(%); 42
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od: 43

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêà 4: Îïðåäåëåíèå fA(z) è fB(z)
Ñòðîêà 5: Âûáîð ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ äëÿ ãåíåðàöèè àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è.

Ñòðîêè 7 è 9: Ñíà÷àëà çàäà÷à ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà ðåøàåòñÿ íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz =
{1/32, 1/16, 1/8, ..., 64, 128}, ïðè÷¼ì íà êàæäîì èç ïîäûíòåðâàëîâ äîëæåí áûòü çàäàí ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë.

Ñòðîêà 11: Âû÷èñëåíèå è çàïèñü â �àéë 'wfunts1.dat' (ñì. �lenamew) ïÿòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòðîêà 13: ×òåíèå èç �àéëà 'wfunts1.dat' ïÿòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòðîêà 14: Çàäàíèå áîëåå ãóñòîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè Ω′z = {1/32, 5/128, 3/64, 7/128, 1/16, 5/64, 3/32, 7/64,
1/8, ..., 64, 80, 96, 112, 128}, ãäå ìåæäó óçëàìè ñåòêè Ωz äîáàâëåíî ïî 3 óçëà.

Ñòðîêà 16: Âûáîð îïöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà.

Ñòðîêè 19-25: Çàäàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèÿ ïðè z → 0 è
z → +∞.

Ñòðîêè 26-31: Óòî÷íåíèå ïåðâûõ ïÿòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 33-43: âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé εm(z) è ε̄m(z) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà.
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Ïðèìåð 05. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì Ï¼øëÿ-Òåëëåðà

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ï¼øëÿ-Òåëëåðà

(D− Em)Φm(z) =

(

− d2

dz2
+
−λ(λ− 1)

cosh(z)2
− Em

)

Φm(z) = 0, (67)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eexact
m è ñîáñòâåííûå �óíêöèè

Φexact
m (z) íîðìèðîâàíû óñëîâèåì (15) ïðè zmin → −∞ è zmax → +∞. Äëÿ âûáðàííîãî λ = 11/2, èìååòñÿ

ïÿòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Eexact
m = [−20.25,−12.25,−6.25,−2.25,−0.25].

�åøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) è óñëîâèåì íîðìè-

ðîâêè (15) ïðè fB(z) = fA(z) = 1, N = 1, V (z) ≡ V11(z) =
−λ(λ−1)
cosh(z)2 . Ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ïÿòü ïðèáëèæåííûõ

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

A.A. Gusev, et al, Leture Notes in Computer Siene 8660, pp. 138�154 (2014)

restart;read "kantbp4m.mwt"; 1

psubint:=3;kappamax:=2; 2

3

nmesh:=5; 4

for i from 1 to nmesh do ngrid(i):=4;vpot(i):=-99/4/osh(z)^2;od; 5

zmesh(0):=-20;zmesh(1):=-5;zmesh(2):=-1; 6

zmesh(3):=1;zmesh(4):=5;zmesh(5):=20; 7

8

numberf:=5;hermites(); 9

10

read "wfunts1.dat": 11

ptfun(1) := (8/35)*sqrt(70)/(osh(z)^(9/2)*sqrt(Pi)); 12

ptfun(2) := (8/5)*sqrt(10)*sinh(z)/(osh(z)^(9/2)*sqrt(Pi)); 13

ptfun(3) := -(2/7)*sqrt(14)*(-8+7*osh(z)^2)/(osh(z)^(9/2)*sqrt(Pi)); 14

ptfun(4) := -(2/5)*sqrt(10)*sinh(z)*(-8+5*osh(z)^2)/(osh(z)^(9/2)*sqrt(Pi)); 15

ptfun(5) := (1/5)*sqrt(5)*(16-20*osh(z)^2+5*osh(z)^4)/(osh(z)^(9/2)*sqrt(Pi)); 16

17

for ii from 1 to 5 do 18

plots[logplot℄([abs(abs(eigf||ii)-abs(ptfun(ii)))℄,z=zmesh(0)..zmesh(nmesh) 19

,title=at("PT: test by omparison with ",onvert(ii,string),"-th exat w.f.")); 20

print(%); 21

plots[logplot℄([abs(-diff(eigf||ii,z,z)+vpot(1)*eigf||ii-Re(eigv||ii)*eigf||ii)℄ 22

,z=zmesh(0)..zmesh(nmesh) 23

,title=at("PT: test by substitution of ",onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 24

print(%); 25

od: 26

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-7: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz = {−20(4)− 5(4)− 1(4)1(4)5(4)20}, ãäå ÷èñëî
â ñêîáêàõ îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïîäûíòåðâàëå, íà êàæäîì èç nmesh:=5 ïîäûíòåðâàëîâ

äîëæåí áûòü çàäàí ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë.

Ñòðîêà 9: �åøåíèå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ ïÿòè ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòðîêè 11-26: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé εm(z) è ε̄m(z).
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Ïðèìåð 06. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì Ñêàð�à

(êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì Ï¼øëÿ-Òåëëåðà)

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ñêàð�à

(D− Em)Φm(z) =

(

− d2

dz2
+

V1

cosh(z)2
+ ı

V2 sinh(z)

cosh(z)2
− Em

)

Φm(z) = 0, (68)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eexact
m è ñîáñòâåííûå �óíêöèè

Φexact
m (z) íîðìèðîâàíû óñëîâèåì (16) ïðè zmin → −∞ è zmax → +∞.

�åøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) è óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè (16) ïðè fB(z) = fA(z) = z2, N = 1, V (z) ≡ V11(z) =
V1

cosh(z)2 + ıV2 sinh(z)
cosh(z)2 .

A.A. Gusev, et al, Leture Notes in Computer Siene 9301, pp. 182�197 (2015);

restart;Digits:=12; read "kantbp4m.mwt"; 1

keypot:=1;psubint:=3;kappamax:=2; 2

3

nmesh:=3; 4

ngrid(1):=4;ngrid(2):=ngrid(1);ngrid(3):=ngrid(1); 5

zmesh(0):=-12;zmesh(1):=-2;zmesh(2):=2;zmesh(3):=12; 6

V1:=2;V2:=3; 7

vpot(1):=-V1/osh(z)^2-V2*I*sinh(z)/osh(z)^2; 8

vpot(2):=vpot(1);vpot(3):=vpot(1); 9

10

numberf:=2;hermites(); 11

12

for n from 0 to numberf-1 do 13

En:=evalf(-(n+1/2-1/2*(sqrt(1/4+V1+V2)+sqrt(1/4+V1-V2)))^2); 14

od; 15

16

read "wfunts1.dat": 17

for ii from 1 to numberf do 18

plots[logplot℄([abs(-diff(eigf||ii+I*eigfi||ii,z,z) 19

+(vpot(1)-eigv||ii)*(eigf||ii+I*eigfi||ii))℄,z=zmesh(0)..zmesh(nmesh) 20

,title=at("Sarf: test by substitution of ",onvert(ii,string),"-th solution to ODE")); 21

od; 22

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-9: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz = {−12(4)− 2(4)2(4)12}, ãäå ÷èñëî â ñêîáêàõ
îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïîäûíòåðâàëå, íà êàæäîì èç nmesh:=3 ïîäûíòåðâàëîâ äîëæåí

áûòü çàäàí ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë.

Ñòðîêà 11: Âû÷èñëåíèå è çàïèñü â �àéë 'wfunts1.dat' (ñì. �lenamew) äâóõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòðîêè 13-15: Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Em ïðèâåäåíû äëÿ ïðîâåðêè òî÷íî-

ñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Eh
m.

Ñòðîêè 17-22: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ε̄m(z).
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Ïðèìåð 07. �åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì Ï¼øëÿ-Òåëëåðà

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ï¼øëÿ-Òåëëåðà

(D− E)Φ(z) =

(

− d2

dz2
+
−λ(λ− 1)

cosh(z)2
− E

)

Φ(z) = 0, (69)

è èìååò èçâåñòíûå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèÿ� ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φexact
m (z) è êîý��èöèåíòû ïðîõîæ-

äåíèÿ |T←|2 è îòðàæåíèÿ |R←|2. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî z = 0 ìîæíî ñêîíñòðóè-

ðîâàòü ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, èç ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, íî íà ïîëóîñè

z ∈ (0,+∞), ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà èëè Äèðèõëå ïðè z = 0, ñîîòâåòñòâåííî.
�åøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (10), (11), (12) çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè fB(z) = fA(z) = 1, N = 1, V (z) ≡ V11 = −λ(λ−1)
cosh(z)2 .

restart;Digits:=16; read "kantbp4m.mwt"; 1

keypot:=2;psubint:=2;kappamax:=3; 2

3

lambda:=11/2; 4

#lambda:=1/2+7/sqrt(2)*I; 5

vpot:=-expand(lambda*(lambda-1))/osh(z)^2; 6

7

Eh:=7.0; 8

zmin:=0;zmax:=8;ngrid:=12;DirL:=1; 9

hermites();Rrl1:=RRLsat; 10

11

DirL:=2; hermites();Rrl2:=RRLsat; 12

13

zmin:=-8;zmax:=8;DirL:=0;ngrid:=24; hermites(); 14

15

"tests"; 16

"|R<-|^2+|T<-|^2-1"=abs(TRLsat[1,1℄)^2+abs(RRLsat[1,1℄)^2-1; 17

"|R->|^2+|T->|^2-1"=abs(TLRsat[1,1℄)^2+abs(RLRsat[1,1℄)^2-1; 18

"|Reven|^2-1"=abs(Rrl1[1,1℄)^2-1; "|Rodd|^2-1"=abs(Rrl2[1,1℄)^2-1; 19

"( Reven+Rodd)/2-R<-"=(Rrl1[1,1℄+Rrl2[1,1℄)/2-RRLsat[1,1℄; 20

"(-Reven+Rodd)/2-T<-"=(-Rrl1[1,1℄+Rrl2[1,1℄)/2-TRLsat[1,1℄; 21

"(Reven+Rodd)/2-T->"=(Rrl1[1,1℄+Rrl2[1,1℄)/2-RLRsat[1,1℄; 22

"(-Reven+Rodd)/2-T->"=(-Rrl1[1,1℄+Rrl2[1,1℄)/2-TLRsat[1,1℄; 23

24

k:=sqrt(Eh):p:=evalf(sinh(Pi*k)/sin(Pi*lambda)): 25

"|Rexat|^2-|R<-|^2"=1/(1+p^2)-abs(RRLsat[1,1℄)^2; 26

"|Texat|^2-|T<-|^2"=p^2/(1+p^2)-abs(TRLsat[1,1℄)^2; 27

28

read "wfunts1.dat": 29

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1),z,z) 30

+(vpot-Eh)*(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1)))℄,z=0..zmax 31

,title=at("PT: test by substitution of odd solution to ODE")); 32

33

read "wfunts2.dat": 34

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1),z,z) 35

+(vpot-Eh)*(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1)))℄,z=0..zmax 36

,title=at("PT: test by substitution of even solution to ODE")); 37

38

read "wfunts3.dat": 39

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1),z,z) 40

+(vpot-Eh)*(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1)))℄,z=zmin..zmax 41

,title=at("PT: test by substitution of RL solution to ODE")); 42

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfLRr(1,1)+I*eigfLRi(1,1),z,z) 43
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+(vpot-Eh)*(eigfLRr(1,1)+I*eigfLRi(1,1)))℄,z=zmin..zmax 44

,title=at("PT: test by substitution of LR solution to ODE")); 45

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-6: Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è.

Ñòðîêà 8: Çàäàíèå �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ñòðîêè 9-10: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (2) ïðè

z = 0 è òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè (9),(12).

Ñòðîêà 12: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà (3) ïðè

z = 0 è òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè (9),(12).

Ñòðîêà 14: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè zmin
è

z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè (7),(12).

Ñòðîêè 16-27: Ïðîâåðêà ïîãðåøíîñòåé(≃ 0) âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé äëÿ àìïëèòóä îòðàæåíèÿ è ïðî-

õîæäåíèÿ |R←|2 + |T←|2 − 1 = 0, |R→|2 + |T→|2 − 1 = 0, |Reven|2 − 1 = 0, |Rodd|2 − 1 = 0, ñâÿçè ìåæäó àìïëè-

òóäàìè îòðàæåíèÿ íà ïîëóîñè è àìïëèòóäàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ íà îñè (Reven + Rodd)/2 − R← = 0,
(−Reven + Rodd)/2 − T← = 0, (Reven + Rodd)/2 − R→ = 0, (−Reven + Rodd)/2 − T→ = 0, è ñðàâíåíèå êîý��èöè-

åíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè |Rexact
→ |2 = |Rexact

← |2 = 1/(1 + p2),

|T exact
→ |2 = |T exact

← |2 = p2/(1 + p2), p = sinh(π
√
E)/ sin(πλ).

Ñòðîêè 29-45: âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ε̄m(z).
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Ïðèìåð 08. �åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì Ñêàð�à

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ñêàð�à

(D− E)Φ(z) =

(

− d2

dz2
+

V1

cosh(z)2
+ ı

V2 sinh(z)

cosh(z)2
− E

)

Φ(z) = 0, (70)

è èìååò èçâåñòíûå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèÿ� ñîáñòâåííûå �óíêöèè Φexact
m (z) è êîý��èöèåíòû ïðîõîæ-

äåíèÿ |T←|2 è îòðàæåíèÿ |R←|2.
�åøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (10), (11), (12) çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè fB(z) = fA(z) = 1, N = 1, V (z) ≡ V11 =
V1

cosh(z)2 + ıV2 sinh(z)
cosh(z)2 .

restart;Digits:=12;read "kantbp4m.mwt"; 1

keypot:=2; psubint:=2; kappamax:=3; 2

3

V1:=2;V2:=3; 4

vpot:=V1/osh(z)^2+V2*I*sinh(z)/osh(z)^2; 5

6

Eh:=2.0; 7

zmin:=-12;zmax:=12;ngrid:=60; 8

hermites(); 9

10

"tests"; 11

k:=sqrt(Eh); 12

gp:=sqrt(V1+V2-1/4): 13

gm:=sqrt(V1-V2-1/4): 14

TK:=evalf((sinh(2*Pi*k))^2 15

/((sinh(2*Pi*k))^2+2*osh(2*Pi*k)*osh(Pi*gp)*osh(Pi*gm)+osh(Pi*gp)^2+osh(Pi*gm)^2)); 16

RL:=evalf((2*osh(Pi*gp)*osh(Pi*gm)+osh(Pi*gp)^2*exp(-2*Pi*k)+osh(Pi*gm)^2*exp(2*Pi*k)) 17

/((sinh(2*Pi*k))^2+2*osh(2*Pi*k)*osh(Pi*gp)*osh(Pi*gm)+osh(Pi*gp)^2+osh(Pi*gm)^2)); 18

RR:=evalf((2*osh(Pi*gp)*osh(Pi*gm)+osh(Pi*gp)^2*exp(2*Pi*k)+osh(Pi*gm)^2*exp(-2*Pi*k)) 19

/((sinh(2*Pi*k))^2+2*osh(2*Pi*k)*osh(Pi*gp)*osh(Pi*gm)+osh(Pi*gp)^2+osh(Pi*gm)^2)); 20

"|Texat|^2-|T->|^2"=TK-abs(TLRsat[1,1℄)^2; 21

"|Texat|^2-|T<-|^2"=TK-abs(TRLsat[1,1℄)^2; 22

"|Rexat|^2-|R->|^2"=RL-abs(RLRsat[1,1℄)^2; 23

"|Rexat|^2-|R<-|^2"=RR-abs(RRLsat[1,1℄)^2; 24

25

read "wfunts1.dat": 26

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1),z,z) 27

+(vpot-Eh)*(eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1)))℄,z=zmin..zmax 28

,title=at("Sarf: test by substitution of RL solution to ODE")); 29

plots[logplot℄([abs(-diff(eigfLRr(1,1)+I*eigfLRi(1,1),z,z) 30

+(vpot-Eh)*(eigfLRr(1,1)+I*eigfLRi(1,1)))℄,z=zmin..zmax 31

,title=at("Sarf: test by substitution of LR solution to ODE")); 32

Ñòðîêè 1-2: � Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-5: Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è.

Ñòðîêà 7: Çàäàíèå �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ñòðîêè 8-9: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè zmin

è z = zmax
, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè (7),(12).

Ñòðîêè 11-24: ñðàâíåíèå êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè çíà-

÷åíèÿìè |Rexact
→ |2, |Rexact

← |2, |T exact
→ |2 = |T exact

← |2.
Ñòðîêè 26-32: âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ïîãðåøíîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ε̄m(z).
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Ïðèìåð 09. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû

êîíå÷íîé ãëóáèíû

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì

(D− Em)Φm(z) =

(

− d2

dz2
+ V (z)− Em

)

Φ(z) = 0, V (z) = {V0, |z| ≤ a; 0, otherwise},

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå è íîðìèðîâàíû óñëîâèåì (15) ïðè zmin → −∞ è zmax → +∞.

�åøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) è óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè (15) ïðè fB(z) = fA(z) = 1, N = 1, V (z) ≡ V11(z) = {V0, |z| ≤ a; 0, otherwise}.

restart;read "kantbp4m.mwt"; 1

psubint:=6; kappamax:=1; 2

3

V:=-50;a:=1; 4

nmesh:=3; vpot(1):=0;vpot(2):=V;vpot(3):=0; 5

ngrid(1):=10;ngrid(2):=20;ngrid(3):=10; 6

zmesh(0):=-5;zmesh(1):=-a;zmesh(2):=a;zmesh(3):=5; 7

8

numberf:=5;hermites(); 9

10

"test"; 11

eq3:=tan(sqrt(E-V)*a)=sqrt(-E)/sqrt(E-V): 12

eq3a:=tan(sqrt(E-V)*a)=-sqrt(E-V)/sqrt(-E): 13

ExatEigenvalues=sort({seq(fsolve(eq3,E=V+n^2/a^2),n=1..eil(evalf(a*sqrt(-V)))) 14

,seq(fsolve(eq3a,E=V+n^2/a^2),n=1..eil(evalf(a*sqrt(-V))))}); 15

Ñòðîêè 1-2: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-7: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz = {−5(10)−a(20)a(10)5}, ãäå ÷èñëî â ñêîáêàõ
îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîì èç nmesh:=3 ïîäûíòåðâàëîâ. Âàæíî, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâîâ

ïîòåíöèàëà ñîâïàäàëè ñ óçëàìè zmesh(*).

Ñòðîêà 9: Âû÷èñëåíèå è çàïèñü â �àéë 'wfunts1.dat' (ñì. �lenamew) ïÿòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñòðîêè 11-15: òî÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è ýòî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé eq3 è eq3a

äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ãëóáèíîé V è øèðèíîé 2a.
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Ïðèìåð 10. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì

Èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ �îðìóëèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé

−d2Φ1(z)

dz2
+ V11(z)Φ1(z) + V12(z)Φ2(z) + . . .+ V1N (z)ΦN(z)− EΦ1(z) = 0,

−d2Φ2(z)

dz2
+ V21(z)Φ1(z) + V22(z)Φ2(z) + . . .+ V2N (z)ΦN(z)− EΦ2(z) = 0,

.

.

.

−d2ΦN (z)

dz2
+ VN1(z)Φ1(z) + VN2(z)Φ2(z) + . . .+ VNN (z)ΦN (z)− EΦN (z) = 0, (71)

ñ ìàòðèöåé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïîòåíöèàëîâ

Vij(z) = Vji(z) = {Vij;1, z ≤ z1;Vij;2, z ≤ z2; . . . ;Vij;k−1 , z ≤ zk−1;Vij;k, z > zk−1}. (72)

Íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Eex
1 < Eex

2 < ... < Eex
m è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Φex

1 (z), Φex
2 (z), ... ,Φex

m (z) íîðìèðî-
âàííûõ óñëîâèåì (15) ïðè zmin → −∞ è zmax → +∞, ìîæíî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ñïåê-

òðàëüíîãî ïàðàìåòðà E, ñ íåçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè. Îäíàêî ïðè ýòîì ïîòðåáóåòñÿ íàéòè êîðíè íåëèíåéíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå åñòü èñêîìûå 'òî÷íûå' ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò ïðè z →∞, òî èñõîäíàÿ

çàäà÷à (71) ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè fA(z) = fB(z) = 1,
Qij(z) = 0, Vij(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç (72) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå (2) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ

zmin < z1 è zmax > zk−1 èíòåðâàëà è óñëîâèåì íîðìèðîâêè (15), êîòîðàÿ ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ïðè N = 3 ñ

ïîìîùüþ ïðîãðàììû KANTBP 4M ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

restart;read "kantbp4m.mwt";Digits:=12; 1

eqs:=3;psubint:=8;kappamax:=1; 2

keypot:=1;DirL:=1;DirR:=1; 3

4

nmesh:=3; ngrid(1):=10;ngrid(2):=10;ngrid(3):=10; 5

zmesh(0):=-12;zmesh(1):=-2;zmesh(2):=2;zmesh(3):=12; 6

7

vpot(1,1,1):=0;vpot(2,2,1):=5;vpot(3,3,1):=10; 8

vpot(1,2,1):=0;vpot(1,3,1):=0;vpot(2,3,1):=0; 9

vpot(2,1,1):=0;vpot(3,1,1):=0;vpot(3,2,1):=0; 10

11

vpot(1,1,2):=-5;vpot(2,2,2):=0;vpot(3,3,2):=10; 12

vpot(1,2,2):=4;vpot(1,3,2):=4;vpot(2,3,2):=4; 13

vpot(2,1,2):=4;vpot(3,1,2):=4;vpot(3,2,2):=4; 14

15

vpot(1,1,3):=0;vpot(2,2,3):=0;vpot(3,3,3):=0; 16

vpot(1,2,3):=0;vpot(1,3,3):=0;vpot(2,3,3):=0; 17

vpot(2,1,3):=0;vpot(3,1,3):=0;vpot(3,2,3):=0; 18

19

numberf:=5; hermites(); 20

21

read "example10test.txt"; 22

Ñòðîêè 1-3: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû, âûáîð îïöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òð¼õ

óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-5: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz = {−6(10)− 2(10)2(10)6}, ãäå ÷èñëî â ñêîá-
êàõ îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïîäûíòåðâàëå, íà êàæäîì èç nmesh:=3 ïîäûíòåðâàëîâ äîëæ-

íû áûòü çàäàíû ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû. Âàæíî, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâîâ ïîòåíöèàëîâ ñîâïàäàëè ñ óçëàìè

zmesh(*).

Ñòðîêè 8-18: Çàäàíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ.
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Ñòðîêà 20: Âû÷èñëåíèå, âûâîä íà ýêðàí è çàïèñü â �àéë 'wfunts1.dat' (ñì. �lenamew) ïÿòè ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé Φh
1 (z), ... ,Φ

h
5 (z) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Eh

1 < Eh
2 < ... < Eh

5 .

Ñòðîêà 22: Ôàéë "example10test.txt"ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíóþ ïðîãðàììó example10test äëÿ âûâîäà ñè-

ñòåìû òðèíàäöàòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè �óíêöèÿìè, çàâèñÿ-

ùèìè îò èñêîìîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî 12 íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êîý��èöè-

åíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà��óíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà îñè.

Ýòà ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà òîëüêî â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ïðè eqs=3 è nmesh=3, è

vpot(i,j,1)=vpot(i,j,3)=0 ïðè i 6=j è ìîæåò áûòü ïðè íåîáõîäèìîñòè äîðàáîòàíà ïîëüçîâàòåëåì.

Íà ïåðâîì øàãå ñ ïîìîùüþ ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ïðîöåäóðû dsolve èùåòñÿ îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè vpot(i,j,2), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íà èíòåðâàëå z ∈[zmesh(1),zmesh(2)℄, òàêæå
âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Íà âòîðîì øàãå èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå A||(i)*exp(sqrt(-

Eh+vpot(i,i,1))*xmin) è A||(i+3)*exp(-sqrt(-Eh+vpot(i,i,3))*xmax), ñïðàâåäëèâûå ïðè z ≤zmesh(1) è z ≥zmesh(2),
è èõ ïðîèçâîäíûå ïî z.

Íà òðåòüåì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ ðàçíîñòè ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà ïåðâîì øàãå è àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè ðåøåíèÿìè íà òðåòüåì øàãå, è ðàçíîñòè ìåæäó èõ ïðîèçâîäíûìè, ïîñëå ÷åãî ýòè ðàçíîñòè ñ ïîäñòàíîâêîé

çíà÷åíèé z =zmesh(1) èëè z =zmesh(2), ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî øàãà èìååì ñèñòåìó òðèíàäöàòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè �óíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò èñêîìîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà E, è ëèíåéíîé

îòíîñèòåëüíî 12 íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (A||(1),...,A||(6) èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé è _C||(1),...,_C||(6) èç

îáùåãî ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, â ñèñòåìó óðàâíåíèé äî-

áàâëÿåì óðàâíåíèå A||(1)

2+,...,+A||(6)2−1 = 0. Â ðåçóëüòàò ïîëó÷åíà ñèñòåìà äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé.

Íà ÷åòâåðòîì øàãå ýòà ñèñòåìà òðèíàäöàòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 13 íåèçâåñòíûõ (ñïåê-

òðàëüíîãî ïàðàìåòðà E, è 12 ïàðàìåòðîâ (A||(1),...,A||(6), _C||(1),...,_C||(6)) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ

âñòðîåííîé ïðîöåäóðû fsolve. Ïîñêîëüêó ñðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà E, íà ýêðàí
âûâîäèòñÿ òîëüêî çíà÷åíèå èñêîìîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà E. ×òî áû èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ íåëè-

íåéíîé çàäà÷è ñõîäèëñÿ ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà E, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íåèçâåñò-
íûõ êîý��èöèåíòîâ â ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé

ïðîöåäóðû rand, ïðè ýòîì ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ fsolve çàïóñêàåòñÿ 2*numberf ðàç.

Â ïðîöåññå òåñòèðîâàíèÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Eex
1 < Eex

2 < ... < Eex
m ,

êîòîðûå âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿì Eh
1 < Eh

2 < ... < Eh
5 , âû÷èñëåííûìè

ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîëè÷åñòâà ïîâòîðåíèé 2*numberf íåäîñòàòî÷íî, ò.å. ðåøåíèå ñëèøêîì ÷àñòî ñõî-

äèòñÿ ê îäíîìó èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå êîìàíäó ¾read "example10test.txt";¿ ñëåäóåò ïîâòîðèòü

åù¼ ðàç. Â êà÷åñòâå íàïîìèíàíèÿ îá ýòîì âûâîäèòñÿ íà ýêðàí ñëåäóþùåå ïðåäóïðåæäåíèå:

"Eigenvalues given by solution of set of exat equations:"; "if not all, please repeat ommand ¾read

example10test.txt;¿";

Ïîïûòêè ñëåäóåò ïðåêðàòèòü, åñëè ïîëüçîâàòåëü óâèäèò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûõ ìåòîäîì

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èëè ïîëüçîâàòåëþ íàäîåñò çàïóñêàòü ýòó êîìàíäó.
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Ïðèìåð 11. �åøåíèå ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà E �îðìóëèðóåòñÿ íà

áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå z ∈ (−∞,+∞) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

−d2Φ1(z)

dz2
+ V11(z)Φ1(z) + V12(z)Φ2(z) + . . .+ V1N (z)ΦN(z)− EΦ1(z) = 0,

−d2Φ2(z)

dz2
+ V21(z)Φ1(z) + V22(z)Φ2(z) + . . .+ V2N (z)ΦN(z)− EΦ2(z) = 0,

.

.

.

−d2ΦN (z)

dz2
+ VN1(z)Φ1(z) + VN2(z)Φ2(z) + . . .+ VNN (z)ΦN (z)− EΦN (z) = 0, (73)

ñ ìàòðèöåé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïîòåíöèàëîâ

Vij(z) = Vji(z) = {Vij;1, z ≤ z1;Vij;2, z ≤ z2; . . . ;Vij;k−1 , z ≤ zk−1;Vij;k, z > zk−1}, (74)

ðåøåíèÿ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé ñ íåçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè.

�åøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè Qij(z) = 0, Vij(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç (74) ñ óñëîâè-
ÿìè òðåòüåãî ðîäà (4), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé (10), (11), (12), (13) ìíîãîêàíàëüíîé

çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè fB(z) = fA(z) = 1, N = 3.

restart;read "kantbp4m.mwt";Digits:=12; 1

eqs:=3;psubint:=8;kappamax:=1; 2

keypot:=2;DirL:=0;DirR:=0; 3

4

nmesh:=3; 5

ngrid(1):=10;ngrid(2):=10;ngrid(3):=10; 6

zmesh(0):=-6;zmesh(1):=-2;zmesh(2):=2;zmesh(3):=6; 7

8

vpot(1,1,1):=0;vpot(2,2,1):=5;vpot(3,3,1):=10; 9

vpot(1,2,1):=0;vpot(1,3,1):=0;vpot(2,3,1):=0; 10

vpot(2,1,1):=0;vpot(3,1,1):=0;vpot(3,2,1):=0; 11

12

vpot(1,1,2):=-5;vpot(2,2,2):=0;vpot(3,3,2):=10; 13

vpot(1,2,2):=4;vpot(1,3,2):=4;vpot(2,3,2):=4; 14

vpot(2,1,2):=4;vpot(3,1,2):=4;vpot(3,2,2):=4; 15

16

vpot(1,1,3):=0;vpot(2,2,3):=0;vpot(3,3,3):=0; 17

vpot(1,2,3):=0;vpot(1,3,3):=0;vpot(2,3,3):=0; 18

vpot(2,1,3):=0;vpot(3,1,3):=0;vpot(3,2,3):=0; 19

20

Eh:=3.8; 21

hermites(); 22

23

"tests:"; 24

"S-S^T"=Smatr-Transpose(Smatr); 25

"S.S^\dag-I"=Smatr.HermitianTranspose(Smatr)-Matrix(NOpenR+NOpenL,shape=identity); 26

27

read "example11test.txt"; 28

Ñòðîêè 1-3: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû, âûáîð îïöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ 3 óðàâíåíèé íà îñè

è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 4-5: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå Ωz = {−6(10)−2(10)2(10)6}, ãäå ÷èñëî â ñêîáêàõ
îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïîäûíòåðâàëå, íà êàæäîì èç nmesh:=3 ïîäûíòåðâàëîâ äîëæåí áûòü

çàäàíû ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû. Âàæíî, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâîâ ïîòåíöèàëà ñîâïàäàëè ñ óçëàìè zmesh(*).

Ñòðîêè 9-19: Çàäàíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ.
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Ñòðîêà 21: Çàäàíèå �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ñòðîêà 22: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè

zmin
è z = zmax

 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè (7),(12). Âûâîä íà ýêðàí S-ìàòðèöû è

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Ñòðîêè 24-26: Ïðîâåðêà óíèòàðíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè S-ìàòðèöû.

Ñòðîêà 28: Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ S-ìàòðèöû, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â âèäå

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé, è èõ ñðàâíåíèå ïðè âûâîäå íà ýêðàí

ñ ïîñ÷èòàííûìè ðàíåå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû KANTBP 4M, âû÷èñëåííûå ÌÊÝ.
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Ïðèìåð 12. �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì

Êàíòîðîâè÷à äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

�àññìîòðèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â êâàäðàòå ñî ñòîðî-

íîé ðàâíîé π, çàïèñàííîãî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ z = (x + y)/
√
2, z′ = (x − y)/

√
2 � äèàãîíàëè êâàäðàòà,

ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå îáëàñòè. �åøåíèå çàäà÷è Ψ(z, z′) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ Êàíòîðîâè÷à

Ψ(m)(z, z′) =
∑N

j=1 Φj(z; z
′)Ψ

(m)
j (z) ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì Φi (z

′; z), z′max(z) = π/
√
2−|z|, z′min(z) = −π/

√
2+|z|,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ǫi (z) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà z ∈ (zmin, zmax):

ǫi (z)=
π2i2

(z′max(z)− z′min(z))2
, Φi (z

′; z) =

√
2 sin

(

πi(z′ − z′
min

(z))

z′max(z)− z′min(z)

)

√

z′max(z)− z′min(z)
, (75)

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå �åëüãîëüöà è óñðåäíåíèå ïî áàçèñó Φi (z
′; z) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ÎÄÓ ïî

ïåðåìåííîé z ∈ (zmin, zmax):

−d2Φ
(m)
1 (z)

dz2
+ V11(z)Φ

(m)
1 (z) + V12(z)Φ

(m)
2 (z) +Q12(z)

dΦ
(m)
2 (z)

dz
+

dQ12(z)Φ
(m)
2 (z)

dz
+ . . .− EmΦ

(m)
1 (z) = 0,

−d2Φ
(m)
2 (z)

dz2
+ V21(z)Φ

(m)
1 (z) +Q21(z)

dΦ
(m)
1 (z)

dz
+

dQ21(z)Φ
(m)
1 (z)

dz
+ V22(z)Φ

(m)
2 (z) + . . .− EmΦ

(m)
2 (z) = 0,

.

.

.

−d2Φ
(m)
N (z)

dz2
+ VN1(z)Φ

(m)
1 (z) +QN1(z)

dΦ
(m)
1 (z)

dz
+

dQN1(z)Φ
(m)
1 (z)

dz

+VN2(z)Φ
(m)
2 (z) +QN2(z)

dΦ
(m)
2 (z)

dz
+

dQN2(z)Φ
(m)
2 (z)

dz
+ . . .− EmΦ

(m)
N (z) = 0, (76)

ãäå ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû Qij(z) è Vij(z) çàäàíû àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè

Qij(z) = −
4ij

i2 − j2
1

π
√
2− 2|z|

|z|
z
, Vij(z) = −

16ij(i2 + j2)

(i2 − j2)2
1

(π
√
2− 2|z|)2

,

Vii(z) =
4π2i2 + 3

3

1

(π
√
2− 2|z|)2

, j 6= i, j − i mod 2 = 0.

Ýòà ñèñòåìà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ÷¼òíûå (ñ íå÷¼òíûìè èíäåêñàìè j è i) è
íå÷¼òíûå ðåøåíèÿ (ñ ÷¼òíûìè èíäåêñàìè j è i). Ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ïðèáëèæ¼ííûå ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ Em, êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ èçâåñòíûìè Eexact
m = 2, 5, 5, 8, 10, 10, . . .� ñóììû êâàäðàòîâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè ýòîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Em − Eexact
m ∼ N−3.

Ïðîãðàììà ðåøàåò çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (76) ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå(2)

ïðè zmin = −π/
√
2 è zmax = π/

√
2 è óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè (15).

restart;read "kantbp4m.mwt"; 1

eqs:=6; 2

psubint:=7; kappamax:=1; 3

nmesh2:=2;nmesh:=2*nmesh2; 4

Qap:=1; 5

6

DirL:=1;DirR:=1; 7

8

for i0 from 1 to nmesh do ngrid(i0):=4;od; 9

zmesh(0):=-Pi/sqrt(2)+1/20; 10

zmesh(1):=zmesh(0)*7/8; 11

zmesh(2):=0; 12

zmesh(3):=-zmesh(1); 13

zmesh(4):=-zmesh(0); 14

15
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for par from 0 to 1 do 16

for nn1 from 1 to eqs do 17

for nn2 from 1 to eqs do 18

n1:=2*nn1-1+par; 19

n2:=2*nn2-1+par; 20

if (n1=n2) 21

then 22

for i0 from 1 to nmesh2 do 23

vpot(nn1,nn1,nmesh2+i0):=(1/3)*(4*n1^2*Pi^2+3)/(Pi*sqrt(2)-2*z)^2; 24

vpot(nn1,nn1,i0):=(1/3)*(4*n1^2*Pi^2+3)/(Pi*sqrt(2)+2*z)^2; 25

qpot(nn1,nn1,i0):=0;qpot(nn1,nn1,nmesh2+i0):=0; 26

od; 27

else 28

for i0 from 1 to nmesh2 do 29

vpot(nn1,nn2,nmesh2+i0):=(16*(n1^2+n2^2))*n1*n2/((n1-n2)^2*(n1+n2)^2*(Pi*sqrt(2)-2*z)^2);30

vpot(nn1,nn2, i0):=(16*(n1^2+n2^2))*n1*n2/((n1-n2)^2*(n1+n2)^2*(Pi*sqrt(2)+2*z)^2);31

qpot(nn1,nn2,nmesh2+i0):= 4*n1*n2/((n1+n2)*(n1-n2)*(Pi*sqrt(2)-2*z)); 32

qpot(nn1,nn2, i0):=-4*n1*n2/((n1+n2)*(n1-n2)*(Pi*sqrt(2)+2*z)) ; 33

od; 34

fi; 35

od;od: 36

numberf:=5; 37

hermites(); 38

od; 39

Ñòðîêè 1-4: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ÷èñëà óðàâíåíèé â ñèñòåìå è ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêà 5: Âûáîð îïöèè íàëè÷èÿ ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ Qij â ñèñòåìå ÎÄÓ.

Ñòðîêà 7: Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå.

Ñòðîêè 9-14: Çàäàíèå êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ ÷åòûðüìÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè íà êàæäîì èç ïîäûí-

òåðâàëîâ. Ïîñêîëüêó ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû èìåþò ðàçðûâû ïðè z = 0, âàæíî, ÷òîáû îäèí èç zmesh(*) áûë

ðàâåí íóëþ.

Ñòðîêè 16-39: �åøåíèå çàäà÷è ñíà÷àëà äëÿ ÷¼òíîé, à çàòåì äëÿ íå÷¼òíîé ïîäñèñòåì, êîòîðûå ïèøóòñÿ

â �àéëû 'wfunts1.dat' è 'wfunts2.dat'(ñì. �lenamew). Âêëþ÷àåò çàäàíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ (òðîêè

17-36) è âû÷èñëåíèå ïÿòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (òðîêè 37-38).
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Ïðèìåð 13. �åøåíèå ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ: òóííåëèðîâàíèå äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñ

îñöèëëÿòîðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

�åøàåòñÿ ìíîãîêàíàëüíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ çàäàííàÿ íà îñè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè Qij(z) = 0,
fA(z) = fB(z) = 1 è Vij(z), çàäàííûìè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè (10)�(13), êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ìåòîäîì �àë¼ðêèíà äëÿ çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷à-

ñòèö ñ êîîðäèíàòàìè x1 è x2, ñ îñöèëëÿòîðíûì âçàèìîäåéñòâèåì Vosc(x1 − x2) = (x1 − x2)
2/2 ÷åðåç ãàóñ-

ñîâñêèé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð Vg(xs) = α/(σ
√
2π) exp(−x2

s/σ
2), s = 1, 2, σ = 0.1, α=alpha (â ïðèâåäåííîì

ïðèìåðå alpha=5). Ïîñêîëüêó ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû Vij(z) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî z = 0: Vij(z) =
∫ +∞

−∞
dxΦosc

i (x)(Vg((z−x)/
√
2)+Vg((z+x)/

√
2))Φosc

j (x), ãäå Φosc
j (x) ÷¼òíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàðìîíè÷åñêî-

ãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîòåíöèàëîì Vosc(x) = x2
è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Eosc

i =1,5,9,13,17,... (êîòîðûå çàäàþò
ïîðîãîâûå ýíåðãèè E), òî â ïðèìåðå âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèÿ Φeven è Φodd ìíîãîêàíàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà

ïîëóîñè z ∈ (0,+∞), ñîîòâåòñòâåííî, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà è Äèðèõëå ïðè z = 0. Â ïðèìåðå âûïîë-

íÿåòñÿ ïðîâåðêà óíèòàðíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè S-ìàòðèö è ñîîòíîøåíèé ìåæäó àìïëèòóäàìè îòðàæåíèÿ íà ïî-

ëóîñè è àìïëèòóäàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ íà îñè: (Reven+Rodd)/2−R← = 0, (−Reven+Rodd)/2−T← = 0.
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è äàíà â ðàáîòå A.A. Gusev et al, Resonant tunneling of the few bound partiles through

repulsive barriers, Physis of Atomi Nulei 77, pp. 389�413 (2014); ßäåðíàÿ �èçèêà 77, ññ. 414�438 (2014).

restart;read "kantbp4m.mwt";Digits:=8; 1

eqs:=5;psubint:=3;kappamax:=2;keypot:=2; 2

3

alpha:=5; 4

vpot(1, 1) := (10/51)*2^(1/2)*51^(1/2)*exp(-(50/51)*z^2)/Pi^(1/2); 5

vpot(2, 1) := 6

... 7

vpot(5, 5) := ...; 8

9

for i from 1 to eqs do 10

for i1 from i+1 to eqs do 11

vpot(i1,i):=alpha*vpot(i1,i);vpot(i,i1):=vpot(i1,i); 12

od; 13

vpot(i,i):=alpha*vpot(i,i)+[1,5,9,13,17℄[i℄; 14

od; 15

16

Eh:=5.45; 17

zmin:=-6;zmax:=6;ngrid:=40; 18

DirL:=0;DirR:=0; 19

hermites();NOpen:=NOpenL+NOpenR; 20

RLRsat0:=RLRsat; TLRsat0:=TLRsat;RRLsat0:=RRLsat;TRLsat0:=TRLsat;Smatr0:=Smatr; 21

22

DirL:=1;zmin:=0;ngrid:=20; 23

hermites();RRLsat1:=RRLsat;Smatr1:=Smatr; 24

25

DirL:=2; 26

hermites();RRLsat2:=RRLsat;Smatr2:=Smatr; 27

28

"tests;"; 29

"S.S^\dag-I"=HermitianTranspose(Smatr0).Smatr0-Matrix(NOpen,shape=identity); 30

"even: S.S^\dag-I"=HermitianTranspose(Smatr1).Smatr1-Matrix(NOpenR,shape=identity); 31

"odd: S.S^\dag-I"=HermitianTranspose(Smatr2).Smatr2-Matrix(NOpenR,shape=identity); 32

"S-S^T"=Transpose(Smatr0)-Smatr0; 33

"even: S-S^T"=Transpose(Smatr1)-Smatr1; 34

"odd: S-S^T"=Transpose(Smatr2)-Smatr2; 35

"( Reven+Rodd)/2-R<-"=( RRLsat1+RRLsat2)/2-RRLsat0; 36

"(-Reven+Rodd)/2-T<-"=(-RRLsat1+RRLsat2)/2-TRLsat0; 37

Ñòðîêè 1-2: � Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû, âûáîð îïöèé ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ 5 óðàâíåíèé è

ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ñòðîêè 4-15: Çàäàíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ Vij(z) (ïîëíîñòüþ çàäàíû â �àéëå 'example13.txt')

Ñòðîêà 17: Çàäàíèå �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Ñòðîêè 18-21: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè zmin

è z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè (7),(12). Ïðèñâîåíèå ïåðåìåííûì RLRsat0,

TLRsat0, RRLsat0, TRLsat0, Smatr0, çíà÷åíèé ìàòðèö àìïëèòóä îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ è S - ìàòðèöû.

Ñòðîêè 23-24: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (2)

ïðè z = 0 è òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè

(9),(12). Ïðèñâîåíèå ïåðåìåííûì RRLsat1, Smatr1, çíà÷åíèé ìàòðèöû àìïëèòóä îòðàæåíèÿ è S - ìàòðèöû.

Ñòðîêè 26-27: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà ïðè

z = 0 è òðåòüåãî ðîäà (4) ïðè z = zmax
 àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ïîëóîñè (9),(12).

Ïðèñâîåíèå ïåðåìåííûì RRLsat2, Smatr2, çíà÷åíèé ìàòðèöû àìïëèòóä îòðàæåíèÿ è S - ìàòðèöû.

Ñòðîêè 29-37: Ïðîâåðêà óíèòàðíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè S-ìàòðèö è ñîîòíîøåíèé ìåæäó àìïëèòóäàìè

îòðàæåíèÿ íà ïîëóîñè è àìïëèòóäàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ íà îñè: (Reven+Rodd)/2−R← = 0, (−Reven+
Rodd)/2−T← = 0.
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Ïðèìåð 14. Âû÷èñëåíèå ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé (â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåð¼òñÿ

ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè ðåçîíàíñíîì ïðîõîæäåíèè)

Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ äâóõ áàðüåðîâ (ïîòåíöèàëîâ Ï¼øëÿ Òåë-

ëåðà èëè Ñêàð�à), ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè 2d

(D− Em)Φm(z) =

(

− d2

dz2
+

V1

cosh(z−d)2+ı
V2 sinh(z−d)
cosh(z−d)2 +

V1

cosh(z+d)2
+ ı

V2 sinh(z+d)

cosh(z+d)2
−Em

)

Φm(z) = 0. (77)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íüþòîíîâñêîé ñõåìû âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ-

ñåÿíèÿ ïðè çíà÷åíèè ýíåðãèè E ≡ ℜE, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåçîíàíñíîìó ïðîõîæäåíèþ, ëîêàëèçîâàííîå ìåæäó

áàðüåðàìè.

Äåòàëè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáñóæäàëèñü â ðàáîòå:

A.A. Gusev, et al, Leture Notes in Computer Siene 9301, pp. 182�197 (2015)

restart;Digits:=12;read "kantbp4m.mwt"; 1

keypot:=2;psubint:=6;kappamax:=1; 2

zmin:=-20;zmax:=20;ngrid:=80;DirL:=0;DirR:=0; 3

4

#hoose one of four 5

#V1:=2;V2:=1;d12:=7/2;Eh:=0.360240; 6

V1:=2;V2:=1;d12:=7/2;Eh:=1.036324; 7

#V1:=2;V2:=0;d12:=7/2;Eh:=0.310918; 8

#V1:=2;V2:=0;d12:=7/2;Eh:=1.025359; 9

vpot:=V1/osh(z-d12)^2+V2*I*sinh(z-d12)/osh(z-d12)^2 10

+V1/osh(z+d12)^2+V2*I*sinh(z+d12)/osh(z+d12)^2; 11

12

hermites(); 13

abs(TLRsat[1,1℄)^2; 14

15

read "wfunts1.dat": 16

keypot:=3; 17

Phink:=eigfRLr(1,1)+I*eigfRLi(1,1): 18

DirL:=3;DirR:=3; 19

RBoundL:=-sqrt(-EEh);RBoundR:=sqrt(-EEh); 20

normtp:=0; 21

itermax:=20; 22

hermites(); 23

Ñòðîêè 1�14 Âû÷èñëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ñòðîêè 16�23 Âû÷èñëåíèå ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Ñòðîêè 1-3: � Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû, âûáîð îïöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Ñòðîêè 5-11: Çàäàíèå ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà è ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (îíî æå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â íüþòîíîâñêîé ñõåìå). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçî-

íàíñíîìó ïðîõîæäåíèþ ïîäîáðàíû çàðàíåå. Ïðåäëàãàåòñÿ âûáîð èç 4 íàáîðîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ñòðîêè 13-14: �åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà îñè è ïðîâåðêà òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî ïîëíîå ïðîõîæäåíèå

(ðåçîíàíñíàÿ ïðîçðà÷íîñòü).

Ñòðîêà 16: ×òåíèå �àéëà ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Ñòðîêà 17: Âûáîð îïöèé äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 18: Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèè.

Ñòðîêè 19-20: Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà.

Ñòðîêè 21-23: Âûáîð òèïà óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèé è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

ìåòîäîì Íüþòîíà.
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Ïðèìåð 15. Âû÷èñëåíèå ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé (â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåð¼òñÿ

ðåøåíèå çàäà÷è íà ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ)

Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ äâóõ áàðüåðîâ (ïîòåíöèàëîâ Ï¼øëÿ Òåë-

ëåðà èëè Ñêàð�à), ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè 2d

(D− Em)Φm(z) =

(

− d2

dz2
+

V1

cosh(z−d)2+ı
V2 sinh(z−d)
cosh(z−d)2 +

V1

cosh(z+d)2
+ ı

V2 sinh(z+d)

cosh(z+d)2
−Em

)

Φm(z) = 0. (78)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íüþòîíîâñêîé ñõåìû âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå çàäà÷è íà ñâÿ-

çàííûå ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííîå ìåæäó áàðüåðàìè.

Äåòàëè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáñóæäàëèñü â ðàáîòå:

A.A. Gusev, et al, Leture Notes in Computer Siene 9301, pp. 182�197 (2015)

restart;Digits:=12; 1

read "kantbp4m.mwt"; 2

keypot:=1;psubint:=6;kappamax:=1; 3

4

zmin:=-20;zmax:=20;ngrid:=20;numberf:=13; 5

DirL:=3;DirR:=3; 6

RBoundL:=-0.04-0.4*I;RBoundR:=0.04+0.4*I; 7

#V1:=2;V2:=1;d12:=7/2;sts:=7,12; 8

V1:=2;V2:=0;d12:=7/2;sts:=7,12; 9

vpot:=V1/osh(z-d12)^2+V2*I*sinh(z-d12)/osh(z-d12)^2 10

+V1/osh(z+d12)^2+V2*I*sinh(z+d12)/osh(z+d12)^2; 11

12

hermites(); 13

14

read "wfunts1.dat": 15

keypot:=3; 16

zmin:=-20;zmax:=20;ngrid:=80; 17

normtp:=0; 18

itermax:=20; 19

RBoundL:=-sqrt(-EEh);RBoundR:=sqrt(-EEh); 20

for ii in sts do 21

Eh:=eigv(ii); 22

Phink:=eigf(1,ii)+I*eigfi(1,ii): 23

hermites(); 24

od: 25

Ñòðîêè 1�13 Âû÷èñëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ñòðîêè 15�25 Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ìåòàñòàáèëüíûõ

ñîñòîÿíèé.

Ñòðîêè 1-3: � Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû, çàäàíèå êëþ÷à keypot:=1; äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà: âû÷èñëåíèÿ íàáîðà êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêè 5-7: Çàäàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè, êîëè÷åñòâà âû÷èñëÿåìûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà, çàäàííûõ â ñòðîêå

20, íå çàâèñÿò îò èñêîìîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Çàìå÷àíèå. Â äàííîì ïðèìåðå äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-

âàþùåãî ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîìó ðåøåíèþ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè çàäàííîì

êðàåâîì óñëîâèè òðåòüåãî ðîäà ñ êîý��èöèåíòàìè R(zmax) = −R(zmin) =
√
−E0, ãäå çíà÷åíèå E0 âûáðàíî èç

îêðåñòíîñòè èñêîìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé E1 è E2.

Ñòðîêè 8-11: Çàäàíèå ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðåäëàãàåòñÿ âûáîð èç 2 íàáîðîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ñïèñîê íîìåðîâ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ëîêàëèçîâàííûõ ìåæäó áàðüåðàìè (îíè æå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé), ïîäîáðàí çàðàíåå, åñòü çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé sts.

Ñòðîêè 13: �åøåíèå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

Ñòðîêà 15: ×òåíèå �àéëà ñ ðåøåíèÿìè çàäà÷è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
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Ñòðîêà 16: Âûáîð îïöèé äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 17: Çàäàíèå íîâîé ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Ñòðîêè 18-19: Âûáîð óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèé.

Ñòðîêà 20: Çàäàíèå íîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

òðåòüåãî ðîäà, çàäàííûõ â ñòðîêå 7, çàâèñÿò îò èñêîìîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Ñòðîêè 21�25: �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà, ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé èñ-

ïîëüçîâàëèñü ñîáñòâåííûå �óíêöèè, èç ñïèñêà sts, ëîêàëèçîâàííûå â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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Ïðèìåð 16. Ïðèìåíåíèå ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ

êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

Ïðîãðàììà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà èíòåðâàëå z ∈ (0, 8) äëÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

(

− 1

2z

d

dz
z
d

dz
+

z2

2
−Em

)

Φm(z) + λ(Φm(z))3 = 0, lim
z→0

z
dΦm(z)

dz
= 0, Φm(8) = 0,

∫ 8

0

zdz|Φm(z)|2 = 1. (79)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (79) ïåðåïèñûâàåì â ñëåäóþùåì âèäå

(

− 1

2z

d

dz
z
d

dz
+

z2

2
+ λ(Φm(z))2−E

)

Φm(z) = 0, lim
z→0

z
dΦm(z)

dz
= 0, Φm(8) = 0,

∫ 8

0

zdz|Φm(z)|2 = 1 (80)

è ðåøàåì åãî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ Φ
(0)
m (z) áåð¼òñÿ íàáîð ðåøåíèé çàäà÷è (79) ïðè λ = 0

(

− 1

2z

d

dz
z
d

dz
+

z2

2
−E(0)

m

)

Φ(0)
m (z) = 0, lim

z→0
z
dΦ

(0)
m (z)

dz
= 0, Φ(0)

m (8) = 0,

∫ 8

0

zdz|Φ(0)
m (z)|2 = 1,

êàæäîå ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå Φ
(k)
m (z), E

(k)
m ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî Φ

(k−1)
m (z), E

(k−1)
m ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ

èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà êðàåâîé çàäà÷è:

(

− 1

2z

d

dz
z
d

dz
+

z2

2
+ λ(Φ(k−1)

m (z))2−E(k)
m

)

Φ(k)
m (z) = 0, lim

z→0
z
dΦ

(k)
m (z)

dz
= 0, Φ(k)

m (8) = 0,

∫ 8

0

zdz|Φ(k)
m (z)|2 = 1.

restart;Digits:=16; 1

read "kantbp4m.mwt"; 2

psubint:=10;kappamax:=1; 3

4

zmin:=0;zmax:=8;ngrid:=4; 5

FFA:=z;FFB:=2*z; 6

DirL:=2;DirR:=1; 7

lambdaa:=2;eps:=10^(-6); 8

filenamew:="init.dat"; 9

eqs:=1; 10

vpot(1,1):=z^2/2; 11

numberf:=4; 12

keypot:=1; 13

hermites(); 14

15

keypot:=3; 16

grprint:=0; 17

for ii from 1 to numberf do 18

filenamew:=at("fun",onvert(ii,string),".dat"); 19

itermax:=5; iters:=0; 20

read "init.dat"; 21

vpot(1,1):=z^2/2+(eigf||ii(1))^2*lambdaa; 22

Eh:=eigv||ii; 23

Phink(1):=(eigf||ii(1)): 24

hermites(); 25

Ehs:=Eh;ii1:=0;itermax:=2; 26

while ii1=0 do 27

iters:=iters+1; 28

print("iteration=", iters); 29

read filenamew; 30

vpot(1,1):=z^2/2+eigf(1)^2*lambdaa; 31

Eh:=eigv; 32
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Phink(1):=eigf(1): 33

hermites(); 34

if(abs(Ehs-Eh)<eps) then ii1:=1; fi; 35

Ehs:=Eh; 36

od:od: 37

38

for ii from 1 to numberf do 39

read at("fun",onvert(ii,string),".dat"); 40

plot(eigf(1),z=zmin..zmax); 41

plots[logplot℄(abs(-1/2/z*diff(z*diff(eigf(1),z),z) 42

+(z^2/2-eigv)*eigf(1)+eigf(1)^3*lambdaa),z=zmin..zmax); 43

od; 44

Ñòðîêè 1-3: Èíèöèàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû è âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ñòðîêà 5: Çàäàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Ñòðîêà 6: Îïðåäåëåíèå fA(z) è fB(z)
Ñòðîêà 7: Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íåéìàí-Äèðèõëå.

Ñòðîêà 8: Çàäàíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Ñòðîêà 9: Çàäàíèå èìåíè �àéëà â êîòîðûé áóäóò çàïèñàíû ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ðåøåíèé.

Ñòðîêè 10-11: Âûáîð îïöèè eqs=1 ðåøåíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò eqs=0, vpot åñòü

ìàññèâ ðàçìåðíîñòüþ 1õ1.

Ñòðîêè 12-13: Âûáîð îïöèè âû÷èñëåíèÿ íàáîðà ÷åòûð¼õ ñîáñòâåííûõ �óíêöèè è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

Ñòðîêà 14: �åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ñòðîêè 16-17: Âûáîð îïöèé óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà, áåç âûâîäà ãðà�èêîâ ðåçóëüòàòîâ

ðàñ÷¼òà íà ýêðàí.

Ñòðîêè 18 è 37: Íà÷àëî è êîíåö öèêëà â êîòîðîì âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

Ñòðîêà 19: Äëÿ êàæäîãî èç numberf ðåøåíèé çàäàíèå èìåíè �àéëà â êîòîðûé áóäóò çàïèñàíû ïîñëåäó-

þùèå ïðèáëèæåíèÿ (�àéë êàæäûé ðàç áóäåò ïåðåïèñûâàòüñÿ).

Ñòðîêè 20 è 26: Çàäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ âûïîëíåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà.

Ñòðîêè 20 è 28�29: Ñ÷åò÷èê êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

Ñòðîêè 21 è 30: ×òåíèå �àéëà ñ ïåðâûì è (k − 1)-ûì ïðèáëèæåíèÿìè.

Ñòðîêè 22 è 31: Ïåðåîïðåäåëåíèå ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà çàäà÷è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ïðè-

áëèæåíèÿ.

Ñòðîêè 23 è 32: Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî óòî÷íåíèÿ ðåøå-

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 24 è 33: Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèè äëÿ ïîñëåäóþùåãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 25 è 34: Óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ñòðîêè 35 è 36: Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ çàâåðøåíèÿ âñåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ñòðîêè 39-44: Âûâîä íà ýêðàí ãðà�èêîâ ÷åòûð¼õ âû÷èñëåííûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ïîãðåøíîñòåé

ε̄m(z) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.


