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�¶¨¸ ´  ¸Ì¥³  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨, ¢ ±μÉμ·μ° £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¨ ²¨-
´¥°´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶¥·¢¨Î´Ò³¨ Ô²¥³¥´É ³¨ É¥μ·¨¨. ‚³¥¸Éμ ÔÉμ£μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö
´¥±μÉμ·Ò° ¢ ·¨ ´É  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤ . ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢¨Î´ÒÌ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö
Ô²¥³¥´ÉÒ ´¥±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò (´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥) ¨ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò ´  ÔÉμ°  ²£¥¡·¥ (Ô²¥³¥´É ·-
´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö), ±μÉμ·Ò¥  ¸¸μÍ¨¨·ÊÕÉ¸Ö ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ ¥¤¨´¨Î´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°. ’ ± Ö ¸Ì¥³ 
¶μ§¢μ²Ö¥É, ¸ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ  ¶¶ · É ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° (±μ²³μ£μ·μ¢¸±μ°) É¥μ·¨¨ ¢¥-
·μÖÉ´μ¸É¥°,   ¸ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¸É¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°  ¶¶ · É ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ°
³¥Ì ´¨±¨ ¨ Ê± § ÉÓ £· ´¨ÍÒ ¥£μ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨. „ ´ ±· É±¨° μ¡§μ· ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¸¢¥¤¥´¨° ¨§
É¥μ·¨¨  ²£¥¡· ¨ É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. �¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö, ± ± · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ¸Ì¥³ 
¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ É¥μ·¨¥° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ¨ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¨§¡¥¦ ÉÓ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¶ · ¤μ±¸μ¢.

We describe a scheme for constructing quantum mechanics in which the Hilbert space and linear
operators are not primary elements of the theory. Some variant of the algebraic approach is instead
considered. The elements of a noncommutative algebra (observables) and functionals in this algebra
(the elementary states associated with the results of a single measurement) serve as the primary
components of the theory. Such a scheme allows us to use, on the one hand, the formalism of the
classical (Kolmogorovian) theory of probability, and on the other hand, to reproduce the mathematical
formalism of standard quantum mechanics and to specify borders of its applicability. A brief review
of necessary data from the theory of algebras and probability theory is given. The manner is described
in which the considered mathematical scheme agrees with the theory of quantum measurements and
allows one to avoid quantum paradoxes.
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‘μ§¤ ´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶·μ¨§¢¥²μ ·¥¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò° ¶¥·¥¢μ·μÉ ¢ Ë¨-
§¨±¥. �Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¤ ¢´μ ¸É ²μ ¡ ´ ²Ó´μ¸ÉÓÕ, ´μ μÉ ÔÉμ£μ ´¥ ¶¥·¥¸É ²μ
¡ÒÉÓ ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢ · ³± Ì ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨ Ê¤ ²μ¸Ó ±μ-
²¨Î¥¸É¢¥´´μ μ¶¨¸ ÉÓ μ£·μ³´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ö¢²¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ¢ · ³± Ì ±² ¸-
¸¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ μ¶¨¸ ´¨Õ ´¥ ¶μ¤¤ ¢ ²¨¸Ó. �  μ¸´μ¢¥ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨
¡Ò²μ · §¢¨Éμ μ£·μ³´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ´μ¢ÒÌ É¥Ì´μ²μ£¨°.

�¤´ ±μ, ± ± ¢¸Ö± Ö ·¥¢μ²ÕÍ¨Ö, ±¢ ´Éμ¢ Ö ·¥¢μ²ÕÍ¨Ö ¨³¥²  ´¥ Éμ²Ó±μ
¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò¥, ´μ ¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò¥ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö. ‚ Ë¨§¨±¥ ± ±-Éμ ´¥§ -
³¥É´μ ¶·μ¨§μÏ²  ¶μ¤³¥´  ¶μ´ÖÉ¨°. �μ¤ ¸²μ¢ ³¨ ®¤ ÉÓ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ± ±μ³Ê-Éμ
Ö¢²¥´¨Õ¯ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¥ μ¡ÒÎ´μ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ÕÉ ®¤ ÉÓ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ¥
μ¶¨¸ ´¨¥ ÔÉμ£μ Ö¢²¥´¨Ö¯.
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’ ± Ö ¶μ¤³¥´  ¨³¥¥É ¢¶μ²´¥ ¶μ´ÖÉ´μ¥ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥. ‘μ¢·¥³¥´´ Ö ±¢ ´-
Éμ¢ Ö Ë¨§¨±  ¸É·μ¨É¸Ö ± ±  ±¸¨μ³ É¨Î¥¸± Ö É¥μ·¨Ö, μ¸´μ¢Ò¢ ÕÐ Ö¸Ö ´  ³ -
É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì  ±¸¨μ³ Ì [1]. �É¨  ±¸¨μ³Ò μÎ¥´Ó Ê¤μ¡´Ò ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö
³μÐ´μ£μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ  ¶¶ · É . ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ¨Ì ¸¢Ö§Ó ¸ ´ Ï¨³¨ ¨´ÉÊ-
¨É¨¢´Ò³¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö³¨ ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É [2]. ‘·¥¤¨
¡μ²ÓÏ¨´¸É¢  Ë¨§¨±μ¢-É¥μ·¥É¨±μ¢ ¶·μÎ´μ ÊÉ¢¥·¤¨²μ¸Ó ³´¥´¨¥, ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ-
¢μ° É¥μ·¨¨ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¨´ÉÊ¨Í¨Ö, μ¸´μ¢ ´´ Ö ´  ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨ÖÌ, ¡¥¸¶μ²¥§´ . �μÔÉμ³Ê É¥μ·¨Ö ³μ¦¥É ¸É·μ¨ÉÓ¸Ö ´  μ¸´μ¢ ´¨¨ ¡μ²¥¥ ¨²¨
³¥´¥¥ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ´ ¡μ·  ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì  ±¸¨μ³. ‹¨ÏÓ ¡Ò μ´¨ ¡Ò²¨ ¢´Ê-
É·¥´´¥ ´¥¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢Ò, ¨ ¨Ì ¸²¥¤¸É¢¨Ö Ìμ·μÏμ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ μ¶¨¸Ò¢ ²¨
¤μ¸É ÉμÎ´μ Ï¨·μ±¨° ±·Ê£ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
μ¤´¨³ ¨§ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨° ±¢ ´Éμ¢μ° ·¥¢μ²ÕÍ¨¨ ¸É ²  § ³¥´  μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö Ë¨§¨-
Î¥¸±μ£μ Ö¢²¥´¨Ö ¥£μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ μ¶¨¸ ´¨¥³.

‘μ¢·¥³¥´´ Ö ¸É ´¤ ·É´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  μ¸´μ¢Ò¢ ¥É¸Ö ´  ¶μ¸ÉÊ-
² É Ì:

I. ‘μ¸ÉμÖ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢¥±Éμ·μ³ |Ψ〉 ´¥±μÉμ·μ£μ
£¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨²¨ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨³ μ¶¥· Éμ·μ³ (³ É·¨Í¥° ¶²μÉ-
´μ¸É¨) ¢ ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

II. � ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ D̂ ¸¨¸É¥³Ò μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨ μ¶¥· Éμ-
· ³¨ D̂.

III. ‘·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° D̂ ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ |Ψ〉 · ¢´μ ³ É¥³ É¨-
Î¥¸±μ³Ê μ¦¨¤ ´¨Õ 〈Ψ|D̂|Ψ〉.

�μÎ¥³Ê £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¨³¥¥É ± ±μ¥-Éμ μÉ´μÏ¥´¨¥ ± ¸μ¸ÉμÖ-
´¨Õ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¶μÎ¥³Ê μ¶¥· Éμ· D̂ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° D̂,
´ ±μ´¥Í, ¶μÎ¥³Ê ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° · ¢´Ö¥É¸Ö 〈Ψ|D̂|Ψ〉? ‚¸¥ ÔÉ¨
¢μ¶·μ¸Ò ¸Î¨É ÕÉ¸Ö ´¥Ê³¥¸É´Ò³¨.

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¢μ¸Éμ·¦¥¸É¢μ¢ ² ²μ§Ê´£ ®�μ¡¥¤¨É¥-
²¥° ´¥ ¸Ê¤ÖÉ!¯. �£·μ³´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶·¥±· ¸´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ
´  μ¸´μ¢ ´¨¨ ÔÉ¨Ì ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢, ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸μ ¸¶μ±μ°´μ° ¸μ¢¥¸ÉÓÕ μÉ³ Ì´ÊÉÓ¸Ö
μÉ ´¥Ê³¥¸É´ÒÌ ®¶μÎ¥³Ê¯.

’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¢ £²Ê¡¨´¥ ¤ÊÏ¨ ± ±μ°-Éμ Î¥·¢Ó ¸μ³´¥´¨Ö Ï¥¢¥²¨É¸Ö. ‘ ¤·Ê-
£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ´¥ ³μ£ÊÉ ¦¥ ¡ÒÉÓ ¸²ÊÎ °´μ¸ÉÓÕ É ±¨¥ ¶·¥±· ¸´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ.
� ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ, ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö IÄIII ´¥ ´Ê¦´μ ¶·¨´¨³ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢¨Î´ÒÌ
¶μ¸ÉÊ² Éμ¢, ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ, μ´¨ ¸²¥¤ÊÕÉ ¨§ ¡μ²¥¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ¶μ²μ¦¥´¨°,
±μÉμ·Ò¥ ¡μ²¥¥ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¸¢Ö§ ´Ò ¸ Ë¨§¨±μ°?

…¸²¨ ÔÉμ É ±, Éμ ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ´ ¤¥¦¤  ¢ÒÖ¢¨ÉÓ Ê¸²μ¢¨Ö, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ÊÉ¢¥·-
¦¤¥´¨Ö IÄIII ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò, ¨´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ £· ´¨ÍÒ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨
¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ÔÉμ ³μ¦¥É ¶μ³μÎÓ ¶μ²μ-
¦¨ÉÓ ±μ´¥Í ¸¶μ· ³ μ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¶ · ¤μ±¸ Ì, ±μÉμ·Ò¥ ¡Ê¤μ· ¦ É Ë¨§¨Î¥¸±μ¥
¸μμ¡Ð¥¸É¢μ ¶μÎÉ¨ ¸ ¸ ³μ£μ § ·μ¦¤¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨.



ˆ‡Œ…�…�ˆŸ ˆ Œ�’…Œ�’ˆ—…‘Šˆ‰ ������’ Š‚��’�‚�‰ ”ˆ‡ˆŠˆ 297

�μ¸ÉÊ² ÉÒ IÄIII ¨³¥ÕÉ ¥Ð¥ μ¤¨´ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò° ´¥¤μ¸É Éμ±. �´¨ · §-
·Ò¢ ÕÉ ¸¢Ö§Ó ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°. ‚ ¶μ¸²¥¤´¥° ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¨
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ¤·Ê£¨Ì ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì
¶μ´ÖÉ¨°. ‚μμ¡Ð¥, ¸¢Ö§Ó ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ¸ ±¢ ´Éμ¢μ° μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ± ±μ°-
Éμ ¸É· ´´μ°. ‘ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö Ë¨§¨±  ¸Î¨É ¥É¸Ö ¶·¥¤¥²Ó´Ò³
¸²ÊÎ ¥³ ±¢ ´Éμ¢μ°, É. ¥. ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö Ë¨§¨±  Å ÔÉμ ¢Éμ·¨Î´ Ö É¥μ·¨Ö. ‘
¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¨ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶μ²μ¦¥´¨° ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨
É·¥¡Ê¥É¸Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¸ ¶·¨¡μ·μ³,
±μÉμ·Ò° μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ [3]. ‚ ²μ£¨±¥ É ± Ö
¸¨ÉÊ Í¨Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´  ¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ·μÎ´Ò³ ±·Ê£μ³. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¢ÒÌμ¤ 
¨§ ÔÉμ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¤¥² ¥É¸Ö ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥, ÎÉμ ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ²μ£¨±  ¢ ±¢ ´Éμ¢μ°
Ë¨§¨±¥ ´¥ ¤¥°¸É¢Ê¥É, ÎÉμ É ³ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ²μ£¨± .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É ¥Ð¥ ¨ ·¥¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò°
¶¥·¥¢μ·μÉ ¢ ²μ£¨±¥. �¤´ ±μ, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ Ë¨§¨±¨, §¤¥¸Ó ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ ¶μ-
²μ¦¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ μÉ É ±μ£μ ¶¥·¥¢μ·μÉ  ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ³ ²μ. Š·μ³¥
Éμ£μ, ±¢ ´Éμ¢ Ö ²μ£¨±  ± ± ´¥± Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ Ö ¶μ²´ Ö ¸Ì¥³  ´¥ ¸μ§¤ ´ .
�É¤¥²Ó´Ò¥ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´Ò¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö Ë ±É¨Î¥¸±¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥±μÉμ·μ°
¶¥·¥Ëμ·³Ê²¨·μ¢±μ° ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢ IÄIII ¨²¨ ¸²¥¤¸É¢¨° ¨§ ´¨Ì. �¥¤ ·μ³ ¶μ-
¤ ¢²ÖÕÐ¥¥ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ·¥ ²Ó´μ ¶· ±É¨±ÊÕÐ¨Ì Ë¨§¨±μ¢ ´¥ ¸¸Ò² ÕÉ¸Ö ´ 
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ²μ£¨±¨,   ¶·¥¤¶μÎ¨É ÕÉ μ¡· Ð ÉÓ¸Ö ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ
± ¶μ¸ÉÊ² É ³ IÄIII.

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¨³¥¥É¸Ö ¥Ð¥ μ¤¨´ ´¥-
¶·¨ÖÉ´Ò° ³μ³¥´É. Š¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ¶μ ¸¢μ¥° ¸ÊÉ¨ Å ÔÉμ ¸É É¨¸É¨Î¥¸± Ö
É¥μ·¨Ö. �μÔÉμ³Ê μ´  ¤μ²¦´  μ¸´μ¢Ò¢ ÉÓ¸Ö ´  É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. ’¥μ·¨Ö
¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° (¢ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ Šμ²³μ£μ·μ¢  [4]) ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¨° ³μ³¥´É Å ÔÉμ
¢¶μ²´¥ ¸Ëμ·³¨·μ¢ ¢Ï¨°¸Ö · §¤¥² ³ É¥³ É¨±¨. �¤´ ±μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ É ± Ö
É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ´¥ ¶·¨£μ¤´  ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¨ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¸¶¥Í¨-
 ²Ó´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°, É. ¥. ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö É·¥¡Ê¥É ¥Ð¥ ¨
·¥¢μ²ÕÍ¨μ´´μ£μ ¶¥·¥¢μ·μÉ  ¢ ³ É¥³ É¨±¥. ‡¤¥¸Ó É ±¦¥ μ¸μ¡ÒÌ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó-
´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ´¥ ¤μ¸É¨£´ÊÉμ. ‘Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò Éμ²Ó±μ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥-
´¨Ö ÔÉμ° ´μ¢μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°, μ¶ÖÉÓ-É ±¨ Ë ±É¨Î¥¸±¨ ¸¢μ¤ÖÐ¨¥¸Ö ±
¶μ¸ÉÊ² É ³ IÄIII (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [5]).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö · §·Ò¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¸ ³ É¥³ É¨±μ°,
±μÉμ· Ö μ¸É ¥É¸Ö ¢ É· ¤¨Í¨μ´´μ³ ·Ê¸²¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ²μ£¨±¨ ¨ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. ˆ§ ¸± § ´´μ£μ ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¡Ò²μ ¡Ò ±· °´¥ ¦¥-
² É¥²Ó´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ É¥μ·¥É¨±μ-³ É¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ ¸Ì¥³Ê, ±μÉμ· Ö ¡Ò²  ¡Ò ¶·¨-
£μ¤´  ± ± ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°, É ± ¨ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨. 	Ò²μ ¡Ò μÎ¥´Ó
Ìμ·μÏμ, ¥¸²¨ ¡Ò ¶· ¢¨²  ¨£·Ò ¢ ÔÉμ° ¸Ì¥³¥, ¨²¨, ± ± £μ¢μ·ÖÉ Ë¨²μ¸μËÒ,
¶ · ¤¨£³¥, ¡Ò²¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨. �μ¤ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶ · ¤¨£³μ° §¤¥¸Ó ¡Ê-
¤¥É ¶μ¤· §Ê³¥¢ ÉÓ¸Ö, ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ, ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö Ëμ·³ ²Ó´ Ö ²μ£¨±  ¨ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨¥ μ ´ ²¨Î¨¨ ¶·¨Î¨´´μ-¸²¥¤¸É¢¥´´μ° ¸¢Ö§¨ ± ± ³¥¦¤Ê Ë¨§¨Î¥¸±¨³¨
Ö¢²¥´¨Ö³¨, É ± ¨ ³¥¦¤Ê ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö³¨. „ ²¥¥, ¶·¥¤¶μ²μ¦¥-
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´¨¥ μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ·¥ ²Ó´μ¸É¥°, ±μÉμ·Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´μ¸¨É¥-
²Ö³¨ ¶·¨Î¨´ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨°. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ
¢¥·μÖÉ´μ¸É´Ò¥ ¸Ê¦¤¥´¨Ö ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ±μ²³μ£μ·μ¢¸±μ° É¥μ·¨¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°.

�¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢¸¥ ÔÉ¨ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò ¸ ³ É¥³ É¨-
Î¥¸±μ° ¸Ì¥³μ°, ±μÉμ· Ö ¶·¨´ÖÉ  ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥. ‡¤¥¸Ó ¶·¥¤¶·¨´ÖÉ 
¶μ¶ÒÉ±  ¤μ± § ÉÓ μ¡· É´μ¥. �·¨ ÔÉμ³ ³Ò ´¥ ¡Ê¤¥³ μ¸´μ¢Ò¢ ÉÓ¸Ö ´  ¶μ¸ÉÊ² -
É Ì IÄIII,   ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨° ¶μ¤Ìμ¤ [6Ä8]. ‚ · ³± Ì ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤ 
μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ  ±¸¨μ³Ò, ±μÉμ·Ò¥, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ¡μ-
²¥¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò, Î¥³ ¶μ¸ÉÊ² ÉÒ IÄIII,   ¢μ-¢Éμ·ÒÌ, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¨´ÉÊ¨É¨¢´μ
£μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¶μ´ÖÉ´Ò³¨ [9Ä11].

‡¤¥¸Ó, ¶· ¢¤ , ¶·¨¤¥É¸Ö ¶·¥μ¤μ²¥ÉÓ ´¥±μÉμ·Ò° ¶¸¨Ìμ²μ£¨Î¥¸±¨° ¡ ·Ó¥·.
„¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ  ¶¶ · É £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¸É ² ¸É ´¤ ·É´Ò³ ¢ ±¢ ´-
Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥. �μÔÉμ³Ê μ´ ± ¦¥É¸Ö ¨´ÉÊ¨É¨¢´μ ¶μ´ÖÉ´Ò³. �μ ÔÉμ ¶·¨¢ÒÎ± 
± μ¶·¥¤¥²¥´´μ³Ê ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³Ê  ¶¶ · ÉÊ,   ´¥ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¨´ÉÊ¨Í¨Ö. ‚
¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê  ¶¶ · É É¥μ·¨¨  ²£¥¡· £μ· §¤μ ³¥´¥¥ ¶·¨¢ÒÎ¥´ ¤²Ö
¡μ²ÓÏ¨´¸É¢  Ë¨§¨±μ¢. �μÔÉμ³Ê ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö, ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨¥ Ö§Ò± É¥μ·¨¨  ²-
£¥¡·, ± ¦ÊÉ¸Ö ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò³¨, Î¥³ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö, ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨¥ Ö§Ò± É¥μ·¨¨
£¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ . •μÉÖ, ± ± ¶· ¢¨²μ,  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö
¡μ²¥¥ Ô²¥³¥´É ·´Ò. —Éμ¡Ò ¶μ³μÎÓ ¶·¥μ¤μ²¥ÉÓ ÔÉμÉ ¶¸¨Ìμ²μ£¨Î¥¸±¨° ¡ -
·Ó¥·, ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ · §¤¥²¥ ¡Ê¤ÊÉ ¶·¨¢¥¤¥´Ò Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸¢¥¤¥´¨Ö ¨§ É¥μ·¨¨
 ²£¥¡·.

1. �‹…Œ…�’› ’…��ˆˆ �‹ƒ…��

�¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö § ¨³¸É¢μ¢ ´Ò ¨§ ³μ´μ£· Ë¨° [6,12Ä15].

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 1. Œ´μ¦¥¸É¢μ L ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´Ò³ (¤¥°¸É¢¨É¥²Ó-
´Ò³) ²¨´¥°´Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³, ¥¸²¨:

 ) ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ±μ³¶²¥±¸´μ£μ (¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ£μ) Î¨¸²  α ¨ ²Õ¡μ£μ Ô²¥³¥´É 
Û ∈ L μ¶·¥¤¥²¥´ Ô²¥³¥´É αÛ ∈ L;

¡) ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ ¤¢ÊÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ Û , V̂ ∈ L μ¶·¥¤¥²¥´ Ô²¥³¥´É Û + V̂ ∈ L;
¢) μ¶¥· Í¨¨  ) ¨ ¡) μ¡² ¤ ÕÉ μ¡ÒÎ´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ Ê³´μ¦¥´¨Ö ¨ ¸²μ¦¥-

´¨Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 2. Šμ³¶²¥±¸´μ¥ (¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¥) ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ
L ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´μ° (¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°)  ²£¥¡·μ° A, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ
Ô²¥³¥´Éμ¢ Û , V̂ , Ŵ ∈ A μ¶·¥¤¥²¥´  μ¶¥· Í¨Ö Ê³´μ¦¥´¨Ö, μ¡² ¤ ÕÐ Ö ¸²¥¤Ê-
ÕÐ¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨:

 ) Û V̂ ∈ A;
¡) (Û + V̂ )Ŵ = ÛŴ + V̂ Ŵ , Û(V̂ + Ŵ ) = Û V̂ + ÛŴ ;
¢) α(Û V̂ ) = (αÛ )V̂ = Û(αV̂ ).
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�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 3. �²£¥¡·  A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ°, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ
Û , V̂ , Ŵ ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Û(V̂ Ŵ ) = (Û V̂ )Ŵ .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 4. �²£¥¡·  A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ
Û , V̂ ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Û V̂ = V̂ Û .

��ˆŒ…�›:
 ) ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°

μ¤´μ£μ ¶¥·¥³¥´´μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ²£¥¡·μ°;
¡) ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°

μ¤´μ£μ ¶¥·¥³¥´´μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´μ°  ²£¥¡·μ°;
¢) ³´μ¦¥¸É¢μ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´-

¸É¢  Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ³¶²¥±¸´μ°  ²£¥¡·μ°;
£) ³´μ¦¥¸É¢μ ¢§ ¨³´μ ±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÐ¨Ì μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ Ô·³¨Éμ¢ÒÌ ²¨´¥°-

´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ²£¥¡·μ°;
¤) ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ Ô·³¨Éμ¢ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ £¨²Ó-

¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡·μ°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 5. �Éμ¡· ¦¥´¨¥ Û → Û∗ ±μ³¶²¥±¸´μ°  ²£¥¡·Ò A ´  ¸¥¡Ö
(Û , Û∗ ∈ A) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨´¢μ²ÕÍ¨¥°, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ±μ³¶²¥±¸´μ£μ Î¨¸²  α
¨ ¢¸¥Ì Û , V̂ ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ · ¢¥´¸É¢ :

 ) (Û + V̂ )∗ = Û∗ + V̂ ∗;
¡) (αÛ)∗ = α∗Û∗;
¢) (Û V̂ )∗ = V̂ ∗Û∗;
£) Û∗∗ = Û .

��ˆŒ…�›:
 ) ¥¸²¨ A Å ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ

ËÊ´±Í¨° μ¤´μ£μ ¶¥·¥³¥´´μ£μ, Éμ μ¶¥· Í¨Ö ±μ³¶²¥±¸´μ£μ ¸μ¶·Ö¦¥´¨Ö Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¨´¢μ²ÕÍ¨¥°;

¡) ¥¸²¨ A Å ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ £¨²Ó-
¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ , Éμ μ¶¥· Í¨Ö Ô·³¨Éμ¢μ£μ ¸μ¶·Ö¦¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨´¢μ-
²ÕÍ¨¥°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 6. Šμ³¶²¥±¸´ Ö  ²£¥¡· , μ¸´ Ð¥´´ Ö μ¶¥· Í¨¥° ¨´¢μ²Õ-
Í¨¨, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨´¢μ²ÕÉ¨¢´μ°  ²£¥¡·μ°.

‡�Œ…—��ˆ…. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·¥ μ¶¥· Í¨Õ ¨´¢μ-
²ÕÍ¨¨ ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ± ± Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 7. …¸²¨ Û∗ = Û (Û ∈ A), Éμ Ô²¥³¥´É Û ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ô·³¨-
Éμ¢Ò³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 8. �²¥³¥´É Î ∈ A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¥¤¨´¨Í¥°  ²£¥¡·Ò, ¥¸²¨ ¤²Ö
²Õ¡μ£μ Û ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ÎÛ = Û Î = Û .
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“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 1. ‹Õ¡ Ö  ²£¥¡·  ²¨¡μ ¸μ¤¥·¦¨É ¥¤¨´¨ÍÊ, ²¨¡μ ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ ¤μ¶μ²´¥´  Ô²¥³¥´Éμ³, μ¡² ¤ ÕÐ¨³ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¥¤¨´¨Î´μ£μ Ô²¥³¥´É .

„ ²¥¥ ¡Ê¤ÊÉ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö  ²£¥¡·Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¥¤¨´¨Í  ¨³¥¥É¸Ö.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 9. �²¥³¥´É Û−1 ∈ A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö μ¡· É´Ò³ Ô²¥³¥´ÉÊ Û ,
¥¸²¨ Û−1Û = Û Û−1 = Î .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 10. ‘¶¥±É·μ³ σ(Û ;A) Ô²¥³¥´É  Û ¢  ²£¥¡·¥ A (Û ∈ A)
´ §Ò¢ ¥É¸Ö ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì É ±¨Ì Î¨¸¥² λ, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ Ô²¥³¥´É λÎ − Û ´¥
¨³¥¥É μ¡· É´μ£μ ¢  ²£¥¡·¥ A.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 11. ‘¶¥±É· ²Ó´Ò³ · ¤¨Ê¸μ³ Ô²¥³¥´É  Û ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Î¨¸²μ
r = sup {|λ|; λ ∈ σ(Û ;A)}.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 12. �μ¤³´μ¦¥¸É¢μ Q  ²£¥¡·Ò A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ¤ ²£¥¡·μ°,
¥¸²¨ Q Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡·μ° ¶·¨ Éμ³ ¦¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ μ¶¥· Í¨° ¸²μ¦¥´¨Ö ¨
Ê³´μ¦¥´¨Ö.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 13. �Ê¸ÉÓ Q Å ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö ¶μ¤ ²£¥¡· 
 ²£¥¡·Ò A. �μ¤ ²£¥¡·  Q ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ±μ³-
³ÊÉ É¨¢´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·μ°, ¥¸²¨ μ´  ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ¤ ²£¥¡·μ° ´¨± ±μ° ¤·Ê£μ°
¶μ¤μ¡´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò  ²£¥¡·Ò A.

‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¶¥±É· σ(Û ;Q) Ô²¥³¥´É  Û ¢ ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Q ³μ¦¥É ´¥
¸μ¢¶ ¤ ÉÓ ¸μ ¸¶¥±É·μ³ σ(Û ;A) Éμ£μ ¦¥ Ô²¥³¥´É  ¢  ²£¥¡·¥ A. �¤´ ±μ ¸¶· -
¢¥¤²¨¢μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 2. …¸²¨ Q Å ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö
¶μ¤ ²£¥¡·   ²£¥¡·Ò A ¨ Û ∈ Q, Éμ σ(Û ;Q) = σ(Û ;A).

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 14. ‘μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ Jl Ô²¥³¥´Éμ¢  ²£¥¡·Ò A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¥¥
²¥¢Ò³ ¨¤¥ ²μ³, ¥¸²¨:

 ) Jl �= A;
¡) Jl Å ²¨´¥°´μ¥ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢μ A;
¢) ¨§ Û ∈ Jl, V̂ ∈ A ¸²¥¤Ê¥É V̂ Û ∈ Jl.

�´ ²μ£¨Î´μ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¶· ¢Ò° ¨¤¥ ². Œ´μ¦¥¸É¢μ J Ô²¥³¥´Éμ¢  ²£¥¡·Ò
A, ±μÉμ·μ¥ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨ ²¥¢Ò³, ¨ ¶· ¢Ò³ ¨¤¥ ²μ³, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö
¤¢Ê¸Éμ·μ´´¨³ ¨¤¥ ²μ³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 15. �Ê¸ÉÓ J Å ¤¢Ê¸Éμ·μ´´¨° ¨¤¥ ²  ²£¥¡·Ò A. �²¥³¥´ÉÒ
Û , V̂ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ J, ¥¸²¨ Û − V̂ ∈ J. Œ´μ¦¥-
¸É¢μ ¢¸¥Ì Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° Ô²¥³¥´Éμ¢ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±² ¸¸μ³ ¢ÒÎ¥Éμ¢
 ²£¥¡·Ò A.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 16. Œ´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ±² ¸¸μ¢ ¢ÒÎ¥Éμ¢  ²£¥¡·Ò A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö
Ë ±Éμ·- ²£¥¡·μ° ¨ μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö Î¥·¥§ A/J.
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“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 3. …¸²¨ ¢ ³´μ¦¥¸É¢¥ A/J μ¶¥· Í¨¨ Ê³´μ¦¥´¨Ö ±² ¸¸μ¢
´  Î¨¸²μ, ¸²μ¦¥´¨Ö ±² ¸¸μ¢ ¨ ¨Ì ¶¥·¥³´μ¦¥´¨Ö ¢¢¥¸É¨ ± ± ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
¤¥°¸É¢¨Ö ´ ¤ ¶·¥¤¸É ¢¨É¥²Ö³¨ ÔÉ¨Ì ±² ¸¸μ¢, Éμ ³´μ¦¥¸É¢μ A/J ¶·¨μ¡·¥É¥É
¸É·Ê±ÉÊ·Ê  ²£¥¡·Ò, É. ¥. Ë ±Éμ·- ²£¥¡·  Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡·μ°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 17. ˆ´¢μ²ÕÉ¨¢´ Ö  ²£¥¡·  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ´μ·³¨·μ¢ ´´μ°, ¥¸²¨
¢ ´¥° ¤²Ö ± ¦¤μ£μ Ô²¥³¥´É  Û μ¶·¥¤¥²¥´  ´μ·³  ‖Û‖ Å ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´μ¥
Î¨¸²μ, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥¥ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ê¸²μ¢¨Ö³:

 ) ‖αÛ‖ = |α|‖Û‖;
¡) ‖Û + V̂ ‖ � ‖Û‖ + ‖V̂ ‖;
¢) ‖Û∗‖ = ‖Û‖;
£) ‖Û V̂ ‖ � ‖Û‖ ‖V̂ ‖;
¤) ¥¸²¨ ‖Û‖ = 0, Éμ Û = 0.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 18. ‚¥²¨Î¨´  ‖Û‖, ¤²Ö ±μÉμ·μ° ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö ¢¸¥ Ê¸²μ¢¨Ö
¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö, ±·μ³¥ ¶Ê´±É  ¤), ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ²Ê´μ·³μ°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 19. �μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ {Ûn} Ô²¥³¥´Éμ¢ ´μ·³¨·μ¢ ´´μ£μ
¶·μ¸É· ´¸É¢  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´μ°, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ε > 0 ³μ¦´μ
Ê± § ÉÓ É ±μ° ´μ³¥· N(ε), ÎÉμ ¶·¨ n > N(ε) ¨ m > N(ε) ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ
´¥· ¢¥´¸É¢μ ‖Ûn − Ûm‖ < ε.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 20. �μ·³¨·μ¢ ´´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ, ¢ ±μÉμ·μ³ ± ¦¤ Ö ËÊ´-
¤ ³¥´É ²Ó´ Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨É¸Ö ¶μ ´μ·³¥ ± ´¥±μÉμ·μ³Ê Ô²¥³¥´ÉÊ
ÔÉμ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ²´Ò³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 21. �μ²´μ¥ ´μ·³¨·μ¢ ´´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¡ ´ -
Ìμ¢Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 4. ‹Õ¡μ¥ ´μ·³¨·μ¢ ´´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤μ¶μ²-
´¥´μ ¤μ ¡ ´ Ìμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 22. ˆ´¢μ²ÕÉ¨¢´ Ö  ¸¸μÍ¨ É¨¢´ Ö  ²£¥¡· , Ö¢²ÖÕÐ Ö¸Ö ¡ -
´ Ìμ¢Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³ (¡ ´ Ìμ¢μ°  ²£¥¡·μ°), ¢ ±μÉμ·μ° ´μ·³  Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ ‖Û∗Û‖ = ‖Û‖2, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö C∗- ²£¥¡·μ°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 23. �Éμ¡· ¦¥´¨¥ Û → Û ′ ¨´¢μ²ÕÉ¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò A (Û ∈
A) ¢ ¨´¢μ²ÕÉ¨¢´ÊÕ  ²£¥¡·Ê A

′ (Û ′ ∈ A
′) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö £μ³μ³μ·Ë¨§³μ³  ²£¥-

¡·Ò A ¢  ²£¥¡·Ê A
′
, ¥¸²¨ ¨§ Û → Û ′, V̂ → V̂ ′ ¸²¥¤Ê¥É Û∗ → Û

′∗, αÛ → αÛ ′,
Û + V̂ → Û ′ + V̂ ′, Û V̂ → Û ′V̂ ′.

�·¨ £μ³μ³μ·Ë¨§³¥ ´¥¸±μ²Ó±¨³ Ô²¥³¥´É ³  ²£¥¡·Ò A ³μ¦¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ-
¢ ÉÓ μ¤¨´ Ô²¥³¥´É  ²£¥¡·Ò A

′
.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 24. …¸²¨ £μ³μ³μ·Ë¨§³ ¥¸ÉÓ ¢§ ¨³´μ μ¤´μ§´ Î´μ¥ μÉμ¡· -
¦¥´¨¥, Éμ μ´ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨§μ³μ·Ë¨§³μ³.
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�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 25. ˆ§μ³μ·Ë´μ¥ μÉμ¡· ¦¥´¨¥  ²£¥¡·Ò ´  ¸¥¡Ö ´ §Ò¢ ¥É¸Ö
 ¢Éμ³μ·Ë¨§³μ³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 26. ƒμ³μ³μ·Ë¨§³ ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ¤¥°¸É¢¨-
É¥²Ó´μ° (±μ³¶²¥±¸´μ°)  ²£¥¡·Ò A ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ (±μ³¶²¥±¸-
´ÒÌ) Î¨¸¥² ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ÔÉμ°  ²£¥¡·Ò.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 27. ƒμ³μ³μ·Ë¨§³  ²£¥¡·Ò A ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥-
· Éμ·μ¢ ´¥±μÉμ·μ£μ £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  H ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥³
ÔÉμ°  ²£¥¡·Ò.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 28. �Éμ¡· ¦¥´¨¥ ´μ·³¨·μ¢ ´´μ°  ²£¥¡·Ò A ¢ ´μ·³¨·μ-
¢ ´´ÊÕ  ²£¥¡·Ê A

′
´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨§μ³¥É·¨Î¥¸±¨³, ¥¸²¨ ¨§ Û → Û ′ ¸²¥¤Ê¥É

‖Û‖ → ‖Û ′‖.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 29. �Éμ¡· ¦¥´¨¥ Û → ϕ(Û )  ²£¥¡·Ò A ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ ±μ³-
¶²¥±¸´ÒÌ Î¨¸¥² ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³, ¥¸²¨ ϕ(αÛ ) = αϕ(Û),
ϕ(Û + V̂ ) = ϕ(Û) + ϕ(V̂ ). ‡¤¥¸Ó Û , V̂ ∈ A,   α ¨ ϕ(Û ) Å ±μ³¶²¥±¸´Ò¥
Î¨¸² .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 30. ‹¨´¥°´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕ ´  ¨´¢μ²ÕÉ¨¢´μ°  ²£¥¡·¥ A
´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³, ¥¸²¨ ϕ(Û Û∗) � 0 ¤²Ö ± ¦¤μ£μ Û ∈ A.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 5. …¸²¨ ϕ(Û ) Å ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ², Éμ:

 ) ϕ(Û∗) = ϕ∗(Û);
¡) |ϕ(Û∗V̂ )|2 � ϕ(Û∗Û)ϕ(V̂ ∗V̂ ).

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 6. �μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ´  ¡ ´ Ìμ¢μ°  ²£¥¡·¥ ´¥-
¶·¥·Ò¢¥´.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 7. …¸²¨ ϕ(Û) (Û ∈ A) Å Ì · ±É¥· ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ¸¸μ-
Í¨ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò A, Éμ:

 ) ϕ(0) = 0;
¡) ϕ(Î) = 1;
¢) ϕ(Û Û∗) � 0.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ì · ±É¥· Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ´   ²-
£¥¡·¥ A.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 8. …¸²¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ  ²£¥¡·  A ¡ ´ Ìμ¢ ,   {ϕ(Û)} Å
³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ¥¥ Ì · ±É¥·μ¢, Éμ:

 ) λ = ϕ(Û) ∈ σ(Û ;A);
¡) ¥¸²¨ λ ∈ σ(Û ;A), Éμ λ = ϕ(Û ) ¤²Ö ´¥±μÉμ·μ£μ ϕ(Û) ∈ {ϕ(Û)}.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 31. �²¥³¥´É p̂  ²£¥¡·Ò A ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·μ¥±Éμ·μ³, ¥¸²¨
p̂∗ = p̂, p̂2 = p̂.
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�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 32. �·μ¥±Éμ· p̂λ �= 0 ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ³¨´¨³ ²Ó´Ò³, ¥¸²¨ ¨§
p̂λp̂μ = p̂μp̂λ = p̂μ ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ²¨¡μ p̂μ = 0, ²¨¡μ p̂μ = p̂λ.

“É¢¥·¦¤¥´¨¥ 9. …¸²¨ A Å  ²£¥¡·  μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢
¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ H, Éμ ³¨´¨³ ²Ó´Ò° ¶·μ¥±Éμ· Å ÔÉμ ¶·μ¥±Éμ·
´  μ¤´μ³¥·´μ¥ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  H.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 33. 	Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ {Ûn} Ô²¥³¥´-
Éμ¢  ²£¥¡·Ò A ¸Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¸² ¡μ° Éμ¶μ²μ£¨¨ ± Ô²¥³¥´ÉÊ Û , ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ-
¡μ£μ ²¨´¥°´μ£μ μ£· ´¨Î¥´´μ£μ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ
ϕ(Ûn) → ϕ(Û).

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 34. Œ´μ¦¥¸É¢μ G Ô²¥³¥´Éμ¢ ¡ ´ Ìμ¢μ°  ²£¥¡·Ò A ´ -
§Ò¢ ¥É¸Ö ¸¨¸É¥³μ° μ¡· §ÊÕÐ¨Ì ÔÉμ°  ²£¥¡·Ò, ¥¸²¨ ´ ¨³¥´ÓÏ Ö § ³±´ÊÉ Ö
¶μ¤ ²£¥¡· , ¸μ¤¥·¦ Ð Ö G, ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ A.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 35. 	Ê²¥¢μ°  ²£¥¡·μ° ³´μ¦¥¸É¢  Ω ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¸μ¢μ±Ê¶-
´μ¸ÉÓ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³´μ¦¥¸É¢  Ω, ¢ ±μÉμ·μ° μ¶·¥¤¥²¥´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥  ²£¥¡· -
¨Î¥¸±¨¥ μ¶¥· Í¨¨:

 ) μ¶¥· Í¨Ö ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¸²μ¦¥´¨Ö Å μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢;
¡) μ¶¥· Í¨Ö ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê³´μ¦¥´¨Ö Å ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢;
¢) μ¶¥· Í¨Ö ²μ£¨Î¥¸±μ£μ μÉ·¨Í ´¨Ö Å ¤μ¶μ²´¥´¨¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢  ¤μ ³´μ-

¦¥¸É¢  Ω.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 36. 	Ê²¥¢   ²£¥¡·  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö § ³±´ÊÉμ° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
´¥±μÉμ·μ°  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° μ¶¥· Í¨¨, ¥¸²¨ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ÔÉμ° μ¶¥· Í¨¨ ¶μ²Ê-
Î ¥É¸Ö Ô²¥³¥´É ¨¸Ìμ¤´μ°  ²£¥¡·Ò.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 37. 	Ê²¥¢   ²£¥¡·  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö σ- ²£¥¡·μ°, ¥¸²¨ μ´ :
 ) ¸μ¤¥·¦¨É ¸ ³μ ³´μ¦¥¸É¢μ Ω ¨ ¶Ê¸Éμ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ∅;
¡) ¸μ¤¥·¦¨É ¤μ¶μ²´¥´¨¥ ¤μ Ω ± ¦¤μ£μ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ , ¢Ìμ¤ÖÐ¥£μ ¢  ²-

£¥¡·Ê;
¢) § ³±´ÊÉ  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸Î¥É´μ£μ Î¨¸²  μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨° ¨ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨°

¶μ¤³´μ¦¥¸É¢.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 38. Œ´μ¦¥¸É¢μ Ω, ¢ ±μÉμ·μ³ ¢Ò¡· ´  μ¶·¥¤¥²¥´´ Ö σ- ²-
£¥¡· , ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨§³¥·¨³Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³.

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ¸¸Ò²±¨ ´  μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö ¡Ê¤ÊÉ ¤¥² ÉÓ¸Ö ¶μ
¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê Ï ¡²μ´Ê: (�.35, ¡) Å μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ 35, ¶Ê´±É ¡), (“.7, ¢) Å ÊÉ¢¥·-
¦¤¥´¨¥ 7, ¶Ê´±É ¢).

2. ���‹�„�…Œ›…, ˆ‡Œ…�…�ˆŸ, ‘�‘’�Ÿ�ˆŸ

�¡· É¨³¸Ö É¥¶¥·Ó ± Ë¨§¨Î¥¸±¨³ ¶·μ¡²¥³ ³. � Ï¥° Í¥²ÓÕ ¡Ê¤¥É Ëμ·-
³Ê²¨·μ¢±  μ¸´μ¢´ÒÌ ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. �·¨ ÔÉμ³ ³Ò ¡Ê¤¥³
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¸É · ÉÓ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢ ¡· ÉÓ É ±¨¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¢ Ô±¸¶¥·¨-
³¥´É¥ ³μ¦´μ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ,   ´¥ ¨Ì μÉ¤ ²¥´´Ò¥ ¶μ¸²¥¤¸É¢¨Ö. ‚
¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢¸¥£¤  ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ¶ ¸´μ¸ÉÓ ¸¤¥² ÉÓ ²¨Ï´¨¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥-
´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³μ£ÊÉ ¶·¨¢¥¸É¨ ± ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨Õ. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
¡Ê¤¥³ ¸É · ÉÓ¸Ö μÉÉ ²±¨¢ ÉÓ¸Ö μÉ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨° ¨ ¶μ¤¸É· ¨¢ ÉÓ ¶μ¤ ´¨Ì
³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°  ¶¶ · É,   ´¥ ¶·¨¤Ê³Ò¢ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±μ¥ ¨¸Éμ²±μ¢ ´¨¥ ± ±μ°-
Éμ § · ´¥¥ ¢Ò¡· ´´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ¸Ì¥³Ò.

�·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¡ §μ¢Ò³ ¶μ´ÖÉ¨¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ®´ ¡²Õ-
¤ ¥³ Ö¯. �Éμ ¶μ´ÖÉ¨¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¸ ³μμÎ¥¢¨¤´Ò³ ¨ ´¥ ´Ê¦¤ ÕÐ¨³¸Ö ¢
ÉμÎ´μ³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨. �¢·¨¸É¨Î¥¸±¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö Å ÔÉμ É ±μ°  É·¨¡ÊÉ ¨¸¸²¥-
¤Ê¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¨§³¥·¨-
É¥²Ó´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·Ò ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ´¥±μÉμ·μ¥ Î¨¸²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥.

‡�Œ…—��ˆ…. „ ²¥¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´  ´¥±μÉμ· Ö
¸¨¸É¥³  ¥¤¨´¨Í, ¨ ¶μÔÉμ³Ê ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¡¥§· §³¥·´Ò³¨.

�μ´ÖÉ¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡ §μ¢Ò³ ± ± ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°, É ± ¨ ¢
±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¥. �¤´ ±μ É· ¤¨Í¨μ´´μ ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³  ¶¶ · É¥ ±² ¸¸¨-
Î¥¸±μ° ¨ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¸μ¶μ¸É ¢²ÖÕÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ³ É¥³ -
É¨Î¥¸±¨¥ μ¡Ñ¥±ÉÒ. �μ¸É · ¥³¸Ö ¶·μ¢¥¸É¨ Ê´¨Ë¨± Í¨Õ. „²Ö ÔÉμ£μ ´¥μ¡Ìμ-
¤¨³μ ¢Ò¤¥²¨ÉÓ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, μÉ¤¥²¨¢ ¨Ì μÉ Ì · ±É¥·¨¸É¨±, ±μÉμ·Ò¥ μ¡ÒÎ´μ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³ · ¤¨ Ê¤μ¡¸É¢  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ  ¶¶ · É .

‡�Œ…—��ˆ…. — ¸Éμ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò § · ´¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò ¨ μ¸É ÕÉ¸Ö
´¥¨§³¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. � ¶·¨³¥·, ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ ¸ ËμÉμ´ ³¨ § · ´¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò ³ ¸¸Ò Ô²¥±É·μ´μ¢
¨ ËμÉμ´μ¢, § ·Ö¤ Ô²¥±É·μ´ . ’ ±¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò Ê¤μ¡´μ ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ¨§ ³´μ¦¥-
¸É¢  ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ,   ¨Ì §´ Î¥´¨Ö · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¶ · ³¥É·Ò, ¢Ìμ¤ÖÐ¨¥ ¢
μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò.

‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  ¶μ¤¢¥·£ ¥É¸Ö ¢μ§¤¥°¸É¢¨Õ ¸μ
¸Éμ·μ´Ò ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· . �μ Ì · ±É¥·Ê ÔÉμ£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¨§³¥·¥´¨Ö
³μ¦´μ ¶μ¤· §¤¥²¨ÉÓ ´  ¤¢  É¨¶ : ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥ ¨ ´¥¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥.
‚μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Ì · ±É¥·¨§ÊÕÉ¸Ö É¥³, ÎÉμ ´¥¸³μÉ·Ö ´  ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨¥, ±μÉμ·μ¥ ¸¨¸É¥³  ¨¸¶ÒÉÒ¢ ¥É ¶·¨ ± ¦¤μ³ ¨§³¥·¥´¨¨, ¶μ¢Éμ·´μ¥ ¨§³¥·¥-
´¨¥ Éμ° ¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° É¥³ ¦¥ ¨²¨ ¤·Ê£¨³ ¶·¨¡μ·μ³ ¤ ¥É ÉμÉ ¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ É.
�·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢ ¨´É¥·¢ ²¥ ³¥¦¤Ê ¨§³¥·¥´¨Ö³¨ ¸¨¸É¥³  ´¥ ¶μ¤¢¥·£ ² ¸Ó
¢´¥Ï´¥³Ê ¢μ§¤¥°¸É¢¨Õ,   ¨§³¥´¥´¨¥ §´ Î¥´¨° ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ §  ¸Î¥É ¸¢μ¡μ¤-
´μ° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ³Ò Ê³¥¥³ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ.

�¸μ¡Ò° ¨´É¥·¥¸ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¶·μ¡²¥³  ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ¸É¨, ±μ£¤  ³Ò
¶·μ¢μ¤¨³ ¨§³¥·¥´¨Ö ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¤²Ö μ¤´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨-
¸É¥³Ò. �Ê¸ÉÓ ³Ò, ´ ¶·¨³¥·, ¨§³¥·Ö¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ Â, § É¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÊÕ B̂, ¶μÉμ³ μ¶ÖÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ Â (¢μ§³μ¦´μ, ¶·¨¡μ·μ³, μÉ²¨Î´Ò³ μÉ
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¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ£μ) ¨, ´ ±μ´¥Í, ¢´μ¢Ó ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ B̂. …¸²¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ-
¢Éμ·´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ¤²Ö ± ¦¤μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¡Ê¤ÊÉ ¸μ¢¶ ¤ ÉÓ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨
¶¥·¢¨Î´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°, Éμ É ±¨¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ´ §μ¢¥³ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨. …¸²¨ ¤²Ö
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Â ¨ B̂ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¶·¨¡μ·Ò, ±μÉμ·Ò¥ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ μ¸ÊÐ¥¸É¢¨ÉÓ
¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö, Éμ É ±¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ´ §μ¢¥³ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨, ¨²¨
μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¨§³¥·¨³Ò³¨.

�¶ÒÉ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ Ê ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥-
³Ò¥ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ
± ± ¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥, É ± ¨ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥.

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ÔÉμÉ Ë ±É ±¢ ²¨Ë¨Í¨·Ê¥É¸Ö ± ± ¸μ-
¸É ¢´ Ö Î ¸ÉÓ ®¶·¨´Í¨¶  ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¸É¨¯ [16]. ŒÒ ¥£μ ¡Ê¤¥³ · ¸¸³ É·¨-
¢ ÉÓ ¶·μ¸Éμ ± ± ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢μ Éμ£μ, ÎÉμ ¤²Ö ¨§³¥·¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ É·¥¡ÊÕÉ¸Ö ¶·¨¡μ·Ò, ±μÉμ·Ò¥ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò ¤·Ê£ ¸ ¤·Ê£μ³ [17].

Œ´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ A+,   ¥£μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥
¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Å Î¥·¥§ Qξ. ˆ´¤¥±¸ ξ μÉ²¨Î ¥É
μ¤´μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ μÉ ¤·Ê£μ£μ. ‚
¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ³´μ¦¥¸É¢μ §´ Î¥´¨° ¨´¤¥±¸  ξ μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Ξ. Ÿ¸´μ, ÎÉμ
¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ³´μ¦¥¸É¢μ Ξ ¸μ¸Éμ¨É ¨§ μ¤´μ£μ Ô²¥³¥´É . „²Ö
±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ÔÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ ¸μ¸Éμ¨É ¡μ²¥¥ Î¥³ ¨§ μ¤´μ£μ Ô²¥³¥´É . ‚
¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò Ê¡¥¤¨³¸Ö, ÎÉμ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ξ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¨ ¤ ¦¥
¨³¥¥É ³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ . �¤´  ¨ É  ¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ³μ¦¥É μ¤´μ¢·¥³¥´´μ
¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ · §²¨Î´Ò³ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³ Qξ.

�¶ÒÉ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¤²Ö ¤¢ÊÌ ²Õ¡ÒÌ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Â ¨ B̂
¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É É·¥ÉÓÖ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö D̂, ±μÉμ· Ö μ¡² ¤ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨.
‚μ-¶¥·¢ÒÌ, μ´  ¸μ¢³¥¸É¨³  ± ± ¸ Â, É ± ¨ ¸ B̂. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
μ¤´μ¢·¥³¥´´μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Â, B̂ ¨ D̂ (¤²Ö μ¤´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ°
¸¨¸É¥³Ò) Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

A + B = D. (1)

‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ¸ÉÓ ´¥ μÎ¥´Ó ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ . „μ¸É ÉμÎ´μ,
ÎÉμ¡Ò ¨§³¥·¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¡Ò²¨ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¢ ¤ ²Ó-
´¥°Ï¥³ ¤²Ö ±· É±μ¸É¨ ¢ ¶μ¤μ¡´μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¡Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
¨§³¥·ÖÕÉ¸Ö μ¤´μ¢·¥³¥´´μ.

‘μμÉ´μÏ¥´¨¥ (1) ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¢¸¥£¤ , ¢´¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ±μ´±·¥É´ÒÌ ·¥-
§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¨§³¥·¥´¨°. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¸ ³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸¢Ö§ ´Ò
¶μ¤μ¡´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³:

Â + B̂ = D̂.

’¥³ ¸ ³Ò³ ³μ¦´μ μ¸´ ¸É¨ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ Qξ μ¶¥· Í¨¥° ¸²μ¦¥´¨Ö. �´ ²μ-
£¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö μ¶¥· Í¨¨ ¶¥·¥³´μ¦¥´¨Ö Ô²¥³¥´Éμ¢ ¨ Ê³´μ¦¥´¨Ö
´  ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¥ Î¨¸²μ. �¶ÒÉ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ± ¦¤μ¥ ¨§ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Qξ

μ¡² ¤ ¥É ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò.
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’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±¨³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³ ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ¨Ì ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ô²¥³¥´Éμ¢ ´¥±μÉμ-
·μ°  ²£¥¡·Ò. �μ±  ³Ò μ¡μ¸´μ¢ ²¨ ÔÉμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ Éμ²Ó±μ ¤²Ö ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. „ ²¥¥ ³Ò Ê¢¨¤¨³, ÎÉμ ¥£μ ³μ¦´μ · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ¨ ´  ´¥¸μ-
¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥.

…¸²¨ ¤²Ö Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ
¨§³¥·¥´¨° ³Ò ± ¦¤μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¸μ¶μ¸É ¢¨³ ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö

Â → A = ϕξ(Â),

Éμ § ¤ ¤¨³ ËÊ´±Í¨μ´ ² ´   ²£¥¡·¥ Qξ. ‚ ¸¨²Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì
μ¶¥· Í¨° ¢ Qξ ÔÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² ¡Ê¤¥É μ¤´¨³ ¨§ Ì · ±É¥·μ¢  ²£¥¡·Ò Qξ (¸³.
(�.26)).

‚ ²Õ¡μ³ ·¥ ²Ó´μ³ ¨§³¥·¥´¨¨ ¤²Ö ²Õ¡μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢¸¥£¤  ¶μ²ÊÎ -
¥É¸Ö ±μ´¥Î´μ¥ §´ Î¥´¨¥. �ÉμÉ Ë ±É ³μ¦´μ μ¡· É¨ÉÓ ¨ ¸Î¨É ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨³¨
(É. ¥. Ë¨±¸¨·Ê¥³Ò³¨ ¢ ·¥ ²Ó´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥) Éμ²Ó±μ É¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Â, ¤²Ö
±μÉμ·ÒÌ

sup
ξ

sup
ϕξ

|ϕξ(Â)| < ∞. (2)

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò Ê¢¨¤¨³, ÎÉμ μ£· ´¨Î¥´´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ(·) ´¥ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ´¥¶·¥μ¤μ²¨³Ò³ ¶·¥¶ÖÉ¸É¢¨¥³ ¤²Ö · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö ¢ É¥μ·¨¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ,
±μÉμ·Ò¥ ´¥ μ£· ´¨Î¥´Ò. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ É ±¨¥ ´ ¡²Õ¤ -
¥³Ò¥ ¸¶²μÏÓ ¨ ·Ö¤μ³ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨Éμ£  ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · ¸¸Ê¦¤¥´¨° ¸Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ É·¨ ¶μ¸ÉÊ² É .

	μ¸ÉÊ² É 1. Œ´μ¦¥¸É¢μ Qξ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ¦´μ μ¸´ ¸É¨ÉÓ
¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò. � μ¡μ-
·μÉ, ¥¸²¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó μ¤´μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸-
¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·¥, Éμ μ´¨ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò.

	μ¸ÉÊ² É 2. „²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò.

	μ¸ÉÊ² É 3. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ¶·¨-
´ ¤²¥¦ Ð¨Ì  ²£¥¡·¥ Qξ , μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³ μ£· ´¨Î¥´´Ò³ (¢ ¸³Ò-
¸²¥ ´¥· ¢¥´¸É¢  (2)) ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ϕξ(·), ±μÉμ·Ò° Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³  ²-
£¥¡·Ò Qξ.

� ´¥¥ ´¥μ¤´μ±· É´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó ¶μ´ÖÉ¨¥ ®Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ ¯. ˆ´-
ÉÊ¨É¨¢´μ Ö¸´μ, ÎÉμ ÔÉμ ¶μ´ÖÉ¨¥ μ§´ Î ¥É. �μÔÉμ³Ê ³Ò ´¥ ¡Ê¤¥³ ¶ÒÉ ÉÓ¸Ö ¤ ÉÓ
¥³Ê Ë¨§¨Î¥¸±μ¥ ¨¸Éμ²±μ¢ ´¨¥. �¤´ ±μ, ÎÉμ¡Ò ¸É·μ¨ÉÓ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°  ¶¶ -
· É, ´Ê¦´μ Î¥É±μ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÉÓ, ÎÉμ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É¸Ö ¶μ¤ ¸²μ¢ ³¨ ®§ ¤ ´´ Ö
Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ ¯.

„ ²¥¥ ¡Ê¤¥É ¸Î¨É ÉÓ¸Ö, ÎÉμ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  § ¤ ´ , ¥¸²¨ ¢Ò¶μ²´¥´μ
´¥¸±μ²Ó±μ Ê¸²μ¢¨°. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, § ¤ ´μ ³´μ¦¥¸É¢μ A+ ¥¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‚¥²¨-
Î¨´Ò, §´ Î¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ § · ´¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò ¨ ´¥ ³¥´ÖÕÉ¸Ö, ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ A+ ´¥
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¢±²ÕÎ ÕÉ¸Ö, ´μ É ±¦¥ ¸Î¨É ÕÉ¸Ö § ¤ ´´Ò³¨. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, § ¤ ´Ò ³´μ¦¥¸É¢ 
¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Qξ (ξ ∈ Ξ). �É¨ ³´μ¦¥¸É¢  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶μ¤³´μ-
¦¥¸É¢ ³¨ ³´μ¦¥¸É¢  A+. ‚-É·¥ÉÓ¨Ì, § ¤ ´Ò ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ´ ¡²Õ¤ ¥-
³Ò³¨. ‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö É¥³,
ÎÉμ μ´¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Ô²¥³¥´É ³¨  ²£¥¡· Qξ. ‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ´¥¸μ¢³¥¸É¨-
³Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ¶μ§¦¥. ‚-Î¥É¢¥·ÉÒÌ, § ¤ ´  ¤¨´ ³¨±  ¸¨-
¸É¥³Ò. �μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ÌμÉ¨³ ¸ ¥¤¨´ÒÌ ¶μ§¨Í¨° μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥, ¨
±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò, Éμ ´¥ ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó ±μ´±·¥É´Ò° ¸¶μ-
¸μ¡ μ¶¨¸ ´¨Ö ¤¨´ ³¨±¨ ¸¨¸É¥³Ò. 	Ê¤¥³ ¶·μ¸Éμ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
³μ£ÊÉ § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢·¥³¥´¨, ¨ ¸²μ¢  ®§ ¤ ´Ò ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò-
³¨¯ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ÕÉ ¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨ ¢ · §´Ò¥ ³μ³¥´ÉÒ
¢·¥³¥´¨.

‡�Œ…—��ˆ…. …¸²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  ±μ´¸¥·¢ É¨¢´ ,
Éμ, ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓ ¢·¥³¥´¨, ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¤¨´ ³¨±  μ¶¨¸Ò¢ -
¥É¸Ö ´¥±μÉμ·Ò³ § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ ¢·¥³¥´¨  ¢Éμ³μ·Ë¨§³μ³  ²£¥¡·Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.
…¸²¨ ¦¥ ¸¨¸É¥³  ¨¸¶ÒÉÒ¢ ¥É ¢´¥Ï´¨¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö, § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ¢·¥³¥´¨, Éμ
μ¶¨¸ ´¨¥ ¤¨´ ³¨±¨ ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢μ§³μ¦´μ,
¶μÉ·¥¡Ê¥É¸Ö ¨§³¥´ÖÉÓ ¸ ³¨  ²£¥¡·Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

…¸²¨ μÉ¢²¥ÎÓ¸Ö μÉ · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö ‚¸¥²¥´´μ° ± ± § ¤ ´´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨-
¸É¥³Ò, Éμ ¢μ ¢¸¥Ì μ¸É ²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ ± ¦¤ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  Ö¢²Ö¥É¸Ö
¶μ¤¸¨¸É¥³μ° ´¥±μÉμ·μ° ¡
μ²ÓÏ¥° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò. Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ÔÉμ
§´ Î¨É, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¤·Ê£μ° ¸¨¸É¥³Ò. ‚Ò¤¥²¥´¨¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ 
³μ¦¥É μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÉÓ¸Ö ¶μ · §²¨Î´Ò³ ¶·¨§´ ± ³. ‚ ¶¥·¢ÊÕ μÎ¥·¥¤Ó Å ÔÉμ ²μ-
± ²¨§ Í¨Ö.

‘ ± ¦¤μ° μ¡² ¸ÉÓÕ O Î¥ÉÒ·¥Ì³¥·´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨ ³μ¦´μ ¸¢Ö-
§ ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Î¨¸²¥´´Ò¥ §´ -
Î¥´¨Ö, ¶·μ¨§¢μ¤Ö ¨§³¥·¥´¨Ö ¢ μ¡² ¸É¨ O. ’ ±¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö
(¸³. [6, 7]) ²μ± ²Ó´Ò³¨ (²μ± ²¨§μ¢ ´´Ò³¨ ¢ μ¡² ¸É¨ O). ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ¢¸¥
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸²¥¤μ¢ ²μ ¡Ò ¸Î¨É ÉÓ ²μ± ²Ó´Ò³¨, μ¤´ ±μ ¢ É¥μ·¨¨ μ¡ÒÎ´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¨ £²μ¡ ²Ó´Ò¥ (±¢ §¨²μ± ²Ó´Ò¥) ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥, ¨³¥Ö ¢ ¢¨¤Ê ´¥-
±μÉμ·Ò¥ ¶·¥¤¥²Ò ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸É¥° ²μ± ²Ó´ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

…¸²¨ ·Ê±μ¢μ¤¸É¢μ¢ ÉÓ¸Ö ¶·¨§´ ±μ³ ²μ± ²¨§ Í¨¨, Éμ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ¨¸-
¸²¥¤Ê¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³μ° ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ,
²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨. �¤´ ±μ ´  ¶· ±É¨±¥ μÎ¥´Ó Î ¸Éμ ¶·¨-
Ìμ¤¨É¸Ö ·Ê±μ¢μ¤¸É¢μ¢ ÉÓ¸Ö ¨ ¤·Ê£¨³¨ ¶·¨§´ ± ³¨. � ¶·¨³¥·, ³Ò ÌμÉ¨³ · ¸-
¸³ É·¨¢ ÉÓ ´¥±μÉμ·μ¥ É¢¥·¤μ¥ É¥²μ ± ± ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê.
‚μμ¡Ð¥-Éμ, É¢¥·¤μ¥ É¥²μ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö μ£·μ³´Ò³ Î¨¸²μ³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.
�¥±μÉμ·Ò¥ ¨§ ´¨Ì Ì · ±É¥·¨§ÊÕÉ É¢¥·¤μ¥ É¥²μ ± ± Í¥²μ¥. �É¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
³μ£ÊÉ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ · ³± Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨. „·Ê£¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
Ì · ±É¥·¨§ÊÕÉ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ³μ²¥±Ê²Ò. �É¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¢ · ³± Ì ±² ¸¸¨Î¥-
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¸±μ° Ë¨§¨±¨ μ¶¨¸ ´Ò ¡ÒÉÓ ´¥ ³μ£ÊÉ. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¨ É¥, ¨ ¤·Ê£¨¥ ´ -
¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ²μ± ²¨§μ¢ ´Ò ¢ μ¡² ¸É¨ O, § ´¨³ ¥³μ° · ¸¸³ É·¨¢ ¥³Ò³ É¥²μ³.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨§´ ±μ³ ¢Ò¤¥²¥´¨Ö ¨§ÊÎ ¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò
Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥ Éμ²Ó±μ μ¶·¥¤¥²¥´´ Ö ²μ± ²¨§ Í¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ´μ ¨ ¨Ì ±² ¸-
¸¨Î´μ¸ÉÓ.

�ÉμÉ ¶·¨³¥· ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É É ±¦¥, ÎÉμ ¨§ ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò, Ì · ±É¥-
·¨§Ê¥³μ° ³´μ¦¥¸É¢μ³ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ³μ¦´μ
¢Ò¤¥²¨ÉÓ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¶μ¤¸¨¸É¥³Ê, ±μÉμ· Ö Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¸μ¢³¥-
¸É¨³Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨. �·¨ ÔÉμ³ ¨§μ²¨·μ¢ ´´μ¸ÉÓ ¶μ¤¸¨¸É¥³Ò μÉ μ¸É ²Ó-
´μ° Î ¸É¨ ¸¨¸É¥³Ò ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö. � ¶·¨³¥·, ¶·¨ Ê¶·Ê£μ³ Ê¤ ·¥, Ê¸¶¥Ï´μ
μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ³ ¢ · ³± Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨, ¸ ³μ¥ ¤¥ÖÉ¥²Ó´μ¥ ÊÎ ¸É¨¥ ¶·¨-
´¨³ ÕÉ ³μ²¥±Ê²Ò, ±μÉμ·Ò¥ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±μ°. �ËË¥±É ÔÉμ£μ
ÊÎ ¸É¨Ö ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ μ¶¨¸ ´¨¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ÊÎÉ¥´ ¸ ¶μ³μÐÓÕ £· ´¨Î´ÒÌ
Ê¸²μ¢¨° ¨²¨ ´¥±μÉμ·μ£μ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ ¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö.

�¡¸Ê¤¨³ É¥¶¥·Ó ¶μ´ÖÉ¨¥ ®¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò¯. � Î´¥³ μ¡-
¸Ê¦¤¥´¨¥ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¤ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¸¨¸É¥³Ò
¶μ´¨³ ¥É¸Ö ´¥±μÉμ·Ò°  É·¨¡ÊÉ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, ±μÉμ·Ò° μ¤´μ§´ Î´μ
μ¶·¥¤¥²Ö¥É ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö ¢¸¥Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‘μ ¢·¥³¥´ �ÓÕÉμ´  ¢
Ë¨§¨±¥ ¶·¨´ÖÉ ¶·¨´Í¨¶ ²μ± ²Ó´μ¸É¨, ±μÉμ·Ò°, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¶·¥¤¶μ² £ ¥É,
ÎÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ²μ± ²¨§μ¢ ´´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ±¨³¨-
Éμ ¢´ÊÉ·¥´´¨³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¨ É¥³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨
¢μ§¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ ´  ¸¨¸É¥³Ê ¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö, ±μÉμ·Ò¥ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± μ¡² ¸É¨
²μ± ²¨§ Í¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò. ‘μ£² ¸´μ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶ · ¤¨£³¥ ¤μ²¦´ 
¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ ´¥± Ö ²μ± ²Ó´ Ö ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓ, ±μÉμ· Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É ÔÉμ
¸μ¸ÉμÖ´¨¥.

Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¡ÒÎ´μ § ¤ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ÉμÎ±¨ ¢ Ë §μ-
¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. �·¨ ÔÉμ³ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤¨´ ³¨±  ¸¨¸É¥³Ò § ¤ ´ .
‚ · ³± Ì · §¢¨¢ ¥³μ£μ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥ ¶μ¤Ìμ¤  É ±μ° ¸¶μ¸μ¡ § ¤ ´¨Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ´¥Ê¤μ¡¥´. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¥£μ É·Ê¤´μ ¶¥·¥´¥¸É¨ ´  ±¢ ´Éμ¢Ò° ¸²ÊÎ °.
‚μ-¢Éμ·ÒÌ, μ´ ¦¥¸É±μ ¸¢Ö§ ´ ¸ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ¸¶μ¸μ¡μ³ § ¤ ´¨Ö ¤¨´ ³¨±¨. ‚
Î ¸É´μ¸É¨, μ´ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É ¢¢¥¤¥´¨¥ ± ´μ´¨Î¥¸±¨ ¸μ¶·Ö¦¥´´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ.
�¤´ ±μ ´¥É·Ê¤´μ ¸μμ¡· §¨ÉÓ, ÎÉμ ÔÉμÉ ¸¶μ¸μ¡ § ¤ ´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢¸¥£μ ²¨ÏÓ
±μ´±·¥É´Ò° ¢ ·¨ ´É § ¤ ´¨Ö ´   ²£¥¡·¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ´¥±μÉμ·μ£μ ¤¥°¸É¢¨-
É¥²Ó´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ² , ±μÉμ·Ò° Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ÔÉμ°  ²£¥¡·Ò. …¸²¨
´¥ ¸¢Ö§Ò¢ ÉÓ¸Ö ´¨ ¸ ± ±¨³ ±μ´±·¥É´Ò³ ¢ ·¨ ´Éμ³, Éμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ± ± Ì · ±É¥·  ²£¥¡·Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ÔÉμ°
¸¨¸É¥³Ò.

�¡· É¨³¸Ö É¥¶¥·Ó ± ±¢ ´Éμ¢μ³Ê ¸²ÊÎ Õ. Œ´μ¦¥¸É¢μ A+ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ´ -
¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ´¥²Ó§Ö μ¸´ ¸É¨ÉÓ ¸É·Ê±ÉÊ·μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²-
£¥¡·Ò. �μÔÉμ³Ê ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´Ò° ¶¥·¥´μ¸ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸ ±² ¸-
¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ´  ±¢ ´Éμ¢ÊÕ ´¥¢μ§³μ¦¥´. �¤´ ±μ ³´μ¦¥¸É¢μ A+ ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Qξ (ξ ∈ Ξ), ± ¦¤μ¥ ¨§ ±μÉμ-
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·ÒÌ ¨³¥¥É ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò.
Š ¦¤μ¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ Qξ ³Ò ³μ¦¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³´μ¦¥¸É¢  ´ -
¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸¨¸É¥³¥ ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò.
Šμ´¥Î´μ, ÔÉ  ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¶μ¤¸¨¸É¥³  ´¥ ¡Ê¤¥É ¨§μ²¨·μ¢ ´  μÉ μ¸É ²Ó´μ°
Î ¸É¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò. �μ ¨§μ²¨·μ¢ ´´μ¸ÉÓ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ö§ É¥²Ó´Ò³
Ê¸²μ¢¨¥³ ¢Ò¤¥²¥´¨Ö ¶μ¤¸¨¸É¥³Ò.

‘μ¸ÉμÖ´¨¥ ± ¦¤μ° É ±μ° ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸¨¸É¥³Ò ³Ò ¶μ-¶·¥¦´¥³Ê ³μ-
¦¥³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕξ(·), § ¤ ´´μ£μ ´ 
 ²£¥¡·¥ Qξ , ±μÉμ·Ò° Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ÔÉμ°  ²£¥¡·Ò. ‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³
¢¢¥¤¥³ ´μ¢μ¥ ¶μ´ÖÉ¨¥ Å Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 39. � §μ¢¥³ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨-
¸É¥³Ò ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ϕ = [ϕξ] (ξ ∈ Ξ) ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ, ± ¦¤Ò° ¨§ ±μÉμ·ÒÌ
Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥±μÉμ·Ò³ Ì · ±É¥·μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥°  ²£¥¡·Ò Qξ. ‚ ¸¢μÕ μÎ¥-
·¥¤Ó, ³´μ¦¥¸É¢  Qξ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò³¨ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³¨ ³´μ¦¥¸É¢ 
A+, ±μÉμ·Ò¥ ¨³¥ÕÉ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢-
´μ°  ²£¥¡·Ò.

’¥·³¨´ ®¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ μ¶· ¢¤ ´ ¨ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢ ± -
¦¤μ³ μÉ¤¥²Ó´μ³ ¨§³¥·¥´¨¨ ¨ ¤ ¦¥ ¢ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°
³Ò ³μ¦¥³, ¸ ³μ¥ ¡
μ²ÓÏ¥¥, ´ °É¨ §´ Î¥´¨Ö ´¥±μÉμ·μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ¸μ¢³¥-
¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‚¸¥ ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É ± ±μ°-Éμ μ¤´μ°
 ²£¥¡·¥ Qξ. �μÔÉμ³Ê ¨Ì §´ Î¥´¨Ö μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ËÊ´±Í¨-
μ´ ²μ³ ϕξ. ‡ ¤ ´¨¥ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ Ë¨±¸¨·Ê¥É ¢¸¥ É ±¨¥ ËÊ´±-
Í¨μ´ ²Ò. ’¥³ ¸ ³Ò³ Ë¨±¸¨·Ê¥É ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢¸¥Ì ¢μ§³μ¦´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°. ‚
¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¤·Ê£μ° ³ É¥³ É¨Î¥-
¸±¨° μ¡Ñ¥±É. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ϕ = [ϕξ] ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ É¥·³¨´ ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ É ±μ° É¥·³¨´ ´¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê-
¥É¸Ö. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶μ´ÖÉ¨Ö ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ ¨
®¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´Ò.

�ÉμÉ ÔÉ ¶ · ¸¸Ê¦¤¥´¨° § ¢¥·Ï¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ¶μ¸ÉÊ² Éμ³.

	μ¸ÉÊ² É 4. �¥§Ê²ÓÉ É ± ¦¤μ£μ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É  ¶μ ¨§³¥-
·¥´¨Õ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸Éμ-
Ö´¨¥³ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò.

‚ ¸²ÊÎ ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ÔÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É ´¥ ¤ ¥É ´¨Î¥£μ ´μ¢μ£μ. � -
μ¡μ·μÉ, ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ´¥μ¡ÒÎ¥´. 	μ²¥¥ Éμ£μ,
¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ³´μ£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ®¤μ± § É¥²Ó¸É¢ ¯ Éμ£μ, ÎÉμ ´¨Î¥£μ ¶μ¤μ¡´μ£μ
¡ÒÉÓ ´¥ ³μ¦¥É. ‚ ´ Ï¥³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ÔÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É § ´¨³ ¥É Í¥´É· ²Ó´μ¥ ³¥¸Éμ.
Œμ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥ ²¨§ Í¨¥° ±μ´Í¥¶-
Í¨¨ ®¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¢μ§³μ¦´μ¸É¥°¯. �Éμ ¶μ´ÖÉ¨¥ ¢¢¥² ”μ± [18], ´μ ´¥ ¤ ²
¥³Ê ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ μËμ·³²¥´¨Ö.
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�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ´¨± ±¨Ì ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨° μ ¸¢μ°-
¸É¢ Ì ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ ´¥ ¤¥² ¥É¸Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ

ϕξ(Â) = ϕξ′(Â), ¥¸²¨ Â ∈ Qξ ∩Qξ′ . (3)

Šμ´¥Î´μ, ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ϕ · ¢¥´¸É¢μ (3) ³μ¦¥É ¢Ò-
¶μ²´ÖÉÓ¸Ö. 	Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ ¸É ¡¨²Ó´μ ´ 
´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â, ¥¸²¨ · ¢¥´¸É¢μ (3) ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¤²Ö ¢¸¥Ì Qξ ¨ Qξ′ , ±μÉμ·Ò¥

¸μ¤¥·¦ É ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ Â.
‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ± ¦¥É¸Ö μÎ¥´Ó ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ ¶μÉ·¥¡μ¢ ÉÓ ¢Ò¶μ²´¥-

´¨Ö · ¢¥´¸É¢  (3). ‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ÔÉμ£μ · ¢¥´¸É¢ 
´Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ³ ±μ³³¥´É ·¨¨.

�±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¶·μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ± ± μÉ±²¨± ¨§-
³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  ´  ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¸μ ¸Éμ·μ´Ò ¨§ÊÎ ¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò. ‚
¶·¨´Í¨¶¥, μÉ±²¨±¨ · §²¨Î´ÒÌ ¶·¨¡μ·μ¢ ´  μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ³μ£ÊÉ
¡ÒÉÓ · §´Ò³¨. ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É Éμ· , ÔÉμ μÎ¥´Ó ¶²μÌμ. �μÔÉμ³Ê
Ô±¸¶¥·¨³¥´É Éμ· ¸É·¥³¨É¸Ö Ê´¨Ë¨Í¨·μ¢ ÉÓ ·¥ ±Í¨Õ (¶μ± § ´¨Ö) · §²¨Î´ÒÌ
¶·¨¡μ·μ¢. ’ ±μ° Ê´¨Ë¨± Í¨¨ ¸²Ê¦¨É ¶·μÍ¥¤Ê·  ± ²¨¡·μ¢±¨ ¶·¨¡μ·μ¢.

‘Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ ÔÉ  ¶·μÍ¥¤Ê·  ¢Ò£²Ö¤¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. ‚ ± Î¥¸É¢¥
Ï ¡²μ´  ¡¥·¥É¸Ö ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò° ¶·¨¡μ·, ±μÉμ·Ò° μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É ¢μ¸¶·μ¨§-
¢μ¤¨³μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ´¥±μÉμ·μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â. ‘ ¶μ³μÐÓÕ ÔÉμ£μ ¶·¨¡μ· 
¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ¨§³¥·¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â Ê ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó É¥¸Éμ¢μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ°
¸¨¸É¥³Ò. �μ²ÊÎ ¥É¸Ö ´¥±μÉμ·μ¥ §´ Î¥´¨¥ A. �μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¢μ¸¶·μ¨§-
¢μ¤¨³μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶μ¢Éμ·´μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ Éμ° ¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¶·¨¡μ·μ³,
¶μ¤²¥¦ Ð¨³ ± ²¨¡·μ¢±¥, ¤μ²¦´μ ¤ ÉÓ Éμ ¦¥ §´ Î¥´¨¥. ’μ²Ó±μ ¶·¨¡μ·, ³´μ-
£μ±· É´μ ¢Ò¤¥·¦¨¢ ÕÐ¨° É ±μ° É¥¸É, § ¸²Ê¦¨¢ ¥É ´ §¢ ´¨Ö ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ.
Š ²¨¡·μ¢±  ¶·¨§¢ ´  ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ ´¥±μ´-
É·μ²¨·Ê¥³μ£μ ¢²¨Ö´¨Ö ¶·¨¡μ· , ¢ Î ¸É´μ¸É¨, μÉ ´¥±μ´É·μ²¨·Ê¥³μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
¶·¨¡μ· .

�¤´ ±μ ¶·μÉ¨¢ μ¤´μ£μ ¶ · ³¥É· , §´ Î¥´¨¥ ±μÉμ·μ£μ ³μ¦¥É μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ¸Ö
¶·¨¡μ·μ³, ± ²¨¡·μ¢±  ¡¥¸¸¨²Ó´ . ’ ±¨³ ¶ · ³¥É·μ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ξ ∈ Ξ. �μÖ¸-
´¨³, ± ±μ¥ μÉ´μÏ¥´¨¥ ¶ · ³¥É· ξ ¨³¥¥É ± ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ³Ê ¶·¨¡μ·Ê. Š ¦¤Ò°
¶·¨¡μ· ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¸¢μ¥° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ (´ ¸É·μ°±¨) ¶·¥¤´ §´ Î ¥É¸Ö
²¨¡μ ¤²Ö ¨§³¥·¥´¨Ö μ¤´μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â, ²¨¡μ ¤²Ö μ¤´μ¢·¥³¥´´μ£μ ¨§³¥·¥-
´¨Ö £·Ê¶¶Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �É  ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö (£·Ê¶¶  ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ) ¶·¨´ ¤-
²¥¦¨É ± ±μ°-Éμ  ²£¥¡·¥ Qξ. 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨¡μ· μÉ´μ¸¨É¸Ö ± É¨¶Ê
ξ, ¥¸²¨, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, μ´ ¶·¥¤´ §´ Î¥´ ¤²Ö ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° (´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ) ¨§ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢  Qξ, ¢μ-¢Éμ·ÒÌ, ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°

Â ∈ Qξ (£·Ê¶¶Ò ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ) Ö¢²Ö¥É¸Ö Aξ = ϕξ(Â) (£·Ê¶¶ 
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢).

‘ ¶μ³μÐÓÕ ± ²¨¡·μ¢±¨ ´¥²Ó§Ö ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, § ¢¨¸¨É ²¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö
μÉ ¶ · ³¥É·  ξ. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶¥·¢Ò³ ÔÉ ¶μ³ ± ²¨¡·μ¢±¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢μ¸¶·μ-



ˆ‡Œ…�…�ˆŸ ˆ Œ�’…Œ�’ˆ—…‘Šˆ‰ ������’ Š‚��’�‚�‰ ”ˆ‡ˆŠˆ 311

¨§¢μ¤¨³μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥, ¶μ¸²¥ ±μÉμ·μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ É¥¸Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸É ´μ¢¨É¸Ö
¸É ¡¨²Ó´Ò³ ´  ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â. �μÔÉμ³Ê ·¥§Ê²ÓÉ É ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ¨§³¥·¥´¨Ö
ÔÉμ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢ ²Õ¡μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥ ¡Ê¤¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¶ · ³¥É·  ξ. �·¨
²Õ¡μ³ ¤·Ê£μ³ ¸¶μ¸μ¡¥ ¶·μ¢¥·±¨ · ¢¥´¸É¢  (3) ³Ò ¤μ²¦´Ò ¶μ¤¢¥·£´ÊÉÓ μ¤´Ê
¨ ÉÊ ¦¥ ¨¸¶ÒÉÊ¥³ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¤¢Ê³ ¨§³¥·¥´¨Ö³: μ¤¨´ · § ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·¨¡μ· 
É¨¶  ξ, ¤·Ê£μ° · § Å É¨¶  ξ′ (ξ �= ξ′). �Éμ ¤¢  · §´ÒÌ ¶·¨¡μ· , ¶μÔÉμ³Ê
μ¤´μ¢·¥³¥´´μ μ¡  ¨§³¥·¥´¨Ö ³Ò ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ´¥ ³μ¦¥³.

�Ê¸ÉÓ ³Ò ¸´ Î ²  ¶·μ¨§¢μ¤¨³ ¨§³¥·¥´¨¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·¨¡μ·  É¨¶  ξ ¨
¶μ²ÊÎ ¥³ ·¥§Ê²ÓÉ É Aξ = ϕξ(Â). …¸²¨ ÔÉμ ¨§³¥·¥´¨¥ ´¥¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ¥, Éμ
¶μ¸²¥ ´¥£μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ ¨¸¶ÒÉÊ¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò ¨§³¥´¨É¸Ö ´¥±μ´-
É·μ²¨·Ê¥³Ò³ μ¡· §μ³. �μÔÉμ³Ê ·¥§Ê²ÓÉ É ¢Éμ·μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö (¶·¨¡μ·μ³ É¨¶ 
ξ′) ¢ ²Õ¡μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¨± ± ´¥ ¡Ê¤¥É ¸¢Ö§ ´ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¶¥·¢μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö.
…¸²¨ ¶¥·¢μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ, Éμ ¶μ¸²¥ ´¥£μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨¥ ϕ § ³¥´¨É¸Ö ´  ϕ′. ’ ± ± ± ¶μ¸²¥ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö Ô²¥³¥´-
É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸É ¡¨²Ó´Ò³ ´  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°,
Éμ ¤²Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ′ ¤μ²¦´μ ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ϕ′

ξ′(Â) = ϕξ(Â) ¢´¥
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Éμ£μ, ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¨²¨ ´¥É · ¢¥´¸É¢μ (3). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢
²Õ¡μ³ ¸²ÊÎ ¥ · ¢¥´¸É¢μ (3) ³Ò ¶·μ¢¥·¨ÉÓ ´¥ ¸³μ¦¥³.

Šμ´¥Î´μ, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ´¥ £ · ´É¨·ÊÕÉ, ÎÉμ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ·¥-
§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ ¶ · ³¥É·  ξ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É. �´¨ Éμ²Ó±μ ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ
¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ É ±μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨. �μÔÉμ³Ê ²Õ¡Ò¥ ¢Ò¢μ¤Ò, ±μÉμ·Ò¥ μ¸´μ¢Ò-
¢ ÕÉ¸Ö ´  ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¨ μ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ · ¢¥´¸É¢  (3), ´¥ ¨³¥ÕÉ ¤μ± -
§ É¥²Ó´μ° ¸¨²Ò. � ¤μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ±² ¸¸¨Ë¨± Í¨Ö ¶·¨¡μ·μ¢ ¶μ É¨¶ ³
ξ Å ÔÉμ ±² ¸¸¨Ë¨± Í¨Ö ¶μ Ì · ±É¥·Ê ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶·¨¡μ·  ¸ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ°
¸¨¸É¥³μ°. �μÔÉμ³Ê μ´  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ´¥ Éμ²Ó±μ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¶·¨¡μ· , ´μ ¨
¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨¸É¥³μ° (³´μ¦¥¸É¢μ³ A+,  ²£¥¡· ³¨ Qξ).

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ É¨¶  ¶·¨¡μ·  ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨-
¢ ÉÓ ± ± ·¥ ²¨§ Í¨Õ ¨ ±μ´±·¥É¨§ Í¨Õ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° 	μ·  [19] μ § ¢¨¸¨³μ-
¸É¨ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ μ¡Ð¥£μ ±μ´É¥±¸É  Ô±¸¶¥·¨³¥´É . ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³
¶·¥¤² £ ¥³Ò° §¤¥¸Ó ¢ ·¨ ´É § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ´¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É ´¨ ¶·¨´Í¨¶Ê ¶·¨-
Î¨´´μ¸É¨, ´¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Õ μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ ²μ± ²Ó´μ° ·¥ ²Ó´μ¸É¨. �¤´ ±μ
²μ± ²Ó´ Ö ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓ Å ÔÉμ ´¥ μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ± ¦¤μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°
¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò,   ´¥± Ö ¶·¨Î¨´ , ¢Ò§Ò¢ ÕÐ Ö
μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ·¥ ±Í¨Õ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ É¨¶ .

ˆ§³¥·¨É¥²Ó´Ò° ¶·¨¡μ· Å ÔÉμ ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ , ¨ ²Õ¡μ¥ ¢´¥Ï´¥¥
¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ´  ´¥£μ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ·¥§Ê²ÓÉ É ¤¥°¸É¢¨Ö ´¥±μÉμ·μ£μ
¢´¥Ï´¥£μ ¶μ²Ö. ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¶μ²Ö ¤μ²¦´  Ö¢²ÖÉÓ¸Ö ¨¸¸²¥¤Ê-
¥³ Ö ¸¨¸É¥³ . „²Ö ¶·¨¡μ·  ± ± ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò ³¨±·μ-
¸±μ¶¨Î¥¸±¨¥ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¤¥É ²¨ ÔÉμ£μ ¶μ²Ö, ¢ ¦´Ò Éμ²Ó±μ ¥£μ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥
Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨. �μÔÉμ³Ê ¢ ¤ ´´μ³ ±μ´É¥±¸É¥ ÔÉμ ¶μ²¥ ³μ¦´μ É· ±Éμ¢ ÉÓ ± ±
´¥±μÉμ·μ¥ ÔËË¥±É¨¢´μ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ¶μ²¥, Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ ±μÉμ·μ£μ μ¶·¥¤¥-
²ÖÕÉ¸Ö Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò. ˆ³¥´´μ ÔÉμ ÔËË¥±-
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É¨¢´μ¥ ¶μ²¥ ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ ²μ± ²Ó´μ° ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓÕ, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥° ·¥§Ê²ÓÉ É
± ¦¤μ£μ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö.

’μ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸É -
¡¨²Ó´μ ´  ´¥±μÉμ·μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°, ³μ¦´μ £μ¢μ·¨ÉÓ μ¡ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ §´ Î¥-
´¨¨ ÔÉμ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°. ‚ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ξ ¸μ¸Éμ¨É Éμ²Ó±μ
¨§ μ¤´μ£μ Ô²¥³¥´É . �μÔÉμ³Ê ¢¸¥ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò¥ ¶·¨¡μ·Ò μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± μ¤´μ³Ê
É¨¶Ê. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¢¸¥ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸É ¡¨²Ó´Ò ´  ²Õ¡μ° ´ -
¡²Õ¤ ¥³μ°, É. ¥. ± ¦¤ Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥.

‚ ¨§³¥·¥´¨¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ¶·¨¡μ·μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±¢ ´Éμ-
¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´μ μ¤´μ§´ Î´μ. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, É ±
± ± ¶·¨¡μ·Ò, ¶·¥¤´ §´ Î¥´´Ò¥ ¤²Ö ¨§³¥·¥´¨Ö ´¥¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ,
´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò, Éμ ¢ μ¤´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¨§³¥·¨ÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥,
¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨¥ μ¤´μ°  ²£¥¡·¥ Qξ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ³Ò Ê¸É ´μ¢¨³ Éμ²Ó±μ §´ Î¥-
´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕξ. ‚ μ¸É ²Ó´μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ μ¸É ´¥É¸Ö ´¥-
μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³. �μ¢Éμ·´μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¤·Ê£μ£μ É¨¶  ¶·¨¡μ· 
¤ ¸É ´μ¢ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ, ´μ ´¥±μ´É·μ²¨·Ê¥³Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§³ÊÉ¨É Ô²¥³¥´É ·-
´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ¢μ§´¨±Ï¥¥ ¶μ¸²¥ ¶¥·¢μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö. �μÔÉμ³Ê ¨´Ëμ·³ Í¨Ö,
¶μ²ÊÎ¥´´ Ö ¢ ¶¥·¢μ³ ¨§³¥·¥´¨¨, ¸É ´¥É ¡¥¸¶μ²¥§´μ°.

‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³ Ê¤μ¡´μ ¶·¨´ÖÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 40. �²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ ´ §μ¢¥³ ϕξ-Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨,
¥¸²¨ μ´¨ ¨³¥ÕÉ μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ ¸Ê¦¥´¨¥ ϕξ ´   ²£¥¡·Ê Qξ.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¨§³¥·¥´¨¨ ³Ò ³μ¦¥³ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ Éμ²Ó±μ
±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ± ±μÉμ·μ³Ê ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥. ‚ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ³ ¨§³¥·¥´¨¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì  ²-
£¥¡·¥ Qξ, ²¥£±μ Ê§´ ÉÓ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¶·¨£μÉμ¢²¥´¨Ö Î¨¸Éμ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ¸É ´-
¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥. „ ²¥¥ ÔÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ±¢ ´Éμ¢Ò³
¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¨ ¶·¨³¥³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 41. Š¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ Ψϕξ ´ §μ¢¥³ ±² ¸¸ {ϕ}ϕξ

ϕξ-Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ´   ²£¥¡·¥ Qξ .

‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ É ±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ê¤μ¡´μ Éμ²Ó-
±μ ¤²Ö ¸¨¸É¥³, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ´¥É Éμ¦¤¥¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¨§³¥-
·¨É¥²Ó´Ò° ¶·¨¡μ· ´¥ ³μ¦¥É Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ, ± ± Ö ¨§ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢
´¥£μ ¶μ¶ ² . �μÔÉμ³Ê Ê¤μ¡´μ ´¥¸±μ²Ó±μ μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ¶μ´ÖÉ¨¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨.
	Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ, ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ ¸² ¡μ ϕξ-Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ Ô²¥-
³¥´É ·´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ ϕ′, ¥¸²¨ ¸Ê¦¥´¨¥ ϕξ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ ´ 
 ²£¥¡·Ê Qξ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¸Ê¦¥´¨¥³ ϕ′

ξ′ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ′ ´   ²£¥¡·Ê

Qξ′ . ‡¤¥¸Ó ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ  ²£¥¡·  Qξ′ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§  ²£¥¡·Ò Qξ ¢
·¥§Ê²ÓÉ É¥ § ³¥´Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ μ¤´μ° ¨§ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ´  ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¤·Ê£μ°. „²Ö ¸¨¸É¥³ ¸ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´Ò³¨ Î ¸É¨Í ³¨ ¢
μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸ÉÓ ¸²¥¤Ê¥É § ³¥´¨ÉÓ ´  ¸² -



ˆ‡Œ…�…�ˆŸ ˆ Œ�’…Œ�’ˆ—…‘Šˆ‰ ������’ Š‚��’�‚�‰ ”ˆ‡ˆŠˆ 313

¡ÊÕ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸ÉÓ. „ ²¥¥ ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¥¸²¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ, Éμ É ± Ö
§ ³¥´  ¸¤¥² ´ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò, É ± ¦¥ ± ± 	²μÌ¨´Í¥¢ [20Ä23], ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ
±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° ´¥ μÉ¤¥²Ó´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ-
¥±É ,   Í¥²μ£μ  ´¸ ³¡²Ö É ±¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢.

3. ’…��ˆŸ ‚…��Ÿ’��‘’…‰ ˆ Š‚��’�‚›‰ ��‘�Œ�‹œ

	μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ¶·¥¤¸± § ´¨° ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ´μ¸¨É ¢¥·μÖÉ´μ¸É´Ò° Ì -
· ±É¥·. �μÔÉμ³Ê ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¤μ²¦´  μ¸´μ¢Ò¢ ÉÓ¸Ö ´  É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ-
´μ¸É¥°. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ´ ¨¡μ²¥¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨ · §¢¨Éμ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ²-
³μ£μ·μ¢¸± Ö É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° [4]. �¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
¸¨¸É¥³ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. ‡¤¥¸Ó ¡Ê¤¥É § -
Ð¨Ð ÉÓ¸Ö É¥§¨¸ μ Éμ³, ÎÉμ ¨ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢¶μ²´¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ° ±μ²³μ£μ·μ¢¸±μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°, ´Ê¦´μ Éμ²Ó±μ ÊÎ¥¸ÉÓ μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ
±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° [24].

‚ μ¸´μ¢¥ ±μ²³μ£μ·μ¢¸±μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [4, 25])
²¥¦¨É É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ (Ω,F , P ).

�¥·¢ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö Ω Å ÔÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ (¶·μ¸É· ´¸É¢μ) Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¸μ¡ÒÉ¨°. ”¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ´¥ μ£μ¢ ·¨-
¢ ¥É¸Ö, ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ μ´¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢§ ¨³μ¨¸±²ÕÎ ÕÐ¨³¨, ¨ ¢ ± ¦¤μ³
¨¸¶ÒÉ ´¨¨ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö μ¤´μ ¨ Éμ²Ó±μ μ¤´μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥. ‚ ´ Ï¥³
¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ¡Ê¤¥É ¢Ò¸ÉÊ¶ ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥ ϕ.

‡�Œ…—��ˆ…. Š¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, μÎ¥¢¨¤´μ, ´¥ ³μ¦¥É ¨£· ÉÓ ·μ²Ó Ô²¥-
³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö, É ± ± ± ¤¢  ´¥μ·Éμ£μ´ ²Ó´ÒÌ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ´¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢§ ¨³μ¨¸±²ÕÎ ÕÐ¨³¨. �μÔÉμ³Ê, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, μ¸É ¢ Ö¸Ó ¢ · ³-
± Ì ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨, ´¥²Ó§Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ±μ²³μ£μ·μ¢¸±ÊÕ
É¥μ·¨Õ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. �´ ²μ£¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ ¤¥²μ μ¡¸Éμ¨É ¨ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°
Ëμ·³ ²Ó´μ° ²μ£¨±μ°.

�μ³¨³μ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ¢¢μ¤¨É¸Ö ¥Ð¥ ¶μ´ÖÉ¨¥ ®¸²ÊÎ °´μ¥ ¸μ¡Ò-
É¨¥¯, ¨²¨ ¶·μ¸Éμ ®¸μ¡ÒÉ¨¥¯. Š ¦¤μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ F μÉμ¦¤¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ´¥±μ-
Éμ·Ò³ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ³ ³´μ¦¥¸É¢  Ω. ‘Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶·μ¨§μÏ²μ ¸μ¡ÒÉ¨¥ F ,
¥¸²¨ ·¥ ²¨§μ¢ ²μ¸Ó μ¤´μ ¨§ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ÔÉμ³Ê
¶μ¤³´μ¦¥¸É¢Ê (ϕ ∈ F ). �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢ ± ¦¤μ³ ¨¸¶ÒÉ ´¨¨ ³Ò ³μ¦¥³
Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ, ¶·μ¨§μÏ²μ ¸μ¡ÒÉ¨¥ ¨²¨ ´¥É. �É Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ÔÉμ ´¥
É·¥¡Ê¥É¸Ö.

� ¡μ·Ò ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³´μ¦¥¸É¢  Ω (¢±²ÕÎ ÕÐ¨¥ ¸ ³μ ³´μ¦¥¸É¢μ Ω ¨ ¶Ê-
¸Éμ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ∅) ´ ¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¡Ê²¥¢ÒÌ  ²£¥¡·. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
¢Éμ·μ° ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¥° ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥±μÉμ· Ö ¡Ê-
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²¥¢  σ- ²£¥¡·  F . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ μ¸´ Ð ¥É¸Ö
¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¨§³¥·¨³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

� ±μ´¥Í, É·¥ÉÓÖ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Å ¢¥·μÖÉ-
´μ¸É´ Ö ³¥·  P . �Éμ μÉμ¡· ¦¥´¨¥ ³´μ¦¥¸É¢  F ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó-
´ÒÌ Î¨¸¥² (± ¦¤μ³Ê F ∈ F ¸É ¢¨É¸Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ Î¨¸²μ P (F )), Ê¤μ-
¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥¥ Ê¸²μ¢¨Ö³:  ) 0 � P (F ) � 1 ¤²Ö ¢¸¥Ì F ∈ F , P (Ω) = 1;

¡) P

(∑
j

Fj

)
=

∑
j

P (Fj) ¤²Ö ²Õ¡μ° ¸Î¥É´μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ´¥¶¥·¥¸¥± Õ-

Ð¨Ì¸Ö ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Fj ∈ F .

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ Ö ³¥·  μ¶·¥¤¥²¥´  Éμ²Ó±μ ¤²Ö ¸μ¡Ò-
É¨°, ¢Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¢  ²£¥¡·Ê F . „²Ö Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ, ¢μμ¡Ð¥
£μ¢μ·Ö, ´¥ μ¶·¥¤¥²¥´ .

�μÖ¸´¨³ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¶·μ¸ÉÒ³ ¶·¨³¥·μ³. �Ê¸ÉÓ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° Å ÔÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ · Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Î¨¸¥², ²¥¦ Ð¨Ì
³¥¦¤Ê ´Ê²¥³ ¨ ¥¤¨´¨Í¥°. ˆ¸¶ÒÉ ´¨¥ Å ÔÉμ Ê£ ¤Ò¢ ´¨¥ μ¤´μ£μ ¨§ ÔÉ¨Ì Î¨¸¥²,
§ £ ¤ ´´μ£μ ¸μ¡¥¸¥¤´¨±μ³. �Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ Ê£ ¤Ò¢ ´¨Ö ²Õ¡μ£μ ¨§
Î¨¸¥² ´¥ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ´¨± ±μ£μ Î¨¸²¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö, μÉ²¨Î´μ£μ μÉ ´Ê²Ö. �μ
´Ê²Õ μ´  É ±¦¥ ´¥ ³μ¦¥É · ¢´ÖÉÓ¸Ö. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ Éμ£μ, ÎÉμ
§ £ ¤ ´´μ¥ Î¨¸²μ ²¥¦¨É ³¥¦¤Ê ´Ê²¥³ ¨ ¥¤¨´¨Í¥°, · ¢´  ¥¤¨´¨Í¥. Œ´μ¦¥-
¸É¢μ · Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Î¨¸¥² ¸Î¥É´μ. �μÔÉμ³Ê ¸μ£² ¸´μ ¸¢μ°¸É¢ ³ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ°
³¥·Ò ¥¤¨´¨Í  ¤μ²¦´  ¡Ò²  ¡Ò · ¢´ÖÉÓ¸Ö ¸Î¥É´μ° ¸Ê³³¥ ´Ê²¥°. �¨± ±μ£μ
¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨Ö ´¥ ¢μ§´¨± ¥É, ¥¸²¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ F ³Ò ¢Ò¡¥·¥³ ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì
¨´É¥·¢ ²μ¢ (¨ ¨Ì μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨°) ¨ ¸μ¶μ¸É ¢¨³ ± ¦¤μ³Ê ¨´É¥·¢ ²Ê ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ,
· ¢´ÊÕ ¥£μ ¤²¨´¥.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§³¥·¨³μ¸ÉÓ Å μÎ¥´Ó ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¢¥·μÖÉ-
´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . „ ²¥¥ ³Ò Ê¡¥¤¨³¸Ö, ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ·μ²Ó
¨§³¥·¨³μ¸É¨ ¥Ð¥ ¡μ²¥¥ ¢ ¦´ Ö. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¸¢μ°¸É¢μ ¨§³¥·¨³μ¸É¨ ´¥¸¥É ´¥
Éμ²Ó±μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ, ´μ ¨ μÎ¥´Ó ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÊÕ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ´ £·Ê§±Ê.

’¥¶¥·Ó μ¡¸Ê¤¨³ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶·¨²μ¦¥´¨Ö μ¸´μ¢´ÒÌ ¶·¨´Í¨¶μ¢ É¥μ·¨¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ± ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¨§³¥·¥´¨Ö³. 	μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°
¸¢Ö§ ´μ ¸ ´ Ìμ¦¤¥´¨¥³ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° É¥Ì ¨²¨ ¨´ÒÌ ´ ¡²Õ-
¤ ¥³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´. �·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ°  ¶¶ · -
ÉÊ·Ò ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ É ±μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¤²Ö ´¥±μÉμ·μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ-
¸É¨ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°, ¢Ò-
¡¨· Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ¨§³¥·¨É¥²Ó´ÊÕ  ¶¶ · ÉÊ·Ê, ³Ò ¢Ò¡¨· ¥³ μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ
σ- ²£¥¡·Ê F .

„²Ö ¡μ²ÓÏ¥° ´ £²Ö¤´μ¸É¨ ¤ ²Ó´¥°Ï¥¥ μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¶·μ¢¥¤¥³ ´  ±μ´±·¥É-
´μ³ ¶·¨³¥·¥. �Ê¸ÉÓ ´ Ï  ¨§ÊÎ ¥³ Ö ¸¨¸É¥³  Å ÔÉμ Î ¸É¨Í , ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É
¤¢¨£ ÉÓ¸Ö ¢ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨. �Ê¸ÉÓ ³Ò ¸´ Î ²  ÌμÉ¨³ ´ °É¨ ¢¥·μÖÉ-
´μ¸É´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ X-° ±μμ·¤¨´ ÉÒ ÔÉμ° Î ¸É¨ÍÒ. „²Ö ÔÉμ£μ ³Ò ¤μ²¦´Ò
· §¡¨ÉÓ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨Ö ´  ¶μ²μ¸Ò, ¶¥·¶¥´¤¨±Ê²Ö·´Ò¥ μ¸¨ X . ˜¨·¨´ 
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¶μ²μ¸ ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¸μ£² ¸μ¢ ´  ¸ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´μ¸ÉÓÕ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¨§³¥·¨-
É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· . �É¨ ¶μ²μ¸Ò ¡Ê¤ÊÉ ¨£· ÉÓ ·μ²Ó Ô²¥³¥´Éμ¢ FX

i σ- ²£¥¡·Ò
FX . ‘ ¶μ³μÐÓÕ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  ³Ò ¸³μ¦¥³ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¢¥·μÖÉ-
´μ¸ÉÓ ¶μ¶ ¤ ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ¶μ²μ¸Ê. �´ ²μ£¨Î´Ò° Ô±¸¶¥·¨³¥´É
³μ¦´μ ¶·μ¢¥¸É¨ ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶μ μ¸¨ Y .
‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²μ¸Ò ¡Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ Î¥·¥§ FY

j ,   σ- ²£¥¡·Ê Å Î¥·¥§ FY .
ŒÒ ³μ¦¥³ ¶·μ¢¥¸É¨ ¡μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ¨ ´ °É¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É-

´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ±μμ·¤¨´ É Î ¸É¨Í ¶μ μ¡¥¨³ μ¸Ö³ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ. „²Ö ÔÉμ£μ
´ ¤μ · §¡¨ÉÓ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨Ö ´  ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´¨±¨, ¶μ²ÊÎ ÕÐ¨¥¸Ö ¶·¨ ¶¥-
·¥¸¥Î¥´¨¨ · §²¨Î´ÒÌ ¶μ²μ¸: FXY

ij = FX
i ∩ FY

j . �·Ö³μÊ£μ²Ó´¨±¨ FXY
ij ¡Ê¤ÊÉ

Ô²¥³¥´É ³¨ σ- ²£¥¡·Ò FXY . ƒμ¢μ·ÖÉ, ÎÉμ  ²£¥¡·  FXY ¶μ·μ¦¤¥´   ²£¥¡· ³¨
FX ¨ FY . �μ±  ´¨± ±μ° · §´¨ÍÒ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¨ ±¢ ´Éμ¢μ³ · ¸¸³μÉ·¥-
´¨¨ ´¥É.

�Ê¸ÉÓ É¥¶¥·Ó ³Ò ÌμÉ¨³ Ê§´ ÉÓ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´¥ Éμ²Ó±μ
¤²Ö ±μμ·¤¨´ É, ´μ ¨ ¤²Ö ¨³¶Ê²Ó¸μ¢. …¸²¨ ³Ò ¨´É¥·¥¸Ê¥³¸Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É´Ò³¨
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö³¨ ¶μ ±μμ·¤¨´ É ³ ¨ μÉ¤¥²Ó´μ ¶μ ¨³¶Ê²Ó¸ ³, Éμ Ô±¸¶¥·¨³¥´É
³μ¦´μ μ·£ ´¨§μ¢ ÉÓ ¶μ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥° ¸Ì¥³¥. ’μ²Ó±μ ¶μ²μ¸Ò ¶·¨¤¥É¸Ö ¶·μ¢μ-
¤¨ÉÓ ¨ ¢ ¶²μ¸±μ¸É¨ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢.

�¤´ ±μ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ±μ·¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¨§³¥´¨É¸Ö, ¥¸²¨ ³Ò § ÌμÉ¨³ ´ °É¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥, ¸μ¢³¥¸É´μ¥ ¶μ X-° ±μμ·¤¨´ É¥ ¨ Kx-° ¶·μ-
¥±Í¨¨ ¨³¶Ê²Ó¸ . ”μ·³ ²Ó´μ, Î¨¸Éμ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [25]), ³Ò
³μ¦¥³ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ σ- ²£¥¡·Ê FXKx , ±μÉμ· Ö ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö  ²£¥¡· ³¨ FX ¨
FKx . �²¥³¥´É ³¨ É ±μ°  ²£¥¡·Ò ¡Ê¤ÊÉ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´¨±¨ (¨ ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò¥ ¨Ì
μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö) ¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨ (XKx) Î¥ÉÒ·¥Ì³¥·´μ£μ Ë §μ¢μ£μ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ . ‚ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò ³μ¦¥³ μ·£ ´¨§μ¢ ÉÓ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¤²Ö
´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¶μ¶ ¤ ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ¢ É ±μ° ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´¨±. �¤´ ±μ
¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ É ±μ° Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ ´¥¢μ§³μ¦¥´, É ± ± ±
¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò¥ ¶·¨¡μ·Ò, ¶·¥¤´ §´ Î¥´´Ò¥ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö X-° ±μμ·¤¨´ ÉÒ
¨ Kx-° ¶·μ¥±Í¨¨ ¨³¶Ê²Ó¸ , ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ É ±μ³Ê ¶·Ö³μ-
Ê£μ²Ó´¨±Ê ´¥²Ó§Ö ¶·¨¶¨¸ ÉÓ ´¨± ±μ° ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ° ³¥·Ò, É. ¥. ¤²Ö ¸μ¡ÒÉ¨Ö,
§ ±²ÕÎ ÕÐ¥£μ¸Ö ¢ ¶μ¶ ¤ ´¨¨ Î ¸É¨ÍÒ ¢ É ±μ° ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´¨±, ¢μμ¡Ð¥ ´¥
¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¶μ´ÖÉ¨Ö ®¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ¯.

�¡Ð¨° ¢Ò¢μ¤ ¨§ · ¸¸³μÉ·¥´´μ£μ ¶·¨³¥·  ¸²¥¤Ê¥É ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. �¥ ¢¸Ö± Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ¢μ§³μ¦´ Ö (¨ ¤μ¶Ê¸É¨³ Ö ¢ ±² ¸-
¸¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥) σ- ²£¥¡·  ¤μ¶Ê¸É¨³  ¢ ± Î¥¸É¢¥ σ- ²£¥¡·Ò ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ
¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ô²¥³¥´ÉÊ ¨§³¥·¨³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  (Ω,F) ¢ Ô±¸¶¥·¨-
³¥´É¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¶ · : ¨¸¸²¥¤Ê¥³Ò° μ¡Ñ¥±É ¨ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° É¨¶ ¨§³¥·¨-
É¥²Ó´μ°  ¶¶ · ÉÊ·Ò, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° § Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ ¸μ¡ÒÉ¨¥, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥
´¥±μÉμ·μ³Ê ´ ¡μ·Ê ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´, É. ¥. ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì
μ¤´μ°  ²£¥¡·¥ Qξ. �μÔÉμ³Ê σ- ²£¥¡·  F É ±¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·μ¨´¤¥±¸¨·μ-
¢ ´  ¶ · ³¥É·μ³ ξ: F = Fξ.
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�¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ ±¢ ´Éμ¢μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É  É·¥¡Ê¥É ¢´¨³ É¥²Ó´μ¸É¨ ¶·¨ μ¶·¥-
¤¥²¥´¨¨ μ¤´μ£μ ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶μ´ÖÉ¨° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° Å ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°
¸²ÊÎ °´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò. �¡ÒÎ´μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ¸²ÊÎ °´ Ö ¢¥²¨Î¨´  μ¶·¥¤¥²Ö-
¥É¸Ö ± ± μÉμ¡· ¦¥´¨¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ω Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¢ · ¸Ï¨·¥´´ÊÕ
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÊÕ ¶·Ö³ÊÕ R = [−∞, +∞]. �¤´ ±μ É ±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´¥ ÊÎ¨-
ÉÒ¢ ¥É μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ±¢ ´Éμ¢μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É , ¢ ±μÉμ·μ³ ·¥§Ê²ÓÉ É ³μ¦¥É
§ ¢¨¸¥ÉÓ μÉ É¨¶  ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· . �μÔÉμ³Ê ³Ò ¶·¨³¥³ ¡μ²¥¥ · §¢¥·-
´ÊÉμ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 42. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ¸²ÊÎ °´μ° ¢¥²¨Î¨´μ° ´ §Ò¢ ¥É¸Ö μÉμ-
¡· ¦¥´¨¥ ¨§³¥·¨³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  (Ω,Fξ) Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¢ · ¸Ï¨-
·¥´´ÊÕ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÊÕ ¶·Ö³ÊÕ.

‚ ¶·¨²μ¦¥´¨¨ ± ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â ÔÉμ ¡Ê¤¥É ¢Ò£²Ö¤¥ÉÓ É ±:

ϕ
Â−→ Aξ(ϕ) ≡ ϕξ(Â) ∈ R.

� §μ¢¥³ ±¢ ´Éμ¢Ò³  ´¸ ³¡²¥³ ³´μ¦¥¸É¢μ μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ (É. ¥. μ¶¨¸Ò¢ ¥³ÒÌ
μ¤´¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ³ A+ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò³ ³´μ¦¥¸É¢μ³ {Qξ}
±μ³³ÊÉ É¨¢´ÒÌ  ²£¥¡· Qξ (ξ ∈ Ξ)) Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, ±μÉμ·Ò¥ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö
¢ ´¥±μÉμ·μ³ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨. ‘³¥¸Ó ±¢ ´Éμ¢ÒÌ  ´¸ ³¡²¥°, ¢ ±μÉμ·ÊÕ

± ¦¤Ò° ¨§ ÔÉ¨Ì  ´¸ ³¡²¥° ¢Ìμ¤¨É ¸ ±· É´μ¸ÉÓÕ Ci

(
Ci � 0,

∑
Ci < ∞

)
,

´ §μ¢¥³ ¸³¥Ï ´´Ò³ ±¢ ´Éμ¢Ò³  ´¸ ³¡²¥³. �±¸¶¥·¨³¥´É ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢Ê¥É ¢
¶μ²Ó§Ê ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ¶μ¸ÉÊ² É .

	μ¸ÉÊ² É 5. Š¢ ´Éμ¢Ò° (¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ Å ¸³¥Ï ´´Ò°)  ´¸ ³¡²Ó ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ μ¸´ Ð¥´ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ¸¶·μ-
¨§¢μ¤¨³μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢Ò°  ´¸ ³¡²Ó ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ±¢ ´Éμ¢Ò°  ´¸ ³¡²Ó,
¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¸ ¤·Ê£¨³ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´Ò³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

� ¸¸³μÉ·¨³  ´¸ ³¡²Ó Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, ±μÉμ·Ò¥ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ Ψϕη (η ∈ Ξ). ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¡Ê¤¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ -
²¥´É´μ¸É¨ {ϕ}ϕη ± ± ¶·μ¸É· ´¸É¢μ Ω(ϕη) Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ϕ. �Ê¸ÉÓ

¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ¨§³¥·Ö¥É¸Ö §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â ∈ Qξ ¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö
¶·¨¡μ· É¨¶  ξ. �¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ (Ω(ϕη),Fξ) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¨§³¥·¨³μ¥
¶·μ¸É· ´¸É¢μ. �Ê¸ÉÓ Pξ Å ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ Ö ³¥·  ´  ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, É. ¥.
Pξ(F ) Å ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ¸μ¡ÒÉ¨Ö F ∈ Fξ.

	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¸μ¡ÒÉ¨¥ FA, ¥¸²¨ § ·¥-
£¨¸É·¨·μ¢ ´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â ´¥ ¡μ²ÓÏ¥ A. ‚¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ÔÉμ£μ
¸μ¡ÒÉ¨Ö μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Pξ(FA) = P (ϕ : ϕξ(Â) � A). ‡´ Ö ¢¥·μÖÉ´μ-
¸É¨ Pξ(F ), ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨° ¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨° ³Ò
³μ¦¥³ ´ °É¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ Pξ(FA); · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ Pξ(FA) Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ ·£¨´ ²Ó-
´Ò³ ¤²Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° Pξ(F ) (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [26]).
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� ¡²Õ¤ ¥³ Ö Â ³μ¦¥É ¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ  ²£¥¡·¥ Qξ , ´μ ¨ ¤·Ê£μ°
³ ±¸¨³ ²Ó´μ°  ²£¥¡·¥ Qξ′ . �μÔÉμ³Ê ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¸μ¡ÒÉ¨Ö
FA ³Ò ³μ¦¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨¡μ· É¨¶  ξ′. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨
³Ò ³μ£²¨ ¡Ò ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¤·Ê£μ¥ §´ Î¥´¨¥ Pξ′ (FA). �¤´ ±μ μ¶ÒÉ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ
¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ´¥ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· . �μÔÉμ³Ê
³Ò ¤μ²¦´Ò ¶·¨´ÖÉÓ ¥Ð¥ μ¤¨´ ¶μ¸ÉÊ² É.

	μ¸ÉÊ² É 6. �Ê¸ÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö Â ∈ Qξ ∩ Qξ′ , Éμ£¤  ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ μ¡´ -
·Ê¦¨ÉÓ ¸μ¡ÒÉ¨¥ FA ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò, ´ Ìμ¤ÖÐ¥°¸Ö ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ Ψϕη,

´¥ § ¢¨¸¨É μÉ É¨¶  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¶·¨¡μ· , É. ¥. P (ϕ : ϕξ(Â) � A) = P (ϕ :
ϕξ′(Â) � A).

�μÔÉμ³Ê ´¥¸³μÉ·Ö ´  Éμ, ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ Å ÔÉμ ¸μ¢μ±Ê¶-
´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ , ¤²Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¸μ¡ÒÉ¨Ö FA ³Ò ¢¶· ¢¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ

μ¡μ§´ Î¥´¨¥ P (ϕ : ϕ(Â) � A).
‚¢¥¤¥³ ¥Ð¥ μ¡μ§´ Î¥´¨¥

PÂ(dϕ) = P (ϕ : ϕ(Â) � A + dA) − P (ϕ : ϕ(Â) � A)

¨ · ¸¸³μÉ·¨³  ´¸ ³¡²Ó ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³, ´ Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨¨ Ψϕη. ‘μ£² ¸´μ É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [25]) ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ¥

μ¦¨¤ ´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â ¢ ÔÉμ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³Ê²μ°

〈Â〉 =
∫

ϕ∈Ψϕη

PÂ(dϕ)A(ϕ) ≡
∫

ϕ∈Ψϕη

PÂ(dϕ)ϕ(Â). (4)

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¸¶· ¢¥¤²¨¢  É¥μ·¥³  •¨´Î¨´  (¸³. § ±μ´ ¡μ²ÓÏ¨Ì
Î¨¸¥², ´ ¶·¨³¥·, ¢ [25]).

’¥μ·¥³ . �Ê¸ÉÓ Ai = ϕi(Â) (1 � i � n, ϕi ∈ Ψϕη) Å ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó-
´μ¸ÉÓ ¢§ ¨³´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ¸²ÊÎ °´μ ¢Ò¡· ´´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´, ¨³¥ÕÐ¨Ì μ¤´μ ¨
Éμ ¦¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¸ ±μ´¥Î´Ò³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ μ¦¨¤ ´¨¥³
〈Â〉. ’μ£¤  ¶·¨ n → ∞ ¢¥²¨Î¨´  (A1 + . . . + An)/n ¸Ìμ¤¨É¸Ö ¶μ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨
± 〈Â〉. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,

Ψϕη(Â) ≡ lim
n→∞

P
[
n−1

(
ϕ1(Â) + . . . + ϕn(Â)

)]
= 〈Â〉. (5)

”μ·³Ê²  (5) μ¶·¥¤¥²Ö¥É ËÊ´±Í¨μ´ ² (±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸·¥¤´¥¥) ´  ³´μ¦¥¸É¢¥
A+. �ÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² ³Ò μ¡μ§´ Î¨²¨ ¸¨³¢μ²μ³ Ψϕη(·), ¡Ê¤¥³ É ±¦¥ ´ -
§Ò¢ ÉÓ ¥£μ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³. ˆ§ Ëμ·³Ê²Ò (5) ¨ ¸¢μ°¸É¢ ËÊ´±Í¨μ´ -
²μ¢ ϕi(·) ¸· §Ê ¦¥ ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ Ψϕη(·) ²¨´¥¥´ ´  ± ¦¤μ³ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢¥
Qξ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, É. ¥. ¸Ê¦¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²  Ψϕη(·) ´  ± ¦¤μ¥
¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ Qξ Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³. ‘¢μ°¸É¢μ ²¨´¥°´μ¸É¨
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ËÊ´±Í¨μ´ ²  Ψϕη(·) ³μ¦´μ · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ´  ¢¸¥ ³´μ¦¥¸É¢μ A+. �¤´ ±μ
¶·¥¤¢ ·¨É¥²Ó´μ ´ ¤μ μ¸´ ¸É¨ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢μ A+ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ£μ
²¨´¥°´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

’ ± ± ± ± ¦¤Ò° Ô²¥³¥´É Â ³´μ¦¥¸É¢  A+ ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ± ±μ³Ê-Éμ ²¨´¥°-
´μ³Ê ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢Ê Qξ , Éμ ¤²Ö ´¥£μ μ¶¥· Í¨Ö Ê³´μ¦¥´¨Ö ´  ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¥

Î¨¸²μ μ¶·¥¤¥²¥´ . ‘ μ¶¥· Í¨¥° ¸²μ¦¥´¨Ö Ô²¥³¥´Éμ¢ Â ¨ B̂ ¤¥²μ μ¡¸Éμ¨É
¸²μ¦´¥¥, É ± ± ± ÔÉ¨ Ô²¥³¥´ÉÒ ³μ£ÊÉ ¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ · §´Ò³ ²¨´¥°´Ò³ ¶μ¤-
³´μ¦¥¸É¢ ³ Qξ ¨ Qξ′ . �¤´ ±μ ¢¸Ö ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢

Ê± §Ò¢ ¥É ´  Éμ, ÎÉμ ¶·¨ ²Õ¡ÒÌ Â ¨ B̂, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì A+, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É É ±μ°
Ô²¥³¥´É D̂ ∈ A+, ÎÉμ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ψϕη(·) ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ
· ¢¥´¸É¢μ

Ψϕη(Â) + Ψϕη(B̂) = Ψϕη(D̂).

’ ±μ° Ô²¥³¥´É D̂ ³Ò ³μ¦¥³, ¶μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ, ¸Î¨É ÉÓ ¸Ê³³μ° Ô²¥³¥´Éμ¢ Â
¨ B̂, É. ¥. D̂ = Â + B̂. ˆ³¥Ö ¢ ¢¨¤Ê ÔÉ¨ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö, ¶·¨³¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨°
¶μ¸ÉÊ² É.

	μ¸ÉÊ² É 7. Œ´μ¦¥¸É¢μ A+ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¸´ Ð¥´μ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¤¥°¸É¢¨-
É¥²Ó´μ£μ ²¨´¥°´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ¨ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò Ψϕη(·) ²¨´¥°´Ò ´  ÔÉμ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

�Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ

Ψϕη(Â) + Ψϕη(B̂) = Ψϕη(Â + B̂)

¨ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  Â ¨ B̂ ¶·¨´ ¤²¥¦ É · §´Ò³ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ ³ Qξ ¨ Qξ′ .
Œ´μ¦¥¸É¢μ A+ ³μ¦´μ μ¸´ ¸É¨ÉÓ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ²£¥¡·Ò.

„²Ö ÔÉμ£μ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ Ô²¥³¥´Éμ¢ Â ¨ B̂ ¸²¥¤Ê¥É μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Ëμ·³Ê²μ°

Â ◦ B̂ = 1/2((Â + B̂)2 − Â2 − B̂2). (6)

�Éμ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ μÎ¥¢¨¤´Ò³ μ¡· §μ³ ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ, ´μ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥ ¸-
¸μÍ¨ É¨¢´μ (¸³. (�.3)), É. ¥.  ¸¸μÍ¨ Éμ· {Â, B̂, D̂} = (Â◦B̂)◦D̂−Â◦(B̂◦D̂) ´¥
μ¡Ö§ É¥²Ó´μ · ¢¥´ ´Ê²Õ. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ (¸³. [6]), ÎÉμ ¤²Ö ¤¨¸É·¨¡ÊÉ¨¢´μ¸É¨
(¸³. (�.2, ¡, ¢)) ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö Â ◦ B̂ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ · ¢¥´¸É¢μ ´Ê²Õ
 ¸¸μÍ¨ Éμ·  {Â, B̂, αÎ} ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ Â ¨ B̂ ¨ ²Õ¡μ£μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ£μ Î¨¸²  α.
�·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ ÔÉμ£μ Ê¸²μ¢¨Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö  ²£¥¡·  ¸ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥³ (6)
´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ²£¥¡·μ° ˆμ·¤ ´  [6,27].

‚ ¶·¨´Í¨¶¥, ±¢ ´Éμ¢ÊÕ É¥μ·¨Õ ³μ¦´μ ¶ÒÉ ÉÓ¸Ö ¸É·μ¨ÉÓ ´  μ¸´μ¢¥ ÔÉμ°
 ²£¥¡·Ò. �¤´ ±μ ´  ÔÉμ³ ¶ÊÉ¨ Ê¤ ²μ¸Ó ¤μ¸É¨ÎÓ ²¨ÏÓ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ Ê¸¶¥Ìμ¢
(¸³. [6]). ƒμ· §¤μ ¡μ²¥¥ Ê¸¶¥Ï´Ò³ μ± § ²μ¸Ó ´ ¶· ¢²¥´¨¥, μ¸´μ¢ ´´μ¥ ´ 
±μ³¶²¥±¸´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ°  ²£¥¡·¥, ¤²Ö ±μÉμ·μ°  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´  ¢ ´¥±μÉμ-
·μ³ ¸³Ò¸²¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° Î ¸ÉÓÕ.
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‚¸¥  ²£¥¡·Ò ˆμ·¤ ´  · §¤¥²ÖÕÉ¸Ö ´  ¤¢  ±² ¸¸ : ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ¨ ¨¸±²ÕÎ¨-
É¥²Ó´Ò¥. ‘¶¥Í¨ ²Ó´ Ö  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³.
�Ê¸ÉÓ ¨³¥¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ¨²¨ ±μ³¶²¥±¸´ Ö  ²£¥¡·  A ¸ ®μ¡ÒÎ´Ò³¯ ¶·μ-
¨§¢¥¤¥´¨¥³ Û V̂ (Û ∈ A, V̂ ∈ A, Û V̂ ∈ A). �É´μ¸¨É¥²Ó´μ ÔÉμ£μ ¶·μ¨§¢¥¤¥-
´¨Ö  ²£¥¡·   ¸¸μÍ¨ É¨¢´ , ´μ ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ±μ³³ÊÉ É¨¢´ . ‚ ³´μ¦¥¸É¢¥ A
³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ ®¸¨³³¥É·¨§¨·μ¢ ´´μ¥¯ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥

Û ◦ V̂ = 1/2(Û V̂ + V̂ Û). (7)

�É´μ¸¨É¥²Ó´μ É ±μ£μ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö ³´μ¦¥¸É¢μ A ¡Ê¤¥É  ²£¥¡·μ° ˆμ·¤ ´ .
‹Õ¡ Ö  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´ , ¨§μ³μ·Ë´ Ö É ±μ°  ²£¥¡·¥ (¨²¨ ¥¥ ¶μ¤ ²£¥¡·¥), ´ -
§Ò¢ ¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ°. ‚ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨¸-
±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ°. �¥ ¢¸Ö± Ö  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ°. �μÔÉμ³Ê,
ÎÉμ¡Ò  ²£¥¡·  ˆμ·¤ ´  ¡Ò²  ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ°, ¥¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ¤μ²¦´Ò Ê¤μ¢²¥É¢μ-
·ÖÉÓ ´¥±μÉμ·Ò³ Éμ¦¤¥¸É¢ ³, ±μÉμ·Ò¥, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ³μ£²¨ ¡Ò ¡ÒÉÓ ¶·μ¢¥·¥´Ò
¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥. �¤´ ±μ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¨° ³μ³¥´É ¶¥·¥Î¥´Ó ÔÉ¨Ì Éμ¦¤¥¸É¢ ´¥ ¨§-
¢¥¸É¥´. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¢ ²Õ¡μ° ¨§ · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¤μ ¸¨Ì ¶μ· ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
³μ¤¥²¥° ³´μ¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¸´ Ð¥´μ ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¸¶¥Í¨-
 ²Ó´μ°  ²£¥¡·Ò ˆμ·¤ ´ .

ŒÒ μ¸É ´¥³¸Ö ¢ · ³± Ì ÔÉμ° É· ¤¨Í¨¨ ¨ ¶·¨³¥³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ £¨¶μÉ¥§Ê.

ƒ¨¶μÉ¥§ . ‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¨´¢μ²ÕÉ¨¢´ Ö,  ¸¸μÍ¨ É¨¢´ Ö, ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥-
±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö  ²£¥¡·  A, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ê¸²μ¢¨Ö³:

 ) ¤²Ö ± ¦¤μ£μ Ô²¥³¥´É  Û ∈ A ´ °¤¥É¸Ö Ô·³¨Éμ¢ Ô²¥³¥´É Â, É ±μ°, ÎÉμ
Û∗Û = Â2;

¡) ¥¸²¨ Û∗Û = 0, Éμ Û = 0;
¢) ³´μ¦¥¸É¢μ Ô·³¨Éμ¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢  ²£¥¡·Ò A ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ³´μ¦¥¸É¢μ³

A+ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ Ô²¥³¥´ÉÒ  ²£¥¡·Ò A ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³¨ ¢¥-
²¨Î¨´ ³¨.

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ A+ ³Ò ³μ¦¥³ ¸´ ¡¤¨ÉÓ ¸É·Ê±ÉÊ·μ°  ²£¥¡·Ò
ˆμ·¤ ´ , μ¶·¥¤¥²¨¢ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¥£μ Ô²¥³¥´Éμ¢ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ëμ·³Ê²Ò (7). ƒ¨-
¶μÉ¥§  μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¨μ·¤ ´μ¢   ²£¥¡·  ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° ¨
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ³μ¦´μ ¸±² ¤Ò¢ ÉÓ
¨ ¶¥·¥³´μ¦ ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ μ¡ÒÎ´Ò¥ ¶· ¢¨²  ¸²μ¦¥´¨Ö ¨ Ê³´μ¦¥´¨Ö (±·μ³¥
±μ³³ÊÉ¨·μ¢ ´¨Ö). �Éμ ± ¦¥É¸Ö ´ ¸Éμ²Ó±μ μÎ¥¢¨¤´Ò³, ÎÉμ ¶μÎÉ¨ ´¨±μ£¤  ¸¶¥-
Í¨ ²Ó´μ ´¥ μ£μ¢ ·¨¢ ¥É¸Ö. ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö ³Ò
´ §¢ ²¨ £¨¶μÉ¥§μ°,   ´¥ ¶μ¸ÉÊ² Éμ³ ¶μÉμ³Ê, ÎÉμ ³Ò ´¥ ³μ¦¥³ Ê± § ÉÓ Ô±¸¶¥-
·¨³¥´É ²Ó´μ£μ ¸¶μ¸μ¡  ¶·μ¢¥·±¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨ ÔÉ¨Ì ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨°.

� ¤μ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö
£¨¶μÉ¥§Ò ¶·¨´¨³ ÕÉ¸Ö ¢ £μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¸¨²Ó´μ° Ëμ·³¥. ’ ³ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ
¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨
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¢ ´¥±μÉμ·μ³ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. �Éμ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥
¢·Ö¤ ²¨ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¸ ³μμÎ¥¢¨¤´Ò³.

„ ²¥¥ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ § ¤ ´´μ°, ¥¸²¨ § ¤ ´   ²£¥¡· 
A ¥¥ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¢¥²¨Î¨´. ‚ ¸¨²Ê ¶¥·¢μ£μ ¶μ¸ÉÊ² É   ²£¥¡·Ò Qξ ¸μ¢³¥-
¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò³¨ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³¨ ±μ³³ÊÉ -
É¨¢´Ò³¨ ¶μ¤ ²£¥¡· ³¨  ²£¥¡·Ò A, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨³¨ A+. �É¸Õ¤ , ¢ ¸¢μÕ
μÎ¥·¥¤Ó, ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢§ ¨³´μ ±μ³³ÊÉ¨-
·ÊÕÐ¨³¨ Ô²¥³¥´É ³¨  ²£¥¡·Ò A,   ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ´¥ ±μ³³Ê-
É¨·ÊÕÉ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°.

� ´¥¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ξ ¶μ¤ ²£¥¡· Qξ

(ξ ∈ Ξ) ¨³¥¥É ³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¤ ¦¥ ¥¸²¨  ²£¥¡·  A Å
ÔÉμ  ²£¥¡·  ¸ ¤¢Ê³Ö ´¥±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÐ¨³¨ Ô·³¨Éμ¢Ò³¨ μ¡· §ÊÕÐ¨³¨ Â1 ¨ Â2,
Éμ ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö  ²£¥¡·  Qα ¸ μ¡· §ÊÕÐ¥° Âα = Â1 cosα + Â2 sinα ¡Ê¤¥É
 ²£¥¡·μ° É¨¶  Qξ ¶·¨ ²Õ¡μ³ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ³ α.

4. C∗-�‹ƒ…��� ˆ ƒˆ‹œ�…�’�‚� 	��‘’���‘’‚�

‹Õ¡μ° Ô²¥³¥´É Û  ²£¥¡·Ò A μ¤´μ§´ Î´μ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ Û =
Â + iB̂, £¤¥ Â, B̂ ∈ A+. �μÔÉμ³Ê ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψϕη( · ) ³μ¦´μ μ¤´μ§´ Î´μ
· ¸Ï¨·¨ÉÓ ¤μ ²¨´¥°´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ´   ²£¥¡·¥ A: Ψϕη(Û) = Ψϕη(Â) +
iΨϕη(B̂).

�¶·¥¤¥²¨³ ¶μ²Ê´μ·³Ê Ô²¥³¥´É  Û · ¢¥´¸É¢μ³

‖Û‖2 = sup
ξ

sup
ϕξ

ϕξ(Û∗Û) = r(Û∗Û), (8)

£¤¥ r(Û∗Û) Å ¸¶¥±É· ²Ó´Ò° · ¤¨Ê¸ Ô²¥³¥´É  Û∗Û ¢  ²£¥¡·¥ A.
’ ±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¤μ¶Ê¸É¨³μ. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ‖Û‖2 � 0 ¡² £μ¤ ·Ö ¸¢μ°¸É¢Ê

(“.7, ¢). „ ²¥¥, ¢ ¸¨²Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ° ³¥·Ò ¤²Ö ²Õ¡μ£μ η ∈ Ξ
¨³¥¥³

Ψϕη(Û∗Û) =
∫

ϕ∈{ϕ}ϕη

PÛ∗Û (dϕ)ϕ(Û∗Û) � sup
ξ

sup
ϕξ

ϕξ(Û∗Û) = r(Û∗Û). (9)

„²Ö η ∈ Ξ, É ±μ£μ, ÎÉμ Û∗Û ∈ Qη, ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Ψϕη(Û∗Û) = ϕη(Û∗Û).
�μÔÉμ³Ê ¤²Ö É ±μ£μ η

sup
ϕη

Ψϕη(Û∗Û) = sup
ϕη

ϕη(Û∗Û) = rη(Û∗Û), (10)

£¤¥ rη(Û∗Û) Å ¸¶¥±É· ²Ó´Ò° · ¤¨Ê¸ ¢ Qη. ’ ± ± ± ¶μ¤ ²£¥¡·  Qη ³ ±¸¨-
³ ²Ó´ , Éμ (¸³. (“.2)) rη(Û∗Û) = r(Û∗Û). �É¸Õ¤ , ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö · ¢¥´¸É¢  (8),
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(9) ¨ (10), ¶μ²ÊÎ ¥³

‖Û‖2 = sup
ξ

sup
ϕξ

ϕξ(Û∗Û) = sup
ξ

sup
ϕξ

Ψϕξ(Û∗Û). (11)

’ ± ± ± Ψϕξ( · ) Å ²¨´¥°´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ², Éμ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ
´¥· ¢¥´¸É¢μ ŠμÏ¨Ä	Ê´Ö±μ¢¸±μ£μÄ˜¢ ·Í  (¸³. (“.5, ¡)):

|Ψϕξ(Û∗V̂ )Ψϕξ(V̂ ∗Û)| � Ψϕξ(Û∗Û)Ψϕξ(V̂ ∗V̂ ). (12)

�É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¤²Ö ‖Û‖ ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö  ±¸¨μ³Ò ¶μ²Ê´μ·³Ò Ô²¥³¥´É  Û
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [6]):

‖Û+V̂ ‖ � ‖Û‖+‖V̂ ‖, ‖λÛ‖ = |λ|‖Û‖, ‖Û∗‖ = ‖Û‖, ‖Û V̂ ‖ � ‖Û‖‖V̂ ‖.

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó ³´μ¦¥¸É¢μ J Ô²¥³¥´Éμ¢ Û  ²£¥¡·Ò A, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ
‖Û‖2 = 0. ˆ§ ´¥· ¢¥´¸É¢  (12) ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ J Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¢Ê¸Éμ·μ´´¨³ ¨¤¥ ²μ³
A. �μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ μ¡· §μ¢ ÉÓ Ë ±Éμ·- ²£¥¡·Ê A

′ = A/J. ‚  ²£¥¡·¥ A
′
¨§

‖Û‖2 = 0 ¸²¥¤Ê¥É Û = 0. �μÔÉμ³Ê ¢  ²£¥¡·¥ A
′

· ¢¥´¸É¢μ (8) μ¶·¥¤¥²Ö¥É
´¥ ¶μ²Ê´μ·³Ê,   ´μ·³Ê. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ³μ¦´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ  ²£¥¡·  A

′

´¥¸¥É ÉÊ ¦¥ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ, ÎÉμ ¨ A.
„²Ö ÔÉμ° Í¥²¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ¤¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Â ¨ B̂, ±μÉμ·Ò¥ μ¤´μ¢·¥-

³¥´´μ ²¨¡μ ¶·¨´ ¤²¥¦ É, ²¨¡μ ´¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É ± ¦¤μ° ¨§ ¶μ¤ ²£¥¡· Qξ .

�Ê¸ÉÓ Â ¨ B̂ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ ‖Â − B̂‖ = 0. ’μ£¤ 
¨§ · ¢¥´¸É¢  (8) ¸²¥¤Ê¥É

ϕξ(Â) = ϕξ(B̂) (13)

¤²Ö ¢¸¥Ì Qξ, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ¤¥·¦ É ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥. � ¢¥´¸É¢μ (13) μ§´ Î ¥É,
ÎÉμ ´¨± ±μ° Ô±¸¶¥·¨³¥´É ´¥ ³μ¦¥É · §²¨Î¨ÉÓ ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥. �μÔÉμ³Ê ¸
Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸²¥¤Ê¥É μÉμ¦¤¥¸É¢¨ÉÓ.
Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò ¶μ ¨¤¥ ²Ê J. �·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥
μÉ  ²£¥¡·Ò A ±  ²£¥¡·¥ A

′
¢¸¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ μÉμ¦¤¥¸É¢²ÖÕÉ¸Ö

³ É¥³ É¨Î¥¸±¨. —Éμ¡Ò ¸· §Ê ¨³¥ÉÓ ¤¥²μ ¸  ²£¥¡·μ° É¨¶  A
′
, ³μ¦´μ ¶·¨´ÖÉÓ

¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ¸ÉÊ² É.

	μ¸ÉÊ² É 8. …¸²¨ sup
ξ

sup
ϕξ

|ϕξ(Â − B̂)| = 0, Éμ Â = B̂.

�μ¸ÉÊ² É 8 ´μ¸¨É É¥Ì´¨Î¥¸±¨° Ì · ±É¥·. ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö
Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨¨ μ´ ´¥ ´ ±² ¤Ò¢ ¥É ´¨± ±¨Ì ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´¨°.
�´ Éμ²Ó±μ Ê¶·μÐ ¥É ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³. „ ²¥¥ ¡Ê-
¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ É·¥¡μ¢ ´¨¥ ¶μ¸ÉÊ² É  8 Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É¸Ö, ¨ ¶μÔÉμ³Ê · ¢¥´-
¸É¢μ (11) μ¶·¥¤¥²Ö¥É ´μ·³Ê Ô²¥³¥´É  Û .

ˆ§ ³Ê²ÓÉ¨¶²¨± É¨¢´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕξ ¸²¥¤Ê¥É ϕξ([Û∗Û ]2) =
[ϕξ(Û∗Û)]2. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ‖Û∗Û‖ = ‖Û‖2. �μÔÉμ³Ê ¥¸²¨ ³Ò ¶μ¶μ²´¨³
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 ²£¥¡·Ê A ¶μ ´μ·³¥ ‖·‖, Éμ A ¶·¥¢· É¨É¸Ö ¢ C∗- ²£¥¡·Ê [15]. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
 ²£¥¡·  ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¢¥²¨Î¨´ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¸´ Ð¥´  ¸É·Ê±ÉÊ·μ°
C∗- ²£¥¡·Ò. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ± ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ÔÉμ
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨¸Ìμ¤´μ°  ±¸¨μ³Ò. Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨ ÔÉμ,
±μ´¥Î´μ, μÎ¥´Ó Ê¤μ¡´μ. �¤´ ±μ ¸ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ´¥μ¡Ìμ-
¤¨³μ¸ÉÓ É ±μ°  ±¸¨μ³Ò μ¸É ¥É¸Ö ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ´¥Ö¸´μ°.

‚ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ ´ Ï¨Ì ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì ¶μ¸É·μ¥´¨° Í¥´É· ²Ó´μ¥ ³¥¸Éμ § ´¨-
³ ²μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ = [ϕξ]. �²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¡² ¤ ¥É
³´μ£¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, ±μÉμ·Ò¥ μ¡ÒÎ´μ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ÕÉ É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò³ ¸±·Ò-
ÉÒ³ ¶ · ³¥É· ³ [28]. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¸μ ¢·¥³¥´ Ëμ´
�¥°³ ´  [1] ¶·μÎ´μ Ê±μ·¥´¨²μ¸Ó ³´¥´¨¥, ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¸±·Ò-
ÉÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ´¥É ¨ ¡ÒÉÓ ´¥ ³μ¦¥É. �μÔÉμ³Ê ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ
Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ ´¥¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢Ò³ μ¡· §μ³.

‡ ¤ ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶·¥¤¶μ² £ ¥É § ¤ ´¨¥  ²£¥¡·Ò A ¤¨´ ³¨-
Î¥¸±¨Ì ¢¥²¨Î¨´. Š ± ³Ò Éμ²Ó±μ ÎÉμ Ê¡¥¤¨²¨¸Ó, ÔÉ   ²£¥¡·  ¤μ²¦´  ¨³¥ÉÓ
¸É·Ê±ÉÊ·Ê C∗- ²£¥¡·Ò. ‡ ¤ ¢ Ö  ²£¥¡·Ê A, ³Ò É¥³ ¸ ³Ò³ § ¤ ¥³ ³´μ¦¥¸É¢μ
¥¥ ³ ±¸¨³ ²Ó´ÒÌ ±μ³³ÊÉ É¨¢´ÒÌ  ¸¸μÍ¨ É¨¢´ÒÌ ¶μ¤ ²£¥¡· Qξ . Š ¦¤ Ö ¨§
ÔÉ¨Ì ¶μ¤ ²£¥¡· Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡ ´ Ìμ¢μ°  ²£¥¡·μ°.

Ÿ¸´μ, ÎÉμ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ²Õ¡μ£μ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ = [ϕξ] ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³μ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¢¸¥ ¥£μ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ϕξ ,   ± ¦¤μ¥ ϕξ Å
ÔÉμ Ì · ±É¥· ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ . Š ¦¤Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. ‚ ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Qξ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ μ¡· §μ³ ¢Ò¡¨· ¥³ ¸¨¸É¥³Ê
G(Qξ) ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ μ¡· §ÊÕÐ¨Ì. ˆ³¥Ö ¢ ¢¨¤Ê ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ (“.8), ± ¦¤μ³Ê
Ô²¥³¥´ÉÊ ³´μ¦¥¸É¢  G(Qξ) ¸É ¢¨³ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ μ¤´Ê ¨§ ÉμÎ¥± ¥£μ ¸¶¥±É· .
’ ± ³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥³ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ G(Qξ). �μ ²¨´¥°´μ¸É¨ ¨
³Ê²ÓÉ¨¶²¨± É¨¢´μ¸É¨ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ μ¤´μ§´ Î´μ · ¸Ï¨·Ö¥É¸Ö ´  ¢¸Õ ¶μ¤-
 ²£¥¡·Ê Qξ. �¥·¥¡¨· Ö ¤²Ö ± ¦¤μ£μ Ô²¥³¥´É  ³´μ¦¥¸É¢  G(Qξ) ¢¸¥ ÉμÎ±¨
¥£μ ¸¶¥±É· , ³Ò ¶μ¸É·μ¨³ ¢¸¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò ϕξ. „²Ö ¤·Ê£μ£μ ξ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò
ϕξ ¸É·μ¨³ ¶μ Éμ³Ê ¦¥ ·¥Í¥¶ÉÊ. �É  ¶·μÍ¥¤Ê·  § ¢¥¤μ³μ ´¥¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢ ,
¥¸²¨ ¤²Ö · §´ÒÌ ξ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò ¸É·μÖÉ¸Ö ´¥§ ¢¨¸¨³μ ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£ . …¸²¨ ³Ò
´ ²μ¦¨³ Ê¸²μ¢¨¥ (3), Éμ ¶·μÍ¥¤Ê·  ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö, ¨ ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢μ°.

�¤´ ±μ ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ, ¸É ¡¨²Ó´μ¥
´  ¢¸¥Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ²Õ¡μ° μ¤´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Qξ. „²Ö
ÔÉμ£μ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ´ Î ÉÓ ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕ ¨³¥´´μ ¸ ÔÉμ° ¶μ¤ ²-
£¥¡·Ò, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ Éμ²Ó±μ ÎÉμ μ¶¨¸ ´´ÊÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê. �  ¤·Ê£μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥
Qξ′ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ′ ¸É·μ¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. �Ê¸ÉÓ Qξ ∩Qξ′ = Qξξ′ ¨

G(Qξξ′) Å ´¥§ ¢¨¸¨³Ò¥ μ¡· §ÊÕÐ¨¥ ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξξ′ . �Ê¸ÉÓ G̃(Qξξ′) Å ¤μ-
¶μ²´¥´¨¥ ÔÉ¨Ì μ¡· §ÊÕÐ¨Ì ¤μ ³´μ¦¥¸É¢  μ¡· §ÊÕÐ¨Ì ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ′ . …¸²¨

Â ∈ Qξξ′ , Éμ ¶μ² £ ¥³ ϕξ′(Â) = ϕξ(Â). …¸²¨ Â ∈ G̃(Qξξ′), Éμ ¸É·μ¨³ ϕξ′(Â)
± ± μÉμ¡· ¦¥´¨¥ Ô²¥³¥´É  Â ¢ μ¤´Ê ¨§ ÉμÎ¥± ¥£μ ¸¶¥±É· . �  μ¸É ²Ó´Ò¥ Ô²¥-
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³¥´ÉÒ ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ′ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ′ ¶·μ¤²¥¢ ¥É¸Ö ¸μ£² ¸´μ ²¨´¥°´μ¸É¨ ¨
³Ê²ÓÉ¨¶²¨± É¨¢´μ¸É¨.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò ¢¨¤¨³, ÎÉμ ¤²Ö Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·μ¡²¥³ 
¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É. „μ± § É¥²Ó¸É¢μ Ëμ´ �¥°³ ´  [1] ´¥¢μ§³μ¦´μ¸É¨
¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ¸±·ÒÉÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ¤²Ö Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ϕ ´¥ ¶·μÌμ-
¤¨É ¶μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¶·¨Î¨´¥. ”μ´ �¥°³ ´ ¶·¥¤¶μ² £ ², ÎÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¶¨¸Ò-
¢ ¥É¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �²¥³¥´É ·´μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ´¥±¨° ËÊ´±Í¨μ´ ² ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ ´ -
¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �¤´ ±μ ÔÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² ²¨´¥¥´ Éμ²Ó±μ ´  ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Ì Qξ ,
±·μ³¥ Éμ£μ, ÔÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² ³´μ£μ§´ Î¥´.

‚ ÔÉμ³ ¦¥ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢¥ Ëμ´ �¥°³ ´ ¶μ± § ², ÎÉμ ²¨´¥°´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨-
μ´ ² , μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò, ´¥¸μ¢³¥¸É¨³  ¸ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥³ μ
´ ²¨Î¨¨ ¶·¨Î¨´´μ¸É¨ ´  ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ³ Ê·μ¢´¥. �É¸Õ¤  μ´ ¸¤¥² ² ¢Ò¢μ¤,
ÎÉμ ¶·¨Î¨´´μ¸ÉÓ ´  ³¨±·μÊ·μ¢´¥ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É,   ´  ³ ±·μÊ·μ¢´¥ ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö
§  ¸Î¥É Ê¸·¥¤´¥´¨Ö ¶μ ¡μ²ÓÏμ³Ê Î¨¸²Ê ´¥¶·¨Î¨´´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°. �´ ²μ£¨Î´Ò³
μ¡· §μ³ 	²μÌ¨´Í¥¢ [20,22,23] ¸Î¨É ², ÎÉμ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¶·¨Î¨´´μ¸ÉÓ
¸¢μ°¸É¢¥´´  ´¥ μÉ¤¥²Ó´Ò³ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¡Ñ¥±É ³,   Éμ²Ó±μ  ´¸ ³¡²Õ É ±¨Ì μ¡Ñ-
¥±Éμ¢. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸Î¨É ÉÓ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò, Ê¶· ¢²Ö¥³Ò¥ Ê· ¢´¥´¨¥³
˜·¥¤¨´£¥· , ¶·¨Î¨´´Ò³¨. ‚ ¶·¥¤² £ ¥³μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¤¨²¥³³Ê ®¶·¨Î¨´´μ¸ÉÓÄ
²¨´¥°´μ¸ÉÓ¯ ¶·¥¤² £ ¥É¸Ö ·¥Ï ÉÓ ¶·Ö³μ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´Ò³ μ¡· §μ³. �  ³¨-
±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ³ Ê·μ¢´¥ ¶·¨Î¨´´μ¸ÉÓ ¥¸ÉÓ,   ²¨´¥°´μ¸É¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, μ¶¨¸Ò-
¢ ÕÐ¥£μ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´ÊÕ ±¢ ´Éμ¢ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê, ´¥É. ‹¨´¥°´μ¸ÉÓ ±¢ ´Éμ¢μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢μ§´¨± ¥É §  ¸Î¥É Ê¸·¥¤´¥´¨Ö ¶μ ±¢ ´Éμ¢μ³Ê  ´¸ ³¡²Õ.

‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ²¨´¥°´μ¸É¨ ¶·¨ Ê¸·¥¤´¥´¨¨ Å ÔÉμ
μ¡ÒÎ´μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ¢ É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. �μÔÉμ³Ê ¶·¨´Í¨¶Ò ²¨´¥°´μ¸É¨ ¨
¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨, ±μÉμ·Ò¥ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö
± ± ±· ¥Ê£μ²Ó´Ò¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¶·¨´Í¨¶Ò, ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ É ±μ¢Ò³¨ ´¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö. �É¨ ¸¢μ°¸É¢  ¢¸¥£μ ²¨ÏÓ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨¥  ·É¥Ë ±ÉÒ, μ¡Ö§ ´´Ò¥
¸¢μ¨³ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥³ ¶·μÍ¥¤Ê·¥ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê
¶·¨Î¨´´μ¸ÉÓ Å ÔÉμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¶·¨´Í¨¶, ±μÉμ·Ò° ¢ μ¡Ìμ¤
®μË¨Í¨ ²Ó´μ³Ê § ¶·¥ÉÊ¯ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ Ë¨§¨±¥. ˆ³¥´´μ Ô²¥³¥´É ·-
´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ³μ¦¥É ¶·¥É¥´¤μ¢ ÉÓ ´  ·μ²Ó ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ μ¡· §  ·¥ ²Ó´μ-
¸É¨, ±μÉμ· Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨³ ´μ¸¨É¥²¥³ ¶·¨Î¨´´μ¸É¨.

“¶μ³Ö´ÊÉμ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨ μ¡Ö§ ´μ ¸¢μ¨³ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥³ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¥° § ³¥Î É¥²Ó´μ° μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ C∗- ²£¥¡·Ò. ‹Õ¡ Ö C∗- ²£¥¡·  ¨§μ³¥-
É·¨Î¥¸±¨ ¨§μ³μ·Ë´  ¶μ¤ ²£¥¡·¥ ²¨´¥°´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¢ ¶μ¤-
Ìμ¤ÖÐ¥³ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ [15]. �Éμ ¶μ§¢μ²¨É ´ ³ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨¢ÒÎ´Ò°  ¶¶ · É £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ , ¢ ±μÉμ·μ³ ¸¢μ°-
¸É¢μ ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨ ¢μ§´¨± ¥É ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³.

‡�Œ…—��ˆ…. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ μ¡ÒÎ´μ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö,
ÎÉμ ¢¸¥ ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò¥ μ£· ´¨Î¥´´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´-
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¸É¢¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨. �Éμ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ ´¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¢ ³μ¤¥²ÖÌ
¸ ¶· ¢¨² ³¨ ¸Ê¶¥·μÉ¡μ·  [29]. �²£¥¡· ¨Î¥¸±¨° ¶μ¤Ìμ¤ (¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ¨ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³Ò° ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥) μ¡Ìμ¤¨É¸Ö ¡¥§ É ±μ£μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö.

‚  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ± ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò°
²¨´¥°´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψ ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨° Ê¸²μ-
¢¨Õ ´μ·³¨·μ¢±¨ Ψ(Î) = 1. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥
μ¡ÒÎ´μ § ¤ ¥É¸Ö ²¨¡μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¢¥±Éμ·  ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, ²¨¡μ,
¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨. �¤´ ±μ ´¥ ¢¸Ö±μ¥ ¨´-
É¥·¥¸´μ¥ ¸ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § ¤ ´μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ
³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨ (¸³. [6]). �μÔÉμ³Ê  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¡μ²¥¥ μ¡Ð¨³. — ¸Éμ É ±¨³ μ¡· §μ³ μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´ §Ò¢ ÕÉ  ²£¥-
¡· ¨Î¥¸±¨³. ’ ± ± ± ϕ(Î) = 1 (¸³. (“.7, ¡)), Éμ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° Ëμ·³Ê²μ° (4)
ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψϕη(Â) Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ ´μ·³¨·μ¢±¨. �μÔÉμ³Ê ¢¢¥¤¥´-
´μ¥ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨¥³. �μ¸±μ²Ó±Ê ²¨´¥°´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ², μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ´ 
³´μ¦¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, μ¤´μ§´ Î´μ · ¸Ï¨·Ö¥É¸Ö ´   ²£¥¡·Ê ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì
¢¥²¨Î¨´, Éμ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ³Ò ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³
²¨´¥°´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ², μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ´   ²-
£¥¡·¥ A.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 43. �²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ψ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Î¨¸ÉÒ³, ¥¸²¨
· ¢¥´¸É¢μ

Ψ = λΨ1 + (1 − λ)Ψ2, 0 < λ < 1, (14)

£¤¥ Ψ1 ¨ Ψ2 Å ¤¢  ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ¢μ§³μ¦´μ Éμ²Ó±μ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ψ1 = Ψ2.

�¥É·Ê¤´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¢¢¥¤¥´´μ¥ ´ ³¨ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ (�.41) ±¢ ´Éμ¢μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ψϕξ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ Î¨¸ÉÒ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ,
¶·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψϕξ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ (14). ‘Ê§¨³

· ¢¥´¸É¢μ (14) ´  ¶μ¤ ²£¥¡·Ê Qξ . �  ÔÉμ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥, É. ¥. ¤²Ö ¢¸¥Ì Â ∈ Qξ ,

¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ϕξ(Â) = Ψϕξ(Â). �μ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ(·) Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³
¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ. Š ¦¤Ò° Ì · ±É¥· ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·Ò Å ÔÉμ Î¨¸Éμ¥

¸μ¸ÉμÖ´¨¥ (¸³. [14]). �μÔÉμ³Ê ¨§ · ¢¥´¸É¢  Ψϕξ(Â) = λΨ1(Â)+(1−λ)Ψ2(Â)
¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¶·¨ Â ∈ Qξ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ Ψ1(Â) = Ψ2(Â) = Ψϕξ(Â) = ϕξ(Â) ¨,
¢ Î ¸É´μ¸É¨,

Ψ1([Â − ϕξ(Â)]2) = ϕξ([Â − ϕξ(Â)]2) = 0.

�É¸Õ¤  ¢ÒÉ¥± ¥É, ÎÉμ ¶·¨ Â ∈ Qξ∫
ϕ∈Ψ1

PÂ(dϕ)ϕ([Â − ϕξ(Â)]2) ≡ Ψ1([Â − ϕξ(Â)]2) = 0.

�μÔÉμ³Ê ¥¸²¨ ϕ ∈ Ψ1, Éμ ¶μÎÉ¨ ´ ¢¥·´μ¥ ϕ(Â) = ϕξ(Â) ¶·¨ Â ∈ Qξ . �Éμ
§´ Î¨É, ÎÉμ ¶μÎÉ¨ ´ ¢¥·´μ¥ Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ ∈ Ψ1 μ¡· §ÊÕÉ ±² ¸¸
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Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ {ϕ}ϕξ. �É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ

Ψ1(Â) =
∫

ϕ∈Ψ1

PÂ(dϕ)ϕ(Â) =
∫

ϕ∈Ψϕξ

PÂ(dϕ)ϕ(Â) = Ψϕξ(Â)

¶·¨ ¢¸¥Ì Â. �´ ²μ£¨Î´μ ¤²Ö Ψ2(Â), É. ¥. Ψ1(Â) = Ψ2(Â).
�·μÍ¥¤Ê·μ°, ±μÉμ· Ö ·¥ ²¨§Ê¥É ¸¢Ö§Ó C∗- ²£¥¡·Ò ¸ £¨²Ó¡¥·Éμ¢Ò³ ¶·μ-

¸É· ´¸É¢μ³, Ö¢²Ö¥É¸Ö É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö ± ´μ´¨Î¥¸± Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö ƒ¥²ÓË ´¤ Ä
� °³ ·± Ä‘¨£ ²  (ƒ�‘) (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [6, 13]). ‚±· ÉÍ¥ μ´  ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¸²¥-
¤ÊÕÐ¥³.

�Ê¸ÉÓ ¨³¥¥É¸Ö ´¥±μÉμ· Ö C∗- ²£¥¡·  A ¨ ²¨´¥°´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò°
ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψ0 ´  ÔÉμ°  ²£¥¡·¥. 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ ¤¢  Ô²¥³¥´É  Û , Û ′ ∈ A
Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ Ŵ ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ · ¢¥´¸É¢μ:
Ψ0(Ŵ ∗(Û − Û ′)) = 0. �¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Φ(Û) ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥-
³¥´É  Û ¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ A(Ψ0) ¢¸¥Ì ±² ¸¸μ¢ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ¢ A.
�·¥¢· É¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ A(Ψ0) ¢ ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ, ¶μ²μ¦¨¢ aΦ(Û) +
bΦ(V̂ ) = Φ(aÛ+bV̂ ). �¶·¥¤¥²¨³ ¢ A(Ψ0) ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ Ëμ·³Ê²μ°

(Φ(Û), Φ(V̂ )) = Ψ0(Û∗V̂ ). (15)

�Éμ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¶μ·μ¦¤ ¥É ¢ A(Ψ0) ´μ·³Ê ‖Φ(Û)‖ =
[Ψ0(Û∗Û)]1/2. �μ¶μ²´¥´¨¥ ¶μ ÔÉμ° ´μ·³¥ ¶·¥¢· Ð ¥É A(Ψ0) ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ
¶·μ¸É· ´¸É¢μ. Š ¦¤Ò° Ô²¥³¥´É V̂  ²£¥¡·Ò A μ¤´μ§´ Î´μ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢
ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ²¨´¥°´Ò³ μ¶¥· Éμ·μ³ Π(V̂ ), ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³ ¶μ ¶· ¢¨²Ê

Π(V̂ )Φ(Û) = Φ(V̂ Û). (16)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö ƒ�‘ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
²Õ¡μ° C∗- ²£¥¡·Ò. � ¶μ³´¨³, ± ±¨¥ ¡Ò¢ ÕÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö.

�·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ÉμÎ´Ò³ ¨ ´¥ÉμÎ´Ò³. ‚ ÉμÎ´μ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¨ · §´Ò³ Ô²¥³¥´É ³  ²£¥¡·Ò ¸É ¢ÖÉ¸Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ · §´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¢
£¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 44. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ÉμÎ´Ò³, ¥¸²¨ ¨§
Π(V̂ ) = 0 ¸²¥¤Ê¥É V̂ = 0.

�·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´Ê²¥¢Ò³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 45. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ´Ê²¥¢Ò³, ¥¸²¨
Π(V̂ ) = 0 ¶·¨ ²Õ¡μ³ V̂ .

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 46. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·Ö³μ° μ·Éμ£μ-
´ ²Ó´μ° ¸Ê³³μ° Π(V̂ ) = Π1(V̂ ) ⊕ Π2(V̂ ) ¤¢ÊÌ (¨²¨ ¡μ²ÓÏ¥£μ Î¨¸² ) ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨°, ¥¸²¨ μ¶¥· Éμ·Ò Π(V̂ ) ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥
H = H1⊕H2 ¶μ ¶· ¢¨²Ê Π(V̂ )Φ = Π1(V̂ )Φ1 +Π2(V̂ )Φ2. ‡¤¥¸Ó Φ = Φ1 +Φ2,
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Φ1 ∈ H1, Φ2 ∈ H2,   Π1(V̂ ) ¨ Π2(V̂ ) Å μ¶¥· Éμ·Ò ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¢ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ Ì H1 ¨ H2 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 47. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¢Ò·μ¦¤¥´´Ò³,
¥¸²¨ μ´μ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢ ¢¨¤¥ ¶·Ö³μ° μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ° ¸Ê³³Ò ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨°, ¸·¥¤¨ ±μÉμ·ÒÌ ÌμÉÖ ¡Ò μ¤´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´Ê²¥¢Ò³.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 48. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¶·¨¢μ¤¨³Ò³,
¥¸²¨ ¥£μ ´¥²Ó§Ö ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ¶·Ö³μ° μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ° ¸Ê³³Ò ¤¢ÊÌ ¤·Ê£¨Ì
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°.

�¶·¥¤¥²¥´¨¥ 49. �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Π(V̂ ), ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ-
¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ H, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Í¨±²¨Î¥¸±¨³, ¥¸²¨ ¢ H ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¢¥±Éμ·
Φ (´ §Ò¢ ¥³Ò° Í¨±²¨Î¥¸±¨³), É ±μ°, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¥±Éμ·μ¢ Π(V̂ )Φ ¢¸Õ¤Ê
¶²μÉ´μ ¢ H.

�Éμ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ Éμ³Ê, ÎÉμ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ Π(V̂ )Φ ³μ¦´μ ¶μ-
¸É·μ¨ÉÓ ¡ §¨¸ ¢ H.

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥, ¶μ¸É·μ¥´´μ¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ƒ�‘,
Ö¢²Ö¥É¸Ö Í¨±²¨Î¥¸±¨³ ¨ ´¥¢Ò·μ¦¤¥´´Ò³. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ ÔÉμ ¶·¥¤¸É -
¢²¥´¨¥ ´¥¶·¨¢μ¤¨³μ ¢ Éμ³ ¨ Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ψ0 Î¨¸Éμ¥.
‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÎ´Ò³. �¤´ ±μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É
É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ V̂ → Πu(V̂ ). �Éμ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·Ö³μ° ¸Ê³³μ° Πu(V̂ ) = ⊕iΠi(V̂ ) ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°. Š ¦¤μ¥ ¨§
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° V̂ → Πi(V̂ ) ¶μ¸É·μ¥´μ ¶μ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ƒ�‘ ¸ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ Ψi.
‘Ê³³¨·μ¢ ´¨¥ ¢¥¤¥É¸Ö ¶μ ¢¸¥³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³ Ψi.

‹Õ¡μ¥ ´¥¢Ò·μ¦¤¥´´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ C∗- ²£¥¡·Ò ¨§μ³μ·Ë´μ ´¥±μÉμ·μ³Ê
¶μ¤¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Õ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö. “´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¥ ¶·¥¤¸É -
¢²¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÉμÎ´Ò³. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ  ²£¥¡·  Ô²¥³¥´Éμ¢ V̂ ¨§μ³μ·Ë´ 
 ²£¥¡·¥ μ¶¥· Éμ·μ¢ Πu(V̂ ). ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, C∗- ²£¥¡·  A ¨§μ³μ·Ë´  ´¥±μ-
Éμ·μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥ μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥ Hu. „²Ö Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö ± ±μ£μ-²¨¡μ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö
³¥¦¤Ê Ô²¥³¥´É ³¨  ²£¥¡·Ò A ¤μ¸É ÉμÎ´μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μμÉ-
´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê μ¶¥· Éμ· ³¨, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨³¨ ¥¥ ²Õ¡μ¥ ÉμÎ´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥.
� ²¨Î¨¥ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö £ · ´É¨·Ê¥É, ÎÉμ, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥,
μ¤´μ É ±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É.

� ´¥¥ Ê¦¥ £μ¢μ·¨²μ¸Ó, ÎÉμ ¢¢¥¤¥´´μ¥ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Î¨¸ÉÒ³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³. ’¥¶¥·Ó ¶μ± ¦¥³, ± ± ³μ£ÊÉ
¡ÒÉÓ ¶μ¸É·μ¥´Ò ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò, ±μÉμ·Ò¥ μ¡² ¤ ÕÉ ´Ê¦´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨. ‘´ -
Î ²  · ¸¸³μÉ·¨³ ¸²ÊÎ °, ±μ£¤  ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö  ²£¥¡·  Qξ , μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ Ö
±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ¸μ¤¥·¦¨É μ¤´μ³¥·´Ò° ¶·μ¥±Éμ· p̂0. � £²Ö¤´¥¥ ¢¸¥£μ
μ¤´μ³¥·´Ò° ¶·μ¥±Éμ· ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ± ± É ±μ° Ô²¥³¥´É  ²£¥¡·Ò, ±μÉμ-
·μ³Ê ¢ ²Õ¡μ³ ÉμÎ´μ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¶¥· Éμ· ¶·μ¥±É¨·μ¢ ´¨Ö
´  μ¤´μ³¥·´μ¥ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢μ.
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‡�Œ…—��ˆ…. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ μ¡ÒÎ´μ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ
²Õ¡μ° μ£· ´¨Î¥´´Ò° ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò° μ¶¥· Éμ· ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥±μÉμ·μ°
´ ¡²Õ¤ ¥³μ°. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ²Õ¡ Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö ¶μ¤ ²£¥-
¡·  ¸μ¤¥·¦¨É μ¤´μ³¥·´Ò¥ ¶·μ¥±Éμ·Ò. � μ¡μ·μÉ, ²Õ¡μ° μ¤´μ³¥·´Ò° ¶·μ¥±-
Éμ· ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥. ‚ É ±μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨
· ¸¸³ É·¨¢ ¥³Ò° ¸²ÊÎ ° Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ð¨³.

ˆÉ ±, ¶Ê¸ÉÓ p̂0 ∈ Qξ. � ¸¸³μÉ·¨³ ± ±μ¥-´¨¡Ê¤Ó ÉμÎ´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
 ²£¥¡·Ò A. ‚ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ÔÉμ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É
¢¥±Éμ· |Φ0〉, É ±μ°, ÎÉμ p̂0|Φ0〉 = |Φ0〉, 〈Φ0|Φ0〉 = 1, p̂0 = |Φ0〉〈Φ0|. � ¸¸³μ-
É·¨³ ±μ³¡¨´ Í¨Õ p̂0B̂p̂0 = |Φ0〉〈Φ0|B̂|Φ0〉〈Φ0| ≡ ϑ(B̂)|Φ0〉〈Φ0|, É. ¥.

p̂0B̂p̂0 = ϑ(B̂)p̂0 (17)

¤²Ö ²Õ¡μ£μ B̂ ∈ A.
‘μμÉ´μÏ¥´¨¥ (17) Å ÔÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê Ô²¥³¥´É ³¨  ²£¥¡·Ò A.

�μÔÉμ³Ê μ´μ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ¸É·Ê±ÉÊ·μ°  ²£¥¡·Ò A ¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¥¥
±μ´±·¥É´μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, μÉ ÔÉμ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ´¥ § ¢¨-
¸¨É ËÊ´±Í¨μ´ ² ϑ(B̂). ‹¥£±μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ϑ(B̂) Ö¢²Ö¥É¸Ö  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨³
¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ´   ²£¥¡·¥ A. ‹¨´¥°´μ¸ÉÓ ÔÉμ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨Ö

ϑ(B̂ + D̂)p̂0 = p̂0(B̂ + D̂)p̂0 = [ϑ(B̂) + ϑ(D̂)]p̂0.

�μ²μ¦¨É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö p̂0B̂
∗B̂p̂0 = ϑ(B̂∗B̂)p̂0. ’ ± ± ±

μ¶¥· Éμ·Ò p̂0B̂
∗B̂p̂0 ¨ p̂0 ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò, Éμ ϑ(B̂∗B̂) � 0. � ±μ´¥Í, ´μ·³¨-

·μ¢±  ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ϑ(Î)p̂0 = p̂0Î p̂0 = p̂0. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¸Ê¦¥´¨¥
ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϑ(·) ´  ¶μ¤ ²£¥¡·Ê Qξ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ÔÉμ° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò.
„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶Ê¸ÉÓ Â ∈ Qξ ¨ B̂ ∈ Qξ, Éμ£¤ 

ϑ(ÂB̂)p̂0 = p̂0ÂB̂p̂0 = p̂0Âp̂0p̂0B̂p̂0 = ϑ(Â)ϑ(B̂)p̂0.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ËÊ´±Í¨μ´ ² ϑ(·) μ¡² ¤ ¥É ¸¢μ°¸É¢μ³, ±μÉμ·μ£μ É·¥¡Ê¥É
¶μ¸ÉÊ² É 7 μÉ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸·¥¤´¥£μ. Š·μ³¥ Éμ£μ, ϑ(·) ¶μ²μ¦¨É¥²¥´ ¨ Ê¤μ-
¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ ´μ·³¨·μ¢±¨. �Éμ ± ± · § É¥ Ê¸²μ¢¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¤μ²¦´Ò
¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¤²Ö ËÊ´±Í¨μ´ ² , μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥£μ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. � ¢¥´-
¸É¢μ (17) Î¨¸Éμ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ¥. �μÔÉμ³Ê §´ Î¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϑ(B̂) § ¢¨-
¸¨É Éμ²Ó±μ μÉ p̂0 (±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö) ¨ μÉ B̂ ± ± Ô²¥³¥´É   ²£¥¡·Ò A,
´μ ´¥ μÉ ± ±μ°-´¨¡Ê¤Ó Î ¸É´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò (B̂ ³μ¦¥É ¶·¨-
´ ¤²¥¦ ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±¨³ É ±¨³ ¶μ¤ ²£¥¡· ³). �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϑ(·)
Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¶μ¸ÉÊ² ÉÊ 6.

�μ± ¦¥³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ μ¡· É´μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥. …¸²¨ ±¢ ´Éμ-
¢μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ Ψ0

ξ , É ±μ³Ê, ÎÉμ ϕξ(p̂0) = 1, ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψ0
ξ(·),

Éμ Ψ0
ξ(·) = ϑ(·). „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¨§ · ¢¥´¸É¢  (4) ¸²¥¤Ê¥É

Ψ0
ξ(p̂0) = Ψ0

ξ(Î) = 1. (18)
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ˆ§ ´¥· ¢¥´¸É¢  ŠμÏ¨Ä	Ê´Ö±μ¢¸±μ£μÄ˜¢ ·Í  (¸³. Ëμ·³Ê²Ê (12)) ¶μ²ÊÎ ¥³∣∣∣Ψ0
ξ

(
B̂(Î − p̂0)

)∣∣∣2 � Ψ0
ξ(B

∗B̂)Ψ0
ξ(Î − p̂0).

�É±Ê¤ , ¸ ÊÎ¥Éμ³ · ¢¥´¸É¢  (18), ¨³¥¥³

Ψ0
ξ(B̂) = Ψ0

ξ(B̂p̂0) = Ψ0
ξ(p̂0B̂). (19)

�·μ¨§¢¥¤Ö ¢ (19) § ³¥´Ê B̂ → (Î − p̂0)B̂, ¶μ²ÊÎ¨³

Ψ0
ξ(B̂) = Ψ0

ξ(p̂0B̂p̂0). (20)

‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (20) Ëμ·³Ê²μ° (17), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± · ¢¥´¸É¢Ê

Ψ0
ξ(B̂) = Ψ0

ξ(ϑ(B̂)p̂0) = ϑ(B̂). (21)

� ¸¸³μÉ·¨³ É¥¶¥·Ó ƒ�‘-±μ´¸É·Ê±Í¨Õ, ¢ ±μÉμ·μ° ¢ ± Î¥¸É¢¥ ËÊ´±Í¨μ-
´ ² , ¶μ·μ¦¤ ÕÐ¥£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥, Ë¨£Ê·¨·Ê¥É Ψ0

ξ(B̂). �Ê¸ÉÓ Φ0(Î) Å ±² ¸¸

Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É  Î , Éμ£¤  ¸μ£² ¸´μ · ¢¥´¸É¢ ³ (15) ¨ (16) ¨³¥¥³(
Φ0(Î), Π(B̂)Φ0(Î)

)
= Ψ0

ξ(B̂) (22)

¤²Ö ²Õ¡μ£μ B̂ ∈ A.
‘μ£² ¸´μ · ¢¥´¸É¢ ³ (4) ¨ (5) ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψ0

ξ(B̂) μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸·¥¤´¥¥

§´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ Ψ0
ξ. � ¢¥´¸É¢μ (22) £μ¢μ-

·¨É μ Éμ³, ÎÉμ ÔÉμ ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ · ¢´Ö¥É¸Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³Ê μ¦¨¤ ´¨Õ
μ¶¥· Éμ·  Π(B̂) ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ³ ¢¥±Éμ·μ³ Φ0(Î) £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ-
¸É· ´¸É¢ . �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ ¶·¥¤² £ ¥³μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
¸·¥¤´¨Ì ¢ ¶μ²´μ° ³¥·¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°  ¶¶ · É ¸É ´¤ ·É´μ°
±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨.

‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ¢ ÔÉμ³ ¶Ê´±É¥ ¨³¥¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ ¶·¥¤² £ ¥-
³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  μÉ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. ‚ ¶μ¸²¥¤´¥° ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö
É¨¶  (22) ¶μ¸ÉÊ²¨·ÊÕÉ¸Ö (¶μ¸ÉÊ² É 	μ·´  [30]). �ÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É ¤μ¸É ÉμÎ¥´
¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì · ¸Î¥Éμ¢, μ¤´ ±μ ¥£μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ´¥ Ö¸´ . ‚
¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê ¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ · ¢¥´¸É¢μ (22) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤¸É¢¨¥³
Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢.

�¥·¥°¤¥³ É¥¶¥·Ó ± ¸²ÊÎ Õ, ±μ£¤  ¶μ¤ ²£¥¡·  Qξ ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É μ¤´μ³¥·-
´ÒÌ ¶·μ¥±Éμ·μ¢. ‚ ÔÉμ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ÉμÎ´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
 ²£¥¡·Ò A. �Ê¸ÉÓ H Å £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ÔÉμ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö,  
B(H) Å ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¢ H. Œμ¦´μ
¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ A ¨ Qξ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶μ¤ ²£¥¡· ³¨  ²£¥¡·Ò B(H).

�Ê¸ÉÓ Q
′
ξ Å ³ ±¸¨³ ²Ó´ Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ±μ³³ÊÉ É¨¢´ Ö ¶μ¤ ²£¥¡·   ²-

£¥¡·Ò B(H), É ± Ö, ÎÉμ Q
′
ξ ⊃ Qξ . � ¸¸³μÉ·¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ¶·μ¥±Éμ·μ¢,
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¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì Q
′
ξ. �É¨ ¶·μ¥±Éμ·Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢§ ¨³´μ ±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÐ¨³¨ ¸ -

³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨ ¢ H ¸ ¤¨¸±·¥É´Ò³¨ ¸¶¥±É· ³¨. ‚ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥
H ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ·Éμ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò° ¡ §¨¸, ¸μ¸ÉμÖÐ¨° ¨§ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ¢¥±Éμ-
·μ¢ ÔÉ¨Ì μ¶¥· Éμ·μ¢. �Ê¸ÉÓ {p̂} Å ³´μ¦¥¸É¢μ ¶·μ¥±Éμ·μ¢ ´  É ±¨¥ ¡ §¨¸´Ò¥
¢¥±Éμ·Ò. ‚¸¥ ÔÉ¨ ¶·μ¥±Éμ·Ò μ¤´μ³¥·´Ò, μ´¨ ¶·¨´ ¤²¥¦ É B(H), ´μ ¢ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É Qξ. Š ¦¤Ò° ¨§ ¶·μ¥±Éμ·μ¢ p̂i ∈ {p̂}
μ¶·¥¤¥²Ö¥É ²¨´¥°´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ϑi(·) ´  B(H): p̂iÂp̂i = ϑi(Â)p̂i. ‘Ê¦¥´¨¥
ÔÉμ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ´   ²£¥¡·Ê A μ¡² ¤ ¥É ¢¸¥³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò³¨
¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ Î¨¸Éμ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö.

5. ˆ‹‹�‘’��–ˆˆ

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ¸É· Í¨° μ¡Ð¨Ì · ¸¸Ê¦¤¥´¨° · ¸¸³μÉ·¨³ É·¨ ¶·μ¸ÉÒÌ
¶·¨³¥· .

�¥·¢Ò° ¶·¨³¥· Å ÔÉμ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ¸¨¸É¥³ , ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
±μÉμ·μ° μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö Ô·³¨Éμ¢Ò³¨ ³ É·¨Í ³¨ 2 × 2. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥-
¸É¢¥  ²£¥¡·Ò A ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¢¥²¨Î¨´ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ³´μ¦¥¸É¢  ¢¸¥Ì
³ É·¨Í ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ¢¨¤ :

Â =
[

a b
c d

]
,

¢ ±μÉμ·ÒÌ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨¥ μ¶¥· Í¨¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ³ É·¨Î-
´Ò³¨ μ¶¥· Í¨Ö³¨.

„²Ö É ±μ° ¸¨¸É¥³Ò ´¥ ¸μ¸É ¢²Ö¥É ¡μ²ÓÏμ£μ É·Ê¤  ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¢¸¥ Ô²¥³¥´-
É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. �Ê¸ÉÓ Â Å Ô·³¨Éμ¢  ³ É·¨Í , Éμ£¤  a∗ = a, d∗ = d,
c = b∗. ‹Õ¡ Ö É ± Ö ³ É·¨Í  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¢ ¢¨¤¥

Â = r0Î + rτ̂ (ξ). (23)

‡¤¥¸Ó ξ Å ¥¤¨´¨Î´Ò° É·¥Ì³¥·´Ò° ¢¥±Éμ·; τi Å ³ É·¨ÍÒ � Ê²¨, τ̂ (ξ) = (τ ·ξ).
—Éμ¡Ò Ëμ·³Ê²  (23) ¡Ò²  ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ°, ¸²¥¤Ê¥É ¶μ²μ¦¨ÉÓ

r =
(
(a − d)2/4 + b b∗

)1/2
, r0 = (a + d)/2,

(24)
ξ1 = (b + b∗)/(2r), ξ2 = (b − b∗)/(2ir), ξ3 = (a − d)/(2r).

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ τ̂(−ξ) = −τ̂(ξ). �·¨ ξ′ �= ±ξ ±μ³³ÊÉ Éμ· ³ É·¨Í τ̂ (ξ)
¨ τ̂ (ξ′) μÉ²¨Î¥´ μÉ ´Ê²Ö. �μÔÉμ³Ê ± ¦¤ Ö (¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ §´ ± ) ³ É·¨Í 
τ̂ (ξ) Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡· §ÊÕÐ¥° ¤²Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°
¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ . ’ ± ± ± τ̂ (ξ)τ̂ (ξ) = Î , Éμ ¸¶¥±É· Ô²¥³¥´É  τ̂ (ξ) ¸μ¸Éμ¨É ¨§
¤¢ÊÌ ÉμÎ¥±: ±1.

�Ê¸ÉÓ ϕα = [ϕα
ξ ] Å Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. ‡¤¥¸Ó ϕα

ξ Å Ì · ±É¥· ¶μ¤-

 ²£¥¡·Ò Qξ , ¨´¤¥±¸ α μÉ²¨Î ¥É μ¤´μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μÉ ¤·Ê£μ£μ.
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� ¸¸³μÉ·¨³ ËÊ´±Í¨Õ fα(ξ), É ±ÊÕ, ÎÉμ fα(−ξ) = −fα(ξ) ¨ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ξ
§´ Î¥´¨¥ ËÊ´±Í¨¨ · ¢´μ ²¨¡μ +1, ²¨¡μ −1, ¨´¤¥±¸ α μÉ²¨Î ¥É μ¤´Ê ËÊ´±-
Í¨Õ μÉ ¤·Ê£μ°. ’μ£¤ , μÎ¥¢¨¤´μ, ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ²μ¦¨ÉÓ ϕα

ξ(τ̂ (ξ)) = fα(ξ).

“Î¨ÉÒ¢ Ö, ÎÉμ τ̂ (ξ) Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡· §ÊÕÐ¥° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ, ¶μ²ÊÎ ¥³

ϕα
ξ(Â) = r0(Â) + r(Â)fα(ξ)

¤²Ö Â ∈ Qξ .

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¤²Ö ¤ ´´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ± ¦¤ Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö Â (´¥
±· É´ Ö Î) ¶·¨´ ¤²¥¦¨É μ¤´μ° ¨ Éμ²Ó±μ μ¤´μ° ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Qξ .
‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉμ, ±μ´¥Î´μ, ´¥ É ±. ‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó Ê± § ´´μ° μ¸μ¡¥´-
´μ¸ÉÓÕ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò, ³Ò ³μ¦¥³ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¥¤¨´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ² , μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ´  ¢¸¥³ ³´μ¦¥¸É¢¥ A+:

ϕα(Â) = r0(Â) + r(Â)fα(ξ(Â)), (25)

¤²Ö ²Õ¡μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â. ‡¤¥¸Ó ´¥ Éμ²Ó±μ r ¨ r0, ´μ ¨ ξ ¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³ -
É·¨¢ ÉÓ ± ± ËÊ´±Í¨¨ Â (¸³. Ëμ·³Ê²Ê (24)). �ÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² μÎ¥¢¨¤´Ò³
μ¡· §μ³ · ¸Ï¨·Ö¥É¸Ö ´  ¢¸Õ  ²£¥¡·Ê A. „ ´´Ò° ¶·¨³¥· Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ¶μ²´¨-
É¥²Ó´Ò³ ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢μ³ Éμ£μ, ÎÉμ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢μ Ëμ´ �¥°³ ´  ´¥¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ -
´¨Ö ¸±·ÒÉÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ´¥²Ó§Ö · ¸¶·μ¸É· ´ÖÉÓ ´  Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö.
�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕα(Â), μ¶·¥¤¥²Ö¥³Ò° Ëμ·³Ê²μ° (25),
´¥²¨´¥¥´. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ëμ·³ ²Ó´μ Éμ¦¥ ³μ¦´μ
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ´¥²¨´¥°´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ² , μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ´  ¢¸¥°  ²£¥¡·¥
A. �¤´ ±μ ÔÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ², ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¡Ê¤¥É ´¥μ¤´μ§´ Î´Ò³, É ± ± ±
μ¤´  ¨ É  ¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö Â ³μ¦¥É μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±¨³
³ ±¸¨³ ²Ó´Ò³ ±μ³³ÊÉ É¨¢´Ò³ ¶μ¤ ²£¥¡· ³ Qξ.

‚¥·´¥³¸Ö ± · ¸¸³μÉ·¥´¨Õ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ° ¸¨¸É¥³Ò. ƒ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ ÔÉμ°
¸¨¸É¥³Ò ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

Ĥ =
[

E0 0
0 −E0

]
,

  ¶·μ¥±Éμ· ´  μ¸´μ¢´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Å ¢ ¢¨¤¥

p̂0 =
[

0 0
0 1

]
.

�Î¥¢¨¤´μ, ÎÉμ p̂0Ĥp̂0 = −E0p̂0, p̂0Ψ0(Â) = p̂0Âp̂0 = p̂0d(Â). �μÔÉμ³Ê μ¸-
´μ¢´μ¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ Ψ0(Â) =
d(Â). ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ¸´μ¢´μ¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±² ¸¸μ³
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, μ¶·¥¤¥²Ö¥³ÒÌ Ê¸²μ¢¨¥³
ϕα=0(p̂0) = 1. ˆ§ ÔÉμ£μ Ê¸²μ¢¨Ö ¶μ²ÊÎ ¥³

f0(ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ3 = 1) = −1. (26)
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’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¸´μ¢´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Å ÔÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨° (25), ¢ ±μÉμ·ÒÌ ËÊ´±Í¨¨ f0 Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ Ê¸²μ¢¨Õ (26).

�·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¨´É¥·¥¸ ¶μ¸³μÉ·¥ÉÓ, ± ± ¤²Ö ¤ ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢Ò£²Ö¤¨É
¸¢μ°¸É¢μ Ô·£μ¤¨Î´μ¸É¨. 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢·¥³¥´´ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ μ¡ÒÎ´Ò³ μ¡· §μ³ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê´¨É ·´Ò³  ¢Éμ³μ·Ë¨§³μ³

Â
t−→ Â(t) = exp (−iĤt)Â exp (iĤt),

¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ Ã:

Ã = lim
L→∞

1
2L

L∫
−L

dt Â(t).

�·¥¤¥² ¨ ¨´É¥£· ² ¡Ê¤¥³ ¶μ´¨³ ÉÓ ¢ ¸³Ò¸²¥ ¸² ¡μ° Éμ¶μ²μ£¨¨ (¸³. (�.33)).
„²Ö Ĥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¸¶¥±É· ²Ó´μ¥ · §²μ¦¥´¨¥ Ĥ = E0p̂1 − E0p̂0, £¤¥ p̂1 =
Î − p̂0. �μÔÉμ³Ê ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ Ã ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

Ã = lim
L→∞

1
2L

L∫
−L

dt
[
p̂0Âp̂0 + p̂1Âp̂1 + p̂0Âp̂1 e2iE0t + p̂1Âp̂0 e−2iE0t

]
=

= p̂0Âp̂0 + p̂1Âp̂1.

�Ê¸ÉÓ ϕ0 Å ´¥±μÉμ·μ¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¥¥ μ¸´μ¢-
´μ³Ê ±¢ ´Éμ¢μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ, Éμ£¤ 

ϕ0(p̂1) = ϕ0(Î − p̂0) = 0.

’ ± ± ± [p̂0Âp̂0, p̂1Âp̂1] = 0, Éμ

ϕ0(Ã) = ϕ0(p̂0Âp̂0) + ϕ0(p̂1Âp̂1) = Ψ0(Â) + ϕ0(p̂1)ϕ0(p̂1Âp̂1).

�É¸Õ¤  ¶μ²ÊÎ ¥³
ϕ0(Ã) = Ψ0(Â).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â, Ê¸·¥¤´¥´´μ° ¶μ  ´¸ ³¡²Õ,
μ¶¨¸Ò¢ ¥³μ³Ê μ¸´μ¢´Ò³ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³, · ¢´μ §´ Î¥´¨Õ ÔÉμ° ´ -
¡²Õ¤ ¥³μ°, Ê¸·¥¤´¥´´μ° ¶μ ¢·¥³¥´¨, ¢ ²Õ¡μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, ¶·¨-
´ ¤²¥¦ Ð¥³ μ¸´μ¢´μ³Ê ±¢ ´Éμ¢μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ.

‚Éμ·μ° ¶·¨³¥· Å μ¤´μ³¥·´Ò° £ ·³μ´¨Î¥¸±¨° μ¸Í¨²²ÖÉμ·. 	Ê¤¥³ ¨´É¥-
·¥¸μ¢ ÉÓ¸Ö ËÊ´±Í¨Ö³¨ ƒ·¨´  ¤²Ö ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò. Šμ´¥Î´μ, ¸ ¶μ³μÐÓÕ ƒ�‘-
±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ³μ¦´μ ¶¥·¥°É¨ ± ¸É ´¤ ·É´μ° ¸Ì¥³¥, ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¥° £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ
¶·μ¸É· ´¸É¢μ. �¤´ ±μ ³μ¦´μ ¶·¥¤²μ¦¨ÉÓ ¨ ¡μ²¥¥ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´Ò° ¸ ÉμÎ±¨
§·¥´¨Ö · §¢¨¢ ¥³μ£μ §¤¥¸Ó ¶μ¤Ìμ¤  ³¥Éμ¤.
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ˆÉ ±, ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨° μ¸Í¨²²ÖÉμ· Å ÔÉμ Ë¨§¨Î¥¸± Ö
¸¨¸É¥³ , μ¶¨¸Ò¢ ¥³ Ö  ²£¥¡·μ° ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¢¥²¨Î¨´ A. �Éμ  ²£¥¡·  ¸
¤¢Ê³Ö ´¥±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÐ¨³¨ Ô·³¨Éμ¢Ò³¨ μ¡· §ÊÕÐ¨³¨ X̂ ¨ K̂, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕ-
Ð¨³¨ ¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ´μ³Ê ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

[X̂, K̂] = i.

ŒÒ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¥¸É¥¸É¢¥´´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¥¤¨´¨Í, ¢ ±μÉμ·μ° � = m = 1. ‚·¥³¥´-
´ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢  ²£¥¡·¥ A Ê¶· ¢²Ö¥É¸Ö £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´μ³ Ĥ = 1/2(K̂2+ω2X̂2).
�²¥³¥´ÉÒ X̂, K̂ ¨ Ĥ ´¥ μ£· ´¨Î¥´´Ò, ¶μÔÉμ³Ê ´¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É C∗- ²£¥¡·¥.
�¤´ ±μ §¤¥¸Ó ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ¢  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥
¶·μÍ¥¤Ê·Ê. ‘²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ÔÉ¨ Ô²¥³¥´ÉÒ § ¤ ÕÉ¸Ö ¸¢μ¨³¨ ¸¶¥±É· ²Ó-
´Ò³¨ · §²μ¦¥´¨Ö³¨ ¶μ ¶·μ¥±Éμ· ³. �É¨ ¶·μ¥±Éμ·Ò, ¸ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶·¨-
´ ¤²¥¦ É C∗- ²£¥¡·¥,   ¸ ¤·Ê£μ° Å μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ÔÉ¨Ì Ô²¥³¥´Éμ¢
± ± ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. �²¥³¥´ÉÒ, ¤μ¶Ê¸± -
ÕÐ¨¥ É ±ÊÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê, ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¶·¨¸μ¥¤¨´¥´´Ò³¨ ± C∗- ²£¥¡·¥. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ A- ²£¥¡·Ê ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ C∗- ²£¥¡·μ°, ¤μ¶μ²´¥´-
´μ° ¶·¨¸μ¥¤¨´¥´´Ò³¨ Ô²¥³¥´É ³¨.

�É Ô·³¨Éμ¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ X̂ ¨ K̂ Ê¤μ¡´μ ¶¥·¥°É¨ ± Ô²¥³¥´É ³

â− =
1√
2ω

(ωX̂ + iK̂), â+ =
1√
2ω

(ωX̂ − iK̂)

¸ ¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³

[â−, â+] = 1 (27)

¨ ¶·μ¸Éμ° ¢·¥³¥´´μ° § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ

â−(t) = â− exp (−iωt), â+(t) = â+ exp (+iωt).

‚ÒÎ¨¸²¨³ ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¨° ËÊ´±Í¨μ´ ² ¤²Ö ËÊ´±Í¨° ƒ·¨´ . ‚ ¸É ´¤ ·É´μ°
±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ n-¢·¥³¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³Ê²μ°

G(t1, . . . , tn) = 〈0|T (X̂(t1) · · · X̂(tn))|0〉,

£¤¥ T Å μ¶¥· Éμ· Ì·μ´μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Ê¶μ·Ö¤μÎ¨¢ ´¨Ö; |0〉 Å ±¢ ´Éμ¢μ¥ μ¸´μ¢-
´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥.

‘μ£² ¸´μ Ëμ·³Ê² ³ (17) ¨ (21) ¢ ¶·¥¤² £ ¥³μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´ 
¡Ê¤¥É μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ¸Ö Ëμ·³Ê²μ°

p̂0T (X̂(t1) · · · X̂(tn))p̂0 = G(t1, . . . , tn)p̂0, (28)

£¤¥ p̂0 Å ¸¶¥±É· ²Ó´Ò° ¶·μ¥±Éμ· Ĥ , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ³¨´¨³ ²Ó´μ³Ê §´ Î¥-
´¨Õ Ô´¥·£¨¨.
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‹¥£±μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ p̂0 ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

p̂0 = lim
r→∞

exp (−râ+â−). (29)

Š ± Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó · ´¥¥, ¶·¥¤¥² ¸²¥¤Ê¥É ¶μ´¨³ ÉÓ ¢ ¸³Ò¸²¥ ¸² ¡μ° Éμ¶μ²μ£¨¨
C∗- ²£¥¡·Ò.

‘´ Î ²  ¤μ± ¦¥³ ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥:

Ê = lim
r1,r2→∞

exp (−r1â
+â−)(â+)k(â−)l exp (−r2â

+â−) = 0,
(30)

k, l � 0, k + l > 0.

�Ê¸ÉÓ Ψ Å μ£· ´¨Î¥´´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ²¨´¥°´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ². ’μ£¤ 

Ψ(Ê) = lim
r1,r2→∞

exp (−r1k − r2l)Ψ((â+)k×

× exp (−r1â
+â−) exp (−r2â

+â−)(â−)l).

‡¤¥¸Ó ³Ò ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸ÉÓÕ ËÊ´±Í¨μ´ ²  Ψ ¨ ¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ-
´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³ (27). „ ²¥¥, ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö, ÎÉμ ‖ exp (−râ+â−)‖ � 1, ¨³¥¥³

|Ψ(Ê)| � lim
r1,r2→∞

exp (−r1k − r2l)|Ψ((â+)k exp (−2r1â
+â−)(â−)k)|1/2×

× |Ψ((â+)l exp (−2r2â
+â−)(â−)l)|1/2 �

� lim
r1,r2→∞

exp (−r1k − r2l)|Ψ((â+)k(â−)k)|1/2|Ψ((â+)l(â−)l)|1/2 = 0.

�Éμ ¤μ± §Ò¢ ¥É · ¢¥´¸É¢μ (30).
’¥¶¥·Ó Ê¡¥¤¨³¸Ö ¢ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ¸É¨ (29). ‚ É¥·³¨´ Ì Ô²¥³¥´Éμ¢ â+, â−

£ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ Ĥ ¢Ò£²Ö¤¨É É ±: Ĥ = ω(â+â− + 1/2). ‘μ£² ¸´μ (30)

lim
r1,r2→∞

exp (−r1â
+â−)Ĥ exp (−r2â

+â−) =
ω

2
lim

r1,r2→∞
exp (−(r1+r2)â+â−).

�Éμ ¤μ± §Ò¢ ¥É · ¢¥´¸É¢μ (29).
ˆ§ Ëμ·³Ê²Ò (28) ¸²¥¤Ê¥É

G(t1, . . . , tn)p̂0 =

=
(

1
i

)n
δn

δj(t1) · · · δj(tn)
p̂0T exp

⎛
⎝i

∞∫
−∞

dt j(t)X̂(t)

⎞
⎠ p̂0

∣∣∣∣∣∣
j=0

. (31)
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�μ É¥μ·¥³¥ ‚¨±  (¸³. [31])

T exp

⎛
⎝i

∞∫
−∞

dt j(t)X̂(t)

⎞
⎠ =

= exp

⎛
⎝1

2i

∞∫
−∞

dt1dt2
δ

δX̂(t1)
Dc(t1 − t2)

δ

δX̂(t2)

⎞
⎠ : exp

⎛
⎝i

∞∫
−∞

dtj(t)X̂(t)

⎞
⎠ : .

(32)

‡¤¥¸Ó : : Å μ¶¥· Í¨Ö ´μ·³ ²Ó´μ£μ Ê¶μ·Ö¤μÎ¨¢ ´¨Ö ¨

Dc(t1 − t2) =
2
π

∫
dE exp (−i(t1 − t2)E)

1
ω2 − E2 − i0

.

‚Ò¶μ²´ÖÖ ¢ ·Ó¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ X̂ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (32) ¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ Ö (30), ¶μ²Ê-
Î ¥³ · ¢¥´¸É¢μ

p̂0T exp

⎛
⎝i

∞∫
−∞

dt j(t)X̂(t)

⎞
⎠ p̂0 =

= exp

⎛
⎝− 1

2i

∞∫
−∞

dt1dt2 j(t1)Dc(t1 − t2)j(t2)

⎞
⎠×

× p̂0 : exp

⎛
⎝i

∞∫
−∞

dt j(t)X̂(t)

⎞
⎠ : p̂0 =

= p̂0 exp

⎛
⎝− 1

2i

∞∫
−∞

dt1dt2 j(t1)Dc(t1 − t2)j(t2)

⎞
⎠ .

‘· ¢´¨¢ Ö ¤ ´´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¸ (31), ´ Ìμ¤¨³

G(t1 · · · tn) =
(

1
i

)n
δnZ(j)

δj(t1) · · · δj(tn)

∣∣∣∣
j=0

,

£¤¥

Z(j) = exp

⎛
⎝ i

2

∞∫
−∞

dt1dt2 j(t1)Dc(t1 − t2)j(t2)

⎞
⎠

Å ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¨° ËÊ´±Í¨μ´ ².
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Š ± ¨§¢¥¸É´μ, ¢ · ³± Ì É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥-
¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± · ¸¸³μÉ·¥´¨Õ ³´μ£μ³¥·´μ£μ £ ·³μ´¨Î¥¸±μ£μ μ¸-
Í¨²²ÖÉμ· . �μÔÉμ³Ê ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ³¥Éμ¤ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¥£μ ËÊ´±-
Í¨μ´ ²  ¤²Ö ËÊ´±Í¨° ƒ·¨´  ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ μ¡μ¡Ð ¥É¸Ö ´  ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥-
¢Ò¥ ³μ¤¥²¨.

’·¥É¨° ¶·¨³¥· Å · ¸¸¥Ö´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ° Î ¸É¨ÍÒ ´  ¤¢ÊÌ Ð¥²ÖÌ.
—Éμ¡Ò ³ ±¸¨³ ²Ó´μ Ê¶·μ¸É¨ÉÓ § ¤ ÎÊ, ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ Ð¥²¨ a ¨ b

μ¤¨´ ±μ¢Ò¥ ¨ ´  Ô±· ´ ¸μ Ð¥²Ö³¨ ¶¥·¶¥´¤¨±Ê²Ö·´μ ¶ ¤ ¥É μ¤´μ·μ¤´Ò° ¶μ-
Éμ± Î ¸É¨Í. 	Ê¤¥³ ¨´É¥·¥¸μ¢ ÉÓ¸Ö ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´μ°. �Î¥¢¨¤´μ,
¸É·Ê±ÉÊ·  ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É´Ò³ · ¸¶·¥-
¤¥²¥´¨¥³ ¨³¶Ê²Ó¸μ¢ Î ¸É¨Í ¶μ¸²¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö.

�¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ P (Fk) ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ Éμ£μ, ÎÉμ Î ¸É¨Í  ¶μ¸²¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö
¨³¥¥É ¨³¶Ê²Ó¸ K . ’μÎ´¥¥, ¶μ¤ ÔÉ¨³¨ ¸²μ¢ ³¨ ¡Ê¤¥³ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¥¥: ¨³¥¥É ¨³¶Ê²Ó¸ ¢´ÊÉ·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ£μ ³ ²μ£μ ¨´É¥·¢ ²  μ±μ²μ §´ Î¥-
´¨Ö K . ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ (¢ ¸³Ò¸²¥ É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°) μ¡μ§´ Î¨³
Î¥·¥§ Fk. ‚¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ P (Fk) Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢´μ°: ¶·¥¦¤¥ Î¥³ ¶·μ¨§μ°¤¥É ¸μ-
¡ÒÉ¨¥ Fk, Î ¸É¨Í  ¤μ²¦´  ¶μ¶ ¸ÉÓ ¢ μ¤´Ê ¨§ Ð¥²¥°. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ¢ ³μ³¥´É
· ¸¸¥Ö´¨Ö ±μμ·¤¨´ É  Î ¸É¨ÍÒ ¤μ²¦´  ²¥¦ ÉÓ ²¨¡μ ¢ μ¡² ¸É¨ Ð¥²¨ a (¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Fa), ²¨¡μ ¢ μ¡² ¸É¨ Ð¥²¨ b (¸μ¡ÒÉ¨¥
Fb). ‚ ¶μ¤μ¡´μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ Ê¸²μ¢´ÊÕ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ¶·¨´ÖÉμ μ¡μ§´ Î ÉÓ Î¥·¥§
P (Fk/(Fa + Fb)).

‘μ£² ¸´μ É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [25])

P (Fk/(Fa + Fb)) =
P (Fk ∩ (Fa + Fb))

P (Fa + Fb)
. (33)

Fk ∩ (Fa + Fb) μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤μ²¦´μ ¶·μ¨§μ°É¨ ¤¢  ¸μ¡ÒÉ¨Ö: Fk ¨ (Fa + Fb).
ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¸¨³¢μ²  ∩ μÉ· ¦ ¥É ÉμÉ Ë ±É, ÎÉμ ¶μ § ±μ´ ³ É¥μ·¨¨ ¢¥·μ-
ÖÉ´μ¸É¥° ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¤¢Ê³ μ¤´μ-
¢·¥³¥´´Ò³ ¸μ¡ÒÉ¨Ö³, ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥³ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¸μ¡ÒÉ¨°, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ± ¦¤μ³Ê ¨§ ÔÉ¨Ì ¸μ¡ÒÉ¨°.

’ ± ± ± ¸μ¡ÒÉ¨Ö Fa ¨ Fb ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö, Éμ

P (Fk ∩ (Fa + Fb)) = P (Fk ∩Fa + Fk ∩Fb) = P (Fk ∩Fa) + P (Fk ∩Fb). (34)

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¢ ¸¨²Ê μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ¶μÉμ± 

P (Fa + Fb) = P (Fa) + P (Fb) = 2P (Fa) = 2P (Fb). (35)

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ëμ·³Ê²Ò (34) ¨ (35), ¶·¥μ¡· §Ê¥³ · ¢¥´¸É¢μ (33) ¢

P (Fk/(Fa + Fb)) =
1
2

[
P (Fk ∩ Fa)

P (Fa)
+

P (Fk ∩ Fb)
P (Fb)

]
.
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�¥·¢μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ ±¢ ¤· É´ÒÌ ¸±μ¡± Ì ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ÔÉμ£μ · ¢¥´¸É¢ 
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · ¸¸¥Ö´¨Õ ´  Ð¥²¨ a, ¢Éμ·μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ Å · ¸¸¥Ö´¨Õ ´  Ð¥²¨
b. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò ³Ò ´¥ ¶μ²ÊÎ¨²¨. �Éμ μ¡Ñ-
Ö¸´Ö¥É¸Ö É¥³, ÎÉμ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨ Ëμ·³Ê²Ò É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°, ´¥ ÊÎ¨ÉÒ-
¢ Ö μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ¶·¨²μ¦¥´¨Ö É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ± ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¡ÒÉ¨Ö³.
�Ï¨¡±  ¤μ¶ÊÐ¥´  Ê¦¥ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (33). „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¨³¶Ê²Ó¸
¨ ±μμ·¤¨´ É  ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò. �μÔÉμ³Ê, ± ± μ¡ÑÖ¸´Ö²μ¸Ó ¢ · §¤. 3, ¶μ¤³´μ¦¥-
¸É¢Ê Fk ∩ (Fa + Fb) ´¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¨± ± Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ.

—Éμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¶μ¤μ¡´μ° μÏ¨¡±¨, ³μ¦´μ ¶μ¸ÉÊ¶¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· -
§μ³: ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶¥·¢Ò° ÔÉ ¶ · ¸¸¥Ö´¨Ö, ¶μ¶ ¤ ´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ ¢ μ¡² ¸ÉÓ μ¤´μ°
¨§ Ð¥²¥°, Å ÔÉμ ¶·¨£μÉμ¢²¥´¨¥ ´¥±μÉμ·μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ±μÉμ·μ³Ê
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°.
„ ²¥¥ ÔÉμÉ ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ´μ¢μ¥ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°. ‚ ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ ´  ¨´É¥·¥¸ÊÕ-
Ð¨° ´ ¸ Ê£μ² ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ Ê¦¥ ± ± ¡¥§Ê¸²μ¢´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥.

‘μ¡ÒÉ¨Õ Fa (¶μ¶ ¤ ´¨Õ Î ¸É¨ÍÒ ¢ μ¡² ¸ÉÓ Ð¥²¨ a) ¸μ¶μ¸É ¢¨³ ´ ¡²Õ-
¤ ¥³ÊÕ p̂a, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¶·¨´¨³ ÉÓ ¤¢  §´ Î¥´¨Ö: ¥¤¨´¨Í , ¥¸²¨ Î ¸É¨Í 
¶μ¶ ²  ¢ Ð¥²Ó, ¨ ´Ê²Ó, ¥¸²¨ ´¥ ¶μ¶ ² . �Î¥¢¨¤´μ, ÔÉ  ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö μ¡² ¤ ¥É
¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¶·μ¥±Éμ· . �´ ²μ£¨Î´μ ¢¢¥¤¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ p̂b. Ÿ¸´μ, ÎÉμ ¢ Ëμ·-
³¨·μ¢ ´¨¨ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò ³μ£ÊÉ ¶·¨´¨³ ÉÓ ÊÎ ¸É¨¥ Éμ²Ó±μ É¥
Î ¸É¨ÍÒ, Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ §´ Î¥´¨Õ ´ ¡²Õ-
¤ ¥³μ° p̂a + p̂b, · ¢´μ³Ê ¥¤¨´¨Í¥. Œ´μ¦¥¸É¢μ ÔÉ¨Ì Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°
μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Ω(pa+pb = 1). �Éμ ³´μ¦¥¸É¢μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ±¢ ´Éμ¢μ³Ê  ´-
¸ ³¡²Õ. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ É ±μ°  ´¸ ³¡²Ó Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥±μÉμ·μ° ¸³¥¸ÓÕ Î¨¸ÉÒÌ
±¢ ´Éμ¢ÒÌ  ´¸ ³¡²¥°. ‘·¥¤´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¶μ ± ¦¤μ³Ê ¨§ ÔÉ¨Ì
Î¨¸ÉÒÌ  ´¸ ³¡²¥° μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³.
�μÔÉμ³Ê ¸·¥¤´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¶μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³Ê ±¢ ´Éμ¢μ³Ê
 ´¸ ³¡²Õ É ±¦¥ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ²¨´¥°´Ò³ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³.

�Ê¸ÉÓ Ψ(·) Å É ±μ° ËÊ´±Í¨μ´ ², ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ³´μ¦¥¸É¢Ê Ω(pa +
pb = 1). ’ ± ± ± ÔÉμÉ ËÊ´±Í¨μ´ ² Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É · ¢¥´¸É¢Ê

Ψ(p̂a + p̂b) = Ψ(Î) = 1,

Éμ ¤²Ö ´¥£μ ³μ¦´μ ¶μ¢Éμ·¨ÉÓ ¢Ò¢μ¤ Ëμ·³Ê²Ò (20) ¨ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¸¶· ¢¥¤-
²¨¢μ · ¢¥´¸É¢μ

Ψ(B̂) = Ψ
(
(p̂a + p̂b)B̂(p̂a + p̂b)

)
¤²Ö ²Õ¡μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂. ‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ÔÉμ° Ëμ·³Ê²μ° ¤²Ö ¸·¥¤´¥£μ
§´ Î¥´¨Ö ¨³¶Ê²Ó¸  K ¶μ¸²¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö, ¶μ²ÊÎ¨³

〈K̂〉 = Ψ(p̂aK̂p̂a) + Ψ(p̂bK̂p̂b) + Ψ(p̂aK̂p̂b + p̂bK̂p̂a).

�¥·¢Ò¥ ¤¢  ¸² £ ¥³Ò¥ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ · ¸¸¥Ö´¨¥ ´  Ð¥²ÖÌ a ¨ b
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. ’·¥ÉÓ¥ ¸² £ ¥³μ¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´Ò³ Î²¥´μ³.
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6. 	���‹…Œ� ”ˆ‡ˆ—…‘Š�‰ �…�‹œ��‘’ˆ

‚ §´ ³¥´¨Éμ° · ¡μÉ¥ �°´ÏÉ¥°´ Ä�μ¤μ²Ó¸±μ£μÄ�μ§¥´  (���) [32] ¡Ò²¨
¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò ¶·¨´Í¨¶Ò, ±μÉμ·Ò³, ¶μ ³´¥´¨Õ  ¢Éμ·μ¢, ¤μ²¦´  Ê¤μ¢²¥É¢μ-
·ÖÉÓ ¶μ²´ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö É¥μ·¨Ö:  ) ®± ¦¤Ò° Ô²¥³¥´É Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²Ó´μ¸É¨
¤μ²¦¥´ ¨³¥ÉÓ ±μ¶¨Õ ¢ ¶μ²´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨¯; ¡) ®¥¸²¨ ¡¥§ ± ±μ£μ-²¨¡μ
¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ³Ò ³μ¦¥³ ¸ Ê¢¥·¥´´μ¸ÉÓÕ (É. ¥. ¸ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ ¥¤¨´¨Í )
¶·¥¤¸± § ÉÓ §´ Î¥´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¢¥²¨Î¨´Ò, Éμ, §´ Î¨É, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É Ô²¥³¥´É
·¥ ²Ó´μ¸É¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´¥¯.

‘É ´¤ ·É´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ´¥ ¢μ¸¶·¨´Ö²  ÔÉμÉ É¥§¨¸. …¤¨´¨Î´Ò°
Ô±¸¶¥·¨³¥´É ´¥ ¨³¥¥É  ¤¥±¢ É´μ° ±μ¶¨¨ ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³  ¶¶ · É¥ ¸É ´-
¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¶·μÎ´μ ÊÉ¢¥·¤¨²μ¸Ó ³´¥´¨¥, ÎÉμ
É ±μ° ±μ¶¨¨ ¡ÒÉÓ ´¥ ³μ¦¥É ¨ ¤ ¦¥ ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É μ¡Ñ¥±É¨¢´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ°
·¥ ²Ó´μ¸É¨, ±μÉμ· Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É ·¥§Ê²ÓÉ É ¥¤¨´¨Î´μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É .

‚ ¶μ²Ó§Ê É ±μ£μ ³´¥´¨Ö ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢¥¸±¨¥  ·£Ê³¥´ÉÒ. �μ¦ -
²Ê°, ´ ¨¡μ²¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò° μ¸´μ¢Ò¢ ¥É¸Ö ´  ´¥· ¢¥´¸É¢¥ 	¥²²  [33, 34]. 	¥²²
¢Ò¢¥² ¸¢μ¥ ´¥· ¢¥´¸É¢μ, · ¸¸Ê¦¤ Ö ¢ · ³± Ì É¥§¨¸  ���. �μ¸²¥ 	¥²²  ¡Ò²μ
¶·¥¤²μ¦¥´μ ³´μ£μ ¢ ·¨ ´Éμ¢  ´ ²μ£¨Î´ÒÌ ´¥· ¢¥´¸É¢. ‡¤¥¸Ó ³Ò · ¸¸³μÉ·¨³
¢ ·¨ ´É, ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ¢ · ¡μÉ¥ [35]. �ÉμÉ ¢ ·¨ ´É μ¡ÒÎ´μ μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö
 ¡¡·¥¢¨ ÉÊ·μ° CHSH.

�Ê¸ÉÓ Î ¸É¨Í  ¸μ ¸¶¨´μ³ 0 · ¸¶ ¤ ¥É¸Ö ´  ¤¢¥ Î ¸É¨ÍÒ A ¨ B ¸μ ¸¶¨´ ³¨
1/2. �É¨ Î ¸É¨ÍÒ · §²¥É ÕÉ¸Ö ´  ¡μ²ÓÏμ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ¨ ·¥£¨¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ¶·¨-
¡μ· ³¨ Da ¨ Db ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. “ Î ¸É¨ÍÒ A ¶·¨¡μ· Da ¨§³¥·Ö¥É ¶·μ¥±Í¨Õ
¸¶¨´  ´  ´ ¶· ¢²¥´¨¥ a,   Ê Î ¸É¨ÍÒ B ¶·¨¡μ· Db ¨§³¥·Ö¥É ¶·μ¥±Í¨Õ ¸¶¨´ 
´  ´ ¶· ¢²¥´¨¥ b. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ μ¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Âa ¨ B̂b,
  ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨° Å Î¥·¥§ Aa ¨ Bb.

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨¸Ìμ¤´μ° Î ¸É¨ÍÒ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö ´¥±μÉμ-
·μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓÕ, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μÉ³¥Î¥´  ¶ · ³¥É·μ³ ν.
�ÉμÉ ¦¥ ¶ · ³¥É· ¡Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ·¥ ²Ó´μ¸É¥°,
Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨Ì ¶·μ¤Ê±ÉÒ · ¸¶ ¤ . ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨Ö
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Âa, B̂b ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ËÊ´±Í¨¨ Aa(ν), Bb(ν) ¶ -
· ³¥É·  ν. �Ê¸ÉÓ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸μ¡ÒÉ¨° ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ν Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö
¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ° ³¥·μ° P (ν), Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥° ¸É ´¤ ·É´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³:

∫
P (dν) = 1, 0 � P (ν) � 1.

‚¢¥¤¥³ ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ E(a, b):

E(a, b) =
∫

P (dν)Aa(ν)Bb(ν), (36)
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¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ±μ³¡¨´ Í¨Õ

N = |E(a, b) − E(a, b′)| + |E(a′, b) + E(a′, b′)| =

=
∣∣∣∣
∫

P (dν)Aa(ν) [Bb(ν) − Bb′(ν)]
∣∣∣∣ +

+
∣∣∣∣
∫

P (dν)Aa′(ν) [Bb(ν) + Bb′(ν)]
∣∣∣∣ . (37)

„²Ö ²Õ¡ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° a ¨ b

Aa(ν) = ±1/2, Bb(ν) = ±1/2. (38)

�μÔÉμ³Ê

N �
∫

P (dν) [|Aa(ν)| |Bb(ν) − Bb′(ν)| + |Aa′(ν)| |Bb(ν) + Bb′(ν)|] =

= 1/2
∫

P (dν) [|Bb(ν) − Bb′(ν)| + |Bb(ν) + Bb′(ν)|]. (39)

	² £μ¤ ·Ö · ¢¥´¸É¢ ³ (38) ¶·¨ ²Õ¡μ³ ν μ¤´μ ¨§ ¢Ò· ¦¥´¨°

|Bb(ν) − Bb′(ν)|, |Bb(ν) + Bb′(ν)| (40)

· ¢´μ ´Ê²Õ,   ¤·Ê£μ¥ Å ¥¤¨´¨Í¥. �¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥ ´  Éμ, ÎÉμ ¢ μ¡μ¨Ì
¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ Ë¨£Ê·¨·Ê¥É μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ §´ Î¥´¨¥ ν.

“Î¨ÉÒ¢ Ö ¸¢μ°¸É¢μ ¢Ò· ¦¥´¨° (40), ¨§ ´¥· ¢¥´¸É¢  (39) ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ´¥-
· ¢¥´¸É¢μ 	¥²²  (CHSH):

N � 1/2
∫

P (dν) = 1/2. (41)

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ²¥£±μ ¢Ò-
Î¨¸²Ö¥É¸Ö, ·¥§Ê²ÓÉ É É ±μ¢:

E(a, b) = −1/4 cos θab,

£¤¥ θab Å Ê£μ² ³¥¦¤Ê ´ ¶· ¢²¥´¨Ö³¨ a ¨ b. „²Ö ´ ¶· ¢²¥´¨° a = 0, b = π/8,
a′ = π/4, b′ = 3π/8 ¶μ²ÊÎ ¥³

N = 1/
√

2,

ÎÉμ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É ´¥· ¢¥´¸É¢Ê (41).
�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨³¨ · ¸Î¥-

É ³¨ ¨ ´¥ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ´¥· ¢¥´¸É¢μ 	¥²² . �¡ÒÎ´μ ÔÉ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ · ¸¸³ -
É·¨¢ ÕÉ¸Ö ± ± ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢μ Éμ£μ, ÎÉμ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò
´¥É ´¨± ±μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²Ó´μ¸É¨, ±μÉμ· Ö ¶·¥¤μ¶·¥¤¥²Ö²  ¡Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
¨§³¥·¥´¨Ö.
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�¤´ ±μ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¸μ¢·¥³¥´´μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¶·¨¢¥¤¥´´Ò°
¢Ò¢μ¤ ´¥· ¢¥´¸É¢  	¥²²  ¸²¨Ï±μ³ ´ ¨¢¥´. ‚ ÔÉμ³ ¢Ò¢μ¤¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö,
ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ν. �μ ¸¢μ¥³Ê
¸³Ò¸²Ê ÔÉμÉ ¶ · ³¥É· ³ ·±¨·Ê¥É Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥. � ± ± μÉ³¥Î ²μ¸Ó
· ´¥¥ (¸³. · §¤. 3), Ô²¥³¥´É ·´μ³Ê ¸μ¡ÒÉ¨Õ ¤ ²¥±μ ´¥ ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¶·¨-
¶¨¸ ÉÓ ± ±ÊÕ-²¨¡μ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ. �·¥¦¤¥ Î¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ μ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨, ´ ¤μ
¸´ ¡¤¨ÉÓ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¸É·Ê±ÉÊ·μ° ¨§-
³¥·¨³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³ ¶μ¶ÒÉ ¥³¸Ö ¶μ¢Éμ·¨ÉÓ ¢Ò¢μ¤ ´¥· -
¢¥´¸É¢  	¥²² , ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶ · ³¥É·  ν Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ.

�μ Ê¸²μ¢¨Õ § ¤ Î¨ ´ Î ²Ó´ Ö Î ¸É¨Í  ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ±¢ ´Éμ-
¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ω(ϕη) Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¸μ¡ÒÉ¨° ϕ ³Ò ¤μ²¦´Ò · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ {ϕ}ϕη, É. ¥. ¥¸²¨

´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö Â ∈ Qη, Éμ ¤²Ö ¢¸¥Ì ϕ ∈ {ϕ}ϕη §´ Î¥´¨¥ ÔÉμ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¡Ê-
¤¥É μ¤´¨³ ¨ É¥³ ¦¥. �²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ ∈ {ϕ}ϕη · §²¨Î ÕÉ¸Ö ³¥¦¤Ê

¸μ¡μ° §  ¸Î¥É §´ Î¥´¨° ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ B̂ /∈ Qη . �¥É·Ê¤´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¡² -
£μ¤ ·Ö É ±μ³Ê · §²¨Î¨Õ ³´μ¦¥¸É¢μ ϕ ∈ {ϕ}ϕη ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨-
´ÊÊ³ . —Éμ¡Ò Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö ¢ ÔÉμ³, · ¸¸³μÉ·¨³ ´¥±μÉμ·ÊÕ ¶μ¤ ²£¥¡·Ê Qξ �= Qη .
’ ± ± ± ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ ¨ Qη ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò, Éμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥,

μ¤´  ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö B̂, É ± Ö, ÎÉμ B̂ ∈ Qξ ¨ B̂ /∈ Qη. ‘¶¥±É· É ±μ° ´ -
¡²Õ¤ ¥³μ° ´¥ ³μ¦¥É ¸μ¸ÉμÖÉÓ ¨§ μ¤´μ° ÉμÎ±¨. …¸²¨ É ± Ö ÉμÎ±  λ μ¤´ , Éμ
¸¶¥±É· ²Ó´Ò° · ¤¨Ê¸ Ô²¥³¥´É  B̂ − λÎ · ¢¥´ ´Ê²Õ: r(B̂ − λÎ) = 0. �μ ¤²Ö
C∗- ²£¥¡·Ò ‖B̂ − λÎ‖ = r(B̂ − λÎ). ‡´ Î¨É, B̂ = λÎ ∈ Qη . �É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É,
ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥, ¤¢  Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ ∈ {ϕ}ϕη,

· §²¨Î ÕÐ¨Ì¸Ö §´ Î¥´¨Ö³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂. ’¥ ¦¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ³Ò ³μ¦¥³
¶μ¢Éμ·¨ÉÓ ¤²Ö ¤·Ê£μ° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ �= Qη. �μ¸±μ²Ó±Ê ³´μ¦¥¸É¢μ É ±¨Ì
¶μ¤ ²£¥¡· Qξ ¨³¥¥É ³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ , Éμ ¨ ³´μ¦¥¸É¢μ μÉ²¨Î´ÒÌ ¤·Ê£
μÉ ¤·Ê£  ϕ ∈ {ϕ}ϕη ¡Ê¤¥É É ± ¦¥ ¨³¥ÉÓ ³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ .

�¡· É¨³¸Ö É¥¶¥·Ó ± Ëμ·³Ê²¥ (36) ¤²Ö ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´μ° ËÊ´±Í¨¨. � ³
¶μÉ·¥¡ÊÕÉ¸Ö ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¤²Ö Î¥ÉÒ·¥Ì ±μ³¡¨´ Í¨° ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ: ÂaB̂b, ÂaB̂b′ , Âa′B̂b, Âa′B̂b′ . ˆ´É¥·¥¸ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¢ ·¨ ´É, ±μ£¤ 
´ ¶· ¢²¥´¨Ö a, a′, b, b′ ¶μ¶ ·´μ ´¥ ¶ · ²²¥²Ó´Ò ¤·Ê£ ¤·Ê£Ê. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶μ¶ ·´μ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°. �μÔÉμ³Ê
¤²Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ£μ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ³Ò ¤μ²¦´Ò
¶·μ¢¥¸É¨ Î¥ÉÒ·¥ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¸¥·¨¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢. ‚ ·¥ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ± ¦¤ Ö
¨§ ÔÉ¨Ì ¸¥·¨° ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ±μ´¥Î´μ£μ Î¨¸²  Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢, ¢ ¨¤¥ ²Ó´μ³ Å ¨§
¸Î¥É´μ£μ Î¨¸² .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ³Ò ¨³¥¥³ ¤¥²μ ´¥ ¸ ¥¤¨´Ò³ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢μ³ Ω(ϕϕη) Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°,   ¸ Î¥ÉÒ·Ó³Ö μÉ¤¥²Ó´Ò³¨ ¸²ÊÎ °´Ò³¨
¢Ò¡μ·± ³¨ ¨§ ´¥£μ. �¡μ§´ Î¨³ ¨Ì: Ωab, Ωab′ , Ωa′b, Ωa′b′ . ’ ± ± ± ¤ ¦¥ ¢
¨¤¥ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ÔÉ¨ ¢Ò¡μ·±¨ ¸Î¥É´Ò,   ¶·μ¸É· ´¸É¢μ Ω(ϕϕη) ¨³¥¥É ³μÐ-
´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ , Éμ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ´ ²¨Î¨Ö μ¡Ð¨Ì Ô²¥³¥´Éμ¢ ¢ ÔÉ¨Ì ¢Ò¡μ·± Ì
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· ¢´  ´Ê²Õ. Š·μ³¥ Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò ÔÉ¨ ¢Ò¡μ·±¨ ¸É ²¨ ¨§³¥·¨³Ò³¨ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢ ³¨, ´Ê¦´μ ¢ ´¨Ì ¢Ò¡· ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ σ- ²£¥¡·Ò: Fab, Fab′ , Fa′b,
Fa′b′ . �É¨ ¶μ¤ ²£¥¡·Ò ´¥ Éμ²Ó±μ · §´Ò¥, ´μ, ± ± μ¡ÑÖ¸´Ö²μ¸Ó ¢ · §¤. 3, ´¥
³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶μ¤ ²£¥¡· ³¨ μ¤´μ° σ- ²£¥¡·Ò, ±μÉμ·μ° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥±μÉμ· Ö
¢¥·μÖÉ´μ¸É´ Ö ³¥· , É. ¥. ¢ ± ¦¤μ° ¢Ò¡μ·±¥ ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¸¢μÖ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ Ö
³¥· : Pab, Pa′b, Pab′ , Pa′b′ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ëμ·³Ê²  (36) É¥¶¥·Ó ¡Ê¤¥É ¢Ò£²Ö¤¥ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

E(a, b) =
∫

Ωab

Pab(dϕ)ϕ(ÂaB̂b),

  Ëμ·³Ê²  (37) Å É ±:

N =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ωab

Pab(dϕ)ϕ(ÂaB̂b) −
∫

Ωab′

Pab′(dϕ)ϕ(ÂaB̂b′)

∣∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ωa′b

PÂa′ B̂b
(dϕ)ϕ(Âa′ B̂b) +

∫
Ωa′b′

Pa′b′(dϕ)ϕ(Âa′ B̂b′)

∣∣∣∣∣∣∣ . (42)

•μÉÖ ¢μ ¢¸¥Ì Î¥ÉÒ·¥Ì ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (42) ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´ μ¤¨´ ¨
ÉμÉ ¦¥ ¸¨³¢μ² dϕ, ´ ¤μ ¨³¥ÉÓ ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢  Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨°, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ dϕ, ¡Ê¤ÊÉ · §´Ò³¨. �´¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Ô²¥³¥´É ³¨ · §´ÒÌ
σ- ²£¥¡·. 	μ²¥¥ Éμ£μ, · ¢´  ´Ê²Õ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ´ ²¨Î¨Ö ¢ ´¨Ì μ¡Ð¨Ì Ô²¥³¥´-
Éμ¢. �μÔÉμ³Ê, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ´¥²Ó§Ö ¢ Ëμ·³Ê²¥ (42), ± ± ÔÉμ ¸¤¥² ´μ ¢ ¶· ¢μ°
Î ¸É¨ Ëμ·³Ê²Ò (37), μ¡Ñ¥¤¨´¨ÉÓ ¨´É¥£· ²Ò, ¸ÉμÖÐ¨¥ ¶μ¤ §´ ±μ³ ³μ¤Ê²Ö, ¢
μ¤¨´ ¨´É¥£· ². ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ´¥²Ó§Ö μ¡· §μ¢ ÉÓ ¶ ·Ò, ¶μ¤μ¡´Ò¥ É¥³, ±μÉμ·Ò¥
Ë¨£Ê·¨·ÊÕÉ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (40). ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ÔÉμ ´¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¤μ± § ÉÓ
´¥· ¢¥´¸É¢μ (41). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¥¸²¨ ³Ò ¸¢Ö§Ò¢ ¥³ ¶μ´ÖÉ¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ°
·¥ ²Ó´μ¸É¨ ¸ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³, Éμ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ´¥· ¢¥´¸É¢  	¥²²  ´¨
¢ ±μ¥° ³¥·¥ ´¥ ¤μ± §Ò¢ ¥É ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¢μ¸É¨ ÔÉμ£μ ¶μ´ÖÉ¨Ö.

„·Ê£¨³  ·£Ê³¥´Éμ³ ¶·μÉ¨¢ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ¶μ´ÖÉ¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²Ó-
´μ¸É¨ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¥ ¸²Ê¦¨É É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö § ¶·¥Ð ÕÐ Ö É¥μ·¥³ 
ŠμÎ¥´ Ä˜¶¥±¥·  [36]. ‘³Ò¸² ÔÉμ° É¥μ·¥³Ò ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê. � ¸-
¸³μÉ·¨³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Î ¸É¨ÍÊ ¸μ ¸¶¨´μ³ ¥¤¨´¨Í . �Ê¸ÉÓ
´ ¶· ¢²¥´¨Ö x, y, z ¢§ ¨³´μ μ·Éμ£μ´ ²Ó´Ò. ’μ£¤  ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ŝ2

x, Ŝ2
y , Ŝ2

z ,
μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨¥ ±¢ ¤· ÉÒ ¶·μ¥±Í¨° ¸¶¨´  ´  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö,
±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÉ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°. �μÔÉμ³Ê μ´¨ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò ¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μ¤´μ¢·¥-
³¥´´μ ¨§³¥·¥´Ò. �·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ´¥±μÉμ· Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ·¥ ²Ó-
´μ¸ÉÓ, ±μÉμ· Ö μ¤´μ§´ Î´μ ¶·¥¤μ¶·¥¤¥²Ö¥É ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö ¶μ ²Õ¡μ³Ê
´ ¶· ¢²¥´¨Õ. �·¨ ¨§³¥·¥´¨¨ ¶μ μ¤´μ³Ê ¨§ ´ ¶· ¢²¥´¨° ¤μ²¦¥´ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ¸Ö
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´Ê²Ó,   ¶μ ¤¢Ê³ ¤·Ê£¨³ Å ¥¤¨´¨Í . ‡ Ë¨±¸¨·Ê¥³ μ¤´μ ¨§ ¶μ¸²¥¤´¨Ì ´ ¶· -
¢²¥´¨° ¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ¤¢  ´ ¶· ¢²¥´¨Ö (μÉ²¨Î´ÒÌ μÉ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì), ¶¥·¶¥´-
¤¨±Ê²Ö·´ÒÌ ¥³Ê ¨ ¤·Ê£ ¤·Ê£Ê. �μ μ¤´μ³Ê ¨§ ÔÉ¨Ì ´ ¶· ¢²¥´¨° ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
¨§³¥·¥´¨Ö ¤μ²¦¥´ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ¸Ö ´Ê²Ó, ¶μ ¤·Ê£μ³Ê Å- ¥¤¨´¨Í . ‡ Ë¨±¸¨·Ê¥³
¶¥·¢μ¥ ¨ ¶μ¢Éμ·¨³ ¢¸Õ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¸´ Î ² . ‡  ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ É ±¨Ì Ï £μ¢
³μ¦´μ ¶·¨¤É¨ ± · ´¥¥ · ¸¸³μÉ·¥´´μ³Ê ´ ¶· ¢²¥´¨Õ. �·¨ ÔÉμ³ μ± ¦¥É¸Ö,
ÎÉμ ¥¸²¨ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ ¶μ ÔÉμ³Ê ´ ¶· ¢²¥´¨Õ §´ Î¥´¨¥ ±¢ ¤· É  ¶·μ¥±Í¨¨
¸¶¨´  · ¢´Ö²μ¸Ó ´Ê²Õ, Éμ ¶·¨ ¢μ§¢· É¥ ± ÔÉμ³Ê ´ ¶· ¢²¥´¨Õ ÉμÉ ¦¥ ±¢ ¤· É
¤μ²¦¥´ · ¢´ÖÉÓ¸Ö ¥¤¨´¨Í¥.

ˆ§ ÔÉμ£μ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨Ö ¤¥² ¥É¸Ö ¢Ò¢μ¤, ÎÉμ ´¥ ³μ¦¥É ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ÉÓ Ë¨-
§¨Î¥¸± Ö ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓ, ±μÉμ· Ö ¶·¥¤μ¶·¥¤¥²Ö¥É ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö. �¤´ ±μ
¢ ÔÉμ³ · ¸¸Ê¦¤¥´¨¨ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¨£´μ·¨·Ê¥É¸Ö ¶·μ¡²¥³  ¨§³¥·¨³μ¸É¨. Œ¥¦¤Ê
É¥³ §¤¥¸Ó ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¨³¥ÉÓ ¤¥²μ ¸ ¤¢Ê³Ö É·μ°± ³¨ ´ ¶· ¢²¥´¨°: x, y, z ¨
x, y′, z′. ‚´ÊÉ·¨ ± ¦¤μ° ¨§ É·μ¥± ¢¸¥ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ¢§ ¨³´μ μ·Éμ£μ´ ²Ó´Ò, ´μ
¢ · §´ÒÌ É·μ°± Ì ¨³¥ÕÉ¸Ö ´¥μ·Éμ£μ´ ²Ó´Ò¥ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö. �μÔÉμ³Ê ´ ¡²Õ-
¤ ¥³Ò¥ Ŝ2

x, Ŝ2
y , Ŝ2

z ¨ Ŝ2
x, Ŝ2

y′ , Ŝ2
z′ ¶·¨´ ¤²¥¦ É · §´Ò³ ±μ³³ÊÉ É¨¢´Ò³ ¶μ¤ ²-

£¥¡· ³  ²£¥¡·Ò A. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶·¨¡μ·Ò, μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÕÐ¨¥ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥
¢´ÊÉ·¨ ± ¦¤μ° ¨§ É·μ¥± ¨§³¥·¥´¨Ö, μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± · §´Ò³ É¨¶ ³. �É¨ ¶·¨¡μ·Ò
´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ¤μ²¦´Ò ¤ ¢ ÉÓ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ É ¶·¨ ¨§³¥·¥´¨¨ ´ -
¡²Õ¤ ¥³μ° Ŝ2

x. �·¨ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢¥ É¥μ·¥³Ò ÔÉμ ³μ²Î ²¨¢μ ¶·¥¤¶μ² £ ²μ¸Ó.
� ¶μ³´¨³, ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥ Ë¨±¸¨·Ê¥É μ¤´μ§´ Î´μ §´ Î¥´¨Ö
¢¸¥Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �´μ μ¤´μ§´ Î´μ Ë¨±¸¨·Ê¥É ¶μ± § ´¨Ö ¶·¨¡μ·μ¢ μ¶·¥¤¥-
²¥´´μ£μ É¨¶ . „²Ö · §´ÒÌ É¨¶μ¢ ÔÉ¨ ¶μ± § ´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ · §´Ò³¨.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ · ³± Ì ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  É¥μ·¥³  ŠμÎ¥´ Ä˜¶¥-
±¥·  ´¥ ¨¸±²ÕÎ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö μ¡Ñ¥±É¨¢´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥-
 ²Ó´μ¸É¨, ¸¢Ö§ ´´μ° ¸ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³.

7. 	���„�Š‘›

Š·¨É¨±¨ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ Ê± § ²¨ ´  ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥-
¸É¢μ ¸¨ÉÊ Í¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ¶·¨¢μ¤ÖÉ ±
¶ · ¤μ±¸ ²Ó´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ É ³. ‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ Éμ²Ó±μ ¤¢ , ¶μ-
¦ ²Ê°, ´ ¨¡μ²¥¥ Î ¸Éμ Ê¶μ³¨´ ¥³ÒÌ ¶ · ¤μ±¸ . �Éμ ¶ · ¤μ±¸ �°´ÏÉ¥°´ Ä
�μ¤μ²Ó¸±μ£μÄ�μ§¥´  (���) ¨ ¶ · ¤μ±¸ ±μÏ±¨ ˜·¥¤¨´£¥· . � ¤μ ¸· §Ê ¸± -
§ ÉÓ, ÎÉμ ´ ¨¡μ²¥¥ μ·Éμ¤μ±¸ ²Ó´Ò¥ ¸Éμ·μ´´¨±¨ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥-
Ì ´¨±¨ ÊÉ¢¥·¦¤ ÕÉ, ÎÉμ ´¨± ±¨Ì ¶ · ¤μ±¸μ¢ ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É. � ¤μ Éμ²Ó±μ
£· ³μÉ´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ëμ·³Ê²Ò ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. �μÔÉμ³Ê, ¶·¥¦¤¥ Î¥³
μ¡¸Ê¦¤ ÉÓ ±μ´±·¥É´Ò¥ ¶ · ¤μ±¸Ò, § Ë¨±¸¨·Ê¥³ ¸μ¡¸É¢¥´´ÊÕ ¶μ§¨Í¨Õ. �´ 
¸μ¸Éμ¨É ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³.

”μ·³Ê²Ò ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨, ¡¥§Ê¸²μ¢´μ, ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò ¢
¸²ÊÎ ¥ · ¸¸³μÉ·¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ  ´¸ ³¡²¥°. �´¨ ¶· ¢¨²Ó´μ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¸·¥¤-
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´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¸μ¡ÒÉ¨° ¨ ¢ É¥Ì Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¥¤² £ ÕÉ¸Ö  ¢Éμ· ³¨ ¶ · ¤μ±¸μ¢. �μÔÉμ³Ê ¨´É¥·¥¸
¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ Éμ²Ó±μ μ¤¨´μÎ´ÒÌ Ö¢²¥´¨°. ‡¤¥¸Ó ¢μ§³μ¦´Ò ¤¢¥
¶μ§¨Í¨¨. �μ ÔÉμ³Ê ¶μ¢μ¤Ê ¸³μÉ·¨É¥ μ¡§μ· [37]. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ³μ¦´μ ¸Î¨-
É ÉÓ, ÎÉμ μ¤¨´μÎ´Ò¥ Ö¢²¥´¨Ö ²¥¦ É ¢´¥ ±μ³¶¥É¥´Í¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. ‚
ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¥¤³¥É ¸¶μ·  ¨¸Î¥§ ¥É. �¤´ ±μ μ¤¨´μÎ´Ò¥ Ö¢²¥´¨Ö § ¢¥¤μ³μ
¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ. �μÔÉμ³Ê ¢μ§´¨± ¥É ¢μ¶·μ¸ μ ¶μ²´μÉ¥ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±μ£μ
μ¶¨¸ ´¨Ö. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¤²Ö μ¤¨´μÎ´ÒÌ Ö¢²¥´¨° ±¢ ´Éμ-
¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ¤μ²¦´  ¶·¥¤¸± §Ò¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨, ¨ ¶μ²´μÉ  μ¶¨¸ ´¨Ö
¨¸Î¥·¶Ò¢ ¥É¸Ö ¶·¥¤¸± § ´¨¥³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥
´ ¤μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥±μÉμ·μ° ¸ ³μ¸ÉμÖÉ¥²Ó´μ° ¸ÊÐ´μ-
¸ÉÓÕ ÔÉμ£μ ¥¤¨´¨Î´μ£μ Ö¢²¥´¨Ö.

‚ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ÔÉμ ´¥ É ±. � ¶μ³-
´¨³, ÎÉμ, ¶·¥¦¤¥ Î¥³ ¢¢¥¸É¨ ¶μ´ÖÉ¨¥ μ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ° ³¥·¥, ¢¢μ¤¨É¸Ö ¶μ´Ö-
É¨¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¥¤¨´¨Î´μ¥ Ö¢²¥´¨¥
(Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥) · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ± ± Ô²¥³¥´É μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ³´μ¦¥-
¸É¢  ( ´¸ ³¡²Ö). �·¨ ÔÉμ³ μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ ¥¤¨´¨Î´μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨-
¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ô²¥³¥´É  · §´ÒÌ ³´μ¦¥¸É¢. ‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ÔÉμ£μ ³´μ¦¥¸É¢ 
μ¤´μ³Ê ¨ Éμ³Ê ¦¥ Ö¢²¥´¨Õ ¡Ê¤ÊÉ ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ · §´Ò¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨ ¨²¨ ´¥
¡Ê¤¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ´¨± ± Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ.

�·Éμ¤μ±¸ ²Ó´Ò¥ ¸Éμ·μ´´¨±¨ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ É ±ÊÕ
ÉμÎ±Ê §·¥´¨Ö μÉ¢¥·£ ÕÉ ¨ ¶·¥¤¶μÎ¨É ÕÉ ¸Î¨É ÉÓ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó-
´μ° ´¥μ¶·¥¤¥²Ö¥³μ° ¸ÊÐ´μ¸ÉÓÕ ¥¤¨´¨Î´μ£μ Ö¢²¥´¨Ö, ±μÉμ·μ° ¢ ³ É¥³ É¨Î¥-
¸±μ³  ¶¶ · É¥ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ²¨¡μ ¢¥±Éμ· £¨²Ó¡¥·Éμ¢ 
¶·μ¸É· ´¸É¢ , ²¨¡μ ³ É·¨Í  ¶²μÉ´μ¸É¨. ”μ·³ ²Ó´μ É ± ¶ · ¤μ±¸μ¢ Ê¤ ¥É¸Ö
¨§¡¥¦ ÉÓ, ´μ ¶·¨ ÔÉμ³ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸ÊÐ´μ¸ÉÓ Ö¢²¥´¨° μ¸É ¥É¸Ö §  · ³± ³¨
μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö.

�μ¸²¥ ÔÉ¨Ì ¶·¥¤¢ ·¨É¥²Ó´ÒÌ § ³¥Î ´¨° ¶·¨¸ÉÊ¶¨³ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ± μ¡-
¸Ê¦¤¥´¨Õ ¶ · ¤μ±¸μ¢. � Î´¥³ ¸ ¶ · ¤μ±¸  ���. ‚ μ·¨£¨´ ²Ó´μ° · ¡μÉ¥ [32]
ÔÉμÉ ¶ · ¤μ±¸ · ¸¸³ É·¨¢ ²¸Ö ´  ¶·¨³¥·¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ±μμ·¤¨´ ÉÒ ¨ ¨³¶Ê²Ó¸ .
	μ²¥¥ ¶·μ¸ÉÊÕ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ³μ¤¥²Ó ¶·¥¤²μ¦¨² 	μ³ [38]. ‚ ´¥° É  ¦¥ ¶·μ-
¡²¥³  μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ´  ¶·¨³¥·¥ ¨§³¥·¥´¨° ¶·μ¥±Í¨° ¸¶¨´  ´  · §´Ò¥ ´ ¶· -
¢²¥´¨Ö. ‡¤¥¸Ó ³Ò μ¸É ´μ¢¨³¸Ö ´  ¢ ·¨ ´É¥, ¶·¥¤²μ¦¥´´μ³ 	μ³μ³. ‚ ÔÉμ³
¸²ÊÎ ¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö É  ¦¥ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ , ÎÉμ ¨ ¶·¨ μ¡¸Ê¦¤¥´¨¨
´¥· ¢¥´¸É¢  	¥²² .

�Ê¸ÉÓ Î ¸É¨Í  ¸μ ¸¶¨´μ³ 0 · ¸¶ ¤ ¥É¸Ö ´  ¤¢¥ μ¤¨´ ±μ¢Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ A ¨
B ¸μ ¸¶¨´ ³¨ 1/2, ±μÉμ·Ò¥ · §²¥É ÕÉ¸Ö ´  ¡μ²ÓÏμ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥. ‘¶¨´μ¢μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¸μ£² ¸´μ Ëμ·³Ê² ³ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨
μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢¥±Éμ·μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö

|Ψ〉 =
1√
2

[
|A(+)

z 〉|B(−)
z 〉 − |A(−)

z 〉|B(+)
z 〉

]
, (43)
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£¤¥ |A(±)
z 〉, |B(±)

z 〉 Å ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶·μ¥±Í¨° ¸¶¨´  ´  μ¸Ó
z ¸ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ +1/2 ¨ −1/2. �Éμ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ § ¶ÊÉ ´´μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥. ‚ ÔÉμ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ´¨ Î ¸É¨Í  A, ´¨ Î ¸É¨Í  B ´¥ ¨³¥ÕÉ μ¶·¥¤¥-
²¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¶·μ¥±Í¨¨ ¸¶¨´  ´  μ¸Ó z. ‘¶¨´μ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ± ¦¤μ° ¨§
Î ¸É¨Í ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¶¨¸ ´μ ³ É·¨Í¥° ¶²μÉ´μ¸É¨. � ¶·¨³¥·, ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ A
³ É·¨Í  ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ¢¨¤

ρ(A) =
1
2

[
|A(+)

z 〉〈A(+)
z | + |A(−)

z 〉〈A(−)
z |

]
.

�É  ³ É·¨Í  μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¸ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ 1/2 Î ¸É¨Í  ¨³¥¥É ¶·μ¥±Í¨Õ ¸¶¨´ 
+1/2 ¨ ¸ É ±μ° ¦¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ Å ¶·μ¥±Í¨Õ −1/2.

‚ ³μ³¥´É, ±μ£¤  Î ¸É¨ÍÒ A ¨ B ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ¶μ¤μ¡´ÒÌ
μ¡² ¸ÉÖÌ, ¨§³¥·¨³ Ê Î ¸É¨ÍÒ B ¶·μ¥±Í¨Õ ¸¶¨´  ´  μ¸Ó z. �Ê¸ÉÓ ·¥§Ê²Ó-
É É ¡Ê¤¥É +1/2. ’μ£¤  ¸μ£² ¸´μ ¶μ¸ÉÊ² ÉÊ μ ±μ²² ¶¸¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
(¶·μ¥±Í¨μ´´μ³Ê ¶·¨´Í¨¶Ê) ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ |Ψ〉 ³£´μ¢¥´´μ § ³¥´¨É¸Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³

|Ψ̃〉 = p̂+|Ψ〉/
√
〈Ψ|p̂+|Ψ〉, (44)

£¤¥ p̂+ Å ¶·μ¥±Éμ· ¢¨¤ 
p̂+ = ÎA ⊗ |B(+)

z 〉〈B(+)
z |. (45)

‡¤¥¸Ó ÎA Å ¥¤¨´¨Î´Ò° μ¶¥· Éμ· ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨° Î ¸É¨ÍÒ A.

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (45) ¢ (44), ¶μ²ÊÎ ¥³ |Ψ̃〉 = −|A(−)
z 〉|B(+)

z 〉. Œ É·¨Í  ¶²μÉ-
´μ¸É¨ Î ¸É¨ÍÒ A, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ÔÉμ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ, ¨³¥¥É ¢¨¤ ρ̃(A) =
|A(−)

z 〉〈A(−)
z |. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ¶·¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¨§³¥·¥´¨¨ Ê Î ¸É¨ÍÒ A ¶·μ-

¥±Í¨¨ ¸¶¨´  ´  μ¸Ó z ³Ò ¸ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ ¥¤¨´¨Í  ¶μ²ÊÎ¨³ §´ Î¥´¨¥ −1/2.
�Éμ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ¢¥·´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ. ’ ±¨³ μ¡· -
§μ³, ¢ ± Î¥¸É¢¥ ·¥Í¥¶É  ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ¶· ¢¨²Ó´μ£μ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¶·μ¥±Í¨μ´´Ò°
¶·¨´Í¨¶ · ¡μÉ ¥É μÎ¥´Ó Ìμ·μÏμ. �¤´ ±μ ÌμÉ¥²μ¸Ó ¡Ò ¶μ´ÖÉÓ, ± ±μ° Ë¨§¨Î¥-
¸±¨° ³¥Ì ´¨§³ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¤¥°¸É¢¥´´μ¸ÉÓ ÔÉμ£μ ·¥Í¥¶É .

‘· §Ê ´ ¶· Ï¨¢ ÕÉ¸Ö ¤¢  ¢ ·¨ ´É  É ±μ£μ ³¥Ì ´¨§³ . �¥·¢Ò° § ±²ÕÎ -
¥É¸Ö ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³. ‚ ³μ³¥´É · ¸¶ ¤  Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨μ¡·¥²¨ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ¶·μ-
¥±Í¨¨ ¸¶¨´  ´  μ¸Ó z (¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ£μ §´ ± ), ´μ ¤μ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶·μ¥±Í¨¨
Ê Î ¸É¨ÍÒ B ³Ò ´¥ §´ ¥³, ± ±¨¥ ¨³¥´´μ ÔÉμ ¶·μ¥±Í¨¨. ˆ§³¥·¨¢ ¶·μ¥±Í¨Õ
Ê Î ¸É¨ÍÒ B, ³Ò  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ Ê§´ ²¨ ¶·μ¥±Í¨Õ Ê Î ¸É¨ÍÒ A. �μ É ±μ¥
μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ´¥ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ μ¡Ð¥° ±μ´Í¥¶Í¨¥° ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥-
Ì ´¨±¨.

„¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ Éμ ¦¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ |Ψ〉 ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

|Ψ〉 =
1√
2

[
|A(+)

x 〉|B(−)
x 〉 − |A(−)

x 〉|B(+)
x 〉

]
,

£¤¥ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö É¥ ¦¥, ÎÉμ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (43), Éμ²Ó±μ ¢³¥¸Éμ ¶·μ¥±Í¨° ´  μ¸Ó
z Ë¨£Ê·¨·ÊÕÉ ¶·μ¥±Í¨¨ ´  μ¸Ó x. ’¥¶¥·Ó ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ¢Éμ·¨ÉÓ ¢¸¥ · ¸¸Ê-
¦¤¥´¨Ö, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¶μ¸²¥ Ëμ·³Ê²Ò (43), § ³¥´ÖÖ ¢ ´¨Ì μ¸Ó z ´  μ¸Ó x. ‚
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·¥§Ê²ÓÉ É¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³, ÎÉμ ¢ ³μ³¥´É · ¸¶ ¤  Î ¸É¨ÍÒ ¤μ²¦´Ò ¶·¨μ¡·¥¸É¨
μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¶·μ¥±Í¨° ¸¶¨´  ´  μ¸Ó x. �μ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥, ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¶·μ¥±Í¨Ö³ ¸¶¨´  ´  μ¸¨ z ¨ x, ¢§ ¨³´μ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò ¨ ¸μ£² ¸´μ
¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ´¥ ³μ£ÊÉ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¨³¥ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö.

‚Éμ·μ° ¢ ·¨ ´É ³¥Ì ´¨§³  ¢Ò£²Ö¤¨É É ±. �μ¸²¥ · ¸¶ ¤  Î ¸É¨ÍÒ A ¨
B ´¥ ¶·¨μ¡·¥²¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¶·μ¥±Í¨° ¸¶¨´  ´¨ ´  ± ±ÊÕ μ¸Ó.
‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶·μ¥±Í¨¨ ´  μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ μ¸Ó μ´¨ É ±¨¥ §´ Î¥´¨Ö
¶·μ¥±Í¨° ´  ÔÉÊ μ¸Ó ¶·¨μ¡·¥²¨. ‚ Éμ, ÎÉμ ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ B, ±μÉμ· Ö ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢μ¢ ²  ¸ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³ ¶·¨¡μ·μ³, É ±μ° ³¥Ì ´¨§³ ¢μ§³μ¦¥´, ¶μ¢¥·¨ÉÓ
´¥É·Ê¤´μ. �μ ± ± É ±μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ³μ£²μ ¶μ¢²¨ÖÉÓ ´  Î ¸É¨ÍÊ A, ´ Ìμ¤ÖÐÊÕ¸Ö
¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ¶μ¤μ¡´μ° μ¡² ¸É¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· ,
¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ´¥²Ó§Ö, ´¥ ´ ·ÊÏ Ö ¶·¨´Í¨¶μ¢ É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, μ¡  ¢ ·¨ ´É  μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ³¥Ì ´¨§³  μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö ´¥-
¸μ¸ÉμÖÉ¥²Ó´Ò³¨. ‚ ÔÉμ³ ¨ ¸μ¸Éμ¨É ¶ · ¤μ±¸.

‚μ§· ¦ Ö ¶·μÉ¨¢ ´ ²¨Î¨Ö ¶ · ¤μ±¸ , 	μ· ¢ ¸É ÉÓ¥ [39] ¶¨¸ ², ÎÉμ ¶·¨
μ¡¸Ê¦¤¥´¨¨ ¸¨¸É¥³Ò, ¢ ±μÉμ·μ° ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ±μ··¥²ÖÍ¨¨, ´¥²Ó§Ö ¥¥ · ¸¸³ -
É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸¨¸É¥³Ê, ¸μ¸ÉμÖÐÊÕ ¨§ ¤¢ÊÌ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ Î ¸É¥°. �μÔÉμ³Ê ¢¸Ö±μ¥
¨§³¥·¥´¨¥ ´ ¤ μ¤´μ° Î ¸ÉÓÕ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¨§³¥-
·¥´¨¥ ´ ¤ ¢¸¥° ¸¨¸É¥³μ°. �Éμ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ´¥ μ¸μ¡¥´´μ Ê¡¥-
¤¨É¥²Ó´Ò³. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¤¢  É¨¶  ±μ··¥²ÖÍ¨°, ¶μ¤¤ ÕÐ¨Ì¸Ö
· Í¨μ´ ²Ó´μ³Ê μ¡ÑÖ¸´¥´¨Õ. Š ¶¥·¢μ³Ê É¨¶Ê μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ±μ··¥²ÖÍ¨¨, ±μÉμ·Ò¥
μ¡Ö§ ´Ò ¸¢μ¨³ ¶·μ¨¸Ìμ¦¤¥´¨¥³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Õ ³¥¦¤Ê Î ¸ÉÖ³¨ ¸¨¸É¥³Ò. ‚
¸²ÊÎ ¥ ¶ · ¤μ±¸  ��� É ±μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¤μ²¦´μ ¡Ò²μ ¡Ò ¶¥·¥¤ ¢ ÉÓ¸Ö ¸μ
¸¢¥·Ì¸¢¥Éμ¢μ° ¸±μ·μ¸ÉÓÕ. Šμ ¢Éμ·μ³Ê É¨¶Ê μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ±μ··¥²ÖÍ¨¨, μ¡Ê¸²μ-
¢²¥´´Ò¥ ± ±μ°-Éμ ¸¢Ö§ÓÕ ³¥¦¤Ê ´ Î ²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ
Î ¸É¨Í. ‚ ¸²ÊÎ ¥ ¶ · ¤μ±¸  ��� É ± Ö ¸¢Ö§Ó ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É, É ± ± ± Î ¸É¨ÍÒ A ¨
B ¢μ§´¨±²¨ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ · ¸¶ ¤  μ¤´μ° ¶¥·¢¨Î´μ° Î ¸É¨ÍÒ. �¤´ ±μ ´ ²¨Î¨Ö
É ±μ° ¸¢Ö§¨ ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö μ¤´μ§´ Î´μ° ±μ··¥²ÖÍ¨¨ ÔÉ¨Ì Î ¸É¨Í ¢ ¶μ¸²¥-
¤ÊÕÐ¥³. „²Ö ÔÉμ£μ ¥Ð¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ, ÎÉμ¡Ò ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö μ¤´μ§´ Î´μ
Ë¨±¸¨·μ¢ ²¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ ¢·¥³¥´´
ÊÕ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ÔÉ¨Ì Î ¸É¨Í. � ÔÉμ §´ -
Î¨É, ÎÉμ Ê¦¥ ¸· §Ê ¶μ¸²¥ ·μ¦¤¥´¨Ö, ¥Ð¥ ¤μ ³μ³¥´É  ¨§³¥·¥´¨Ö, Î ¸É¨ÍÒ A ¨
B ¤μ²¦´Ò ¡Ò²¨ μ¡² ¤ ÉÓ ´¥±¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³, ±μÉμ·μ¥ μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²Ö²μ
¡Ò ·¥§Ê²ÓÉ É ¨§³¥·¥´¨Ö. �Éμ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É μ¡Ð¥° ±μ´Í¥¶Í¨¨ ¸É ´¤ ·É´μ°
±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨.

Šμ´¥Î´μ, ³μ¦´μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¨ÉÓ, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ± ±μ°-Éμ μ¸μ¡Ò° ±¢ ´-
Éμ¢Ò° É¨¶ ±μ··¥²ÖÍ¨°, ±μÉμ·Ò° ´¥ ¶μ¤¤ ¥É¸Ö · Í¨μ´ ²Ó´μ³Ê Éμ²±μ¢ ´¨Õ.
�¤´ ±μ É ±μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ´ Ê±¨ ´ ¨ÌÊ¤Ï¨³ ¨§ ¢¸¥Ì
¢μ§³μ¦´ÒÌ, É ± ± ± μ¸´μ¢´ Ö § ¤ Î  ´ ÊÎ´μ° É¥μ·¨¨ Å ÔÉμ ¸μ±· Ð¥´¨¥ Î¨¸² 
´¥ ¶μ¤¤ ÕÐ¨Ì¸Ö · Í¨μ´ ²Ó´μ³Ê Éμ²±μ¢ ´¨Õ ¨¸É¨´.

	μ²¥¥ Ê¤ Î´Ò³¨ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ¸Ö · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ”μ±  [40]. ”μ± ¸Î¨É ²,
ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ´ÖÉ¨Õ ®¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ ´¥ ¸²¥¤Ê¥É ¶·¨¶¨¸Ò¢ ÉÓ μ¡Ñ¥±-
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É¨¢´μ£μ ¸³Ò¸² . ‘±μ·¥¥, ¥£μ ¸²¥¤Ê¥É ¶μ´¨³ ÉÓ ± ± ®¸¢¥¤¥´¨¥ μ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨¯.
�·¨ É ±μ³ Éμ²±μ¢ ´¨¨ ¶ · ¤μ±¸  ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ³μ¦´μ ¨§¡¥¦ ÉÓ. �μ ¢μ§-
´¨± ¥É ¢μ¶·μ¸: ®‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ²¨ ´¥ÎÉμ μ¡Ñ¥±É¨¢´μ¥, μ Î¥³ ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ÔÉ¨
¸¢¥¤¥´¨Ö?¯.

‚ · ³± Ì ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥° ¸É ÉÓ¥ ¶μ¤Ìμ¤  É ±μ¥ ®´¥ÎÉμ¯ ¸ÊÐ¥-
¸É¢Ê¥É. �Éμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. �²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ñ-
¥±É¨¢´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò. �´μ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ± ±¨Ì-
²¨¡μ §´ ´¨° μ ¸¨¸É¥³¥. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥,
É. ¥. ´¥±μÉμ·Ò° ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¡Ñ¥±É¨¢´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò. �Éμ ¶μ´ÖÉ¨¥
Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡Ñ¥±É¨¢´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°  ´¸ ³¡²Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³. �¶·¥-
¤¥²¥´´ÊÕ ¨´É¥·¥¸ÊÕÐÊÕ ´ ¸ ¸¨¸É¥³Ê ³Ò ³μ¦¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥
Ô²¥³¥´É  · §´ÒÌ  ´¸ ³¡²¥° (¸¢μ¡μ¤  ¢Ò¡μ· ). ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, μ´  ¡Ê¤¥É Ì -
· ±É¥·¨§μ¢ ÉÓ¸Ö · §´Ò³¨ ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨. �μÔÉμ³Ê ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¨ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¸Ê¡Ñ¥±É¨¢´Ò° Ë ±Éμ·.

�¡· Ð Ö¸Ó ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ± ¶ · ¤μ±¸Ê ���, ³μ¦´μ ¥³Ê ¤ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕ-
ÐÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ. Š ± ¤μ, É ± ¨ ¶μ¸²¥ · ¸¶ ¤  ¨¸Ìμ¤´μ° Î ¸É¨ÍÒ Ë¨-
§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö ¸É ¡¨²Ó´Ò³¨ (´Ê²¥¢Ò³¨) §´ Î¥´¨Ö³¨ ´ -
¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ŝn (¶·μ¥±Í¨¨ ¶μ²´μ£μ ¸¶¨´  ´  ´ ¶· ¢²¥´¨¥ n). �μ¸²¥ · ¸¶ ¤ 
§´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ân ¨ B̂n (¶·μ¥±Í¨¨ ¸¶¨´μ¢ ´  ´ ¶· ¢²¥´¨¥ n ¤²Ö
Î ¸É¨Í A ¨ B ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ) Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

An + Bn = Sn = 0. (46)

‚ ¶·¨´Í¨¶¥, ± ¦¤ Ö ¨§ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ân ¨ B̂n ³μ£²  ¡Ò ¡ÒÉÓ ´¥¸É -
¡¨²Ó´μ°. �¤´ ±μ, ± ± Ê± §Ò¢ ²μ¸Ó ¢ · §¤. 5, ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ° ¸¨¸É¥³Ò,
± ±μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö Î ¸É¨Í  ¸μ ¸¶¨´μ³ 1/2, ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¡Ê¤ÊÉ ¸É ¡¨²Ó´Ò³¨.
‚ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ³μ£ÊÉ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ
¨³¥ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö. ’μ²Ó±μ ÔÉ¨ §´ Î¥´¨Ö ´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μ¤´μ¢·¥-
³¥´´μ ¨§³¥·¥´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡μ· . ‚ ±μ´±·¥É´μ³ Ô±¸¶¥-
·¨³¥´É¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¨§³¥·¨ÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ B̂n ¤²Ö ²Õ¡μ£μ, ´μ Éμ²Ó±μ ¤²Ö
μ¤´μ£μ, ´ ¶· ¢²¥´¨Ö n, É ± ± ± ¤²Ö · §´ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨° n, n′ ´ ¡²Õ¤ ¥-
³Ò¥ B̂n, B̂n′ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò. 	² £μ¤ ·Ö · ¢¥´¸É¢Ê (46) ¶·¨ É ±μ³ ¨§³¥·¥´¨¨
³Ò  ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¨§³¥·Ö¥³ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ân. �Éμ É ± ´ §Ò¢ ¥-
³μ¥ ±μ¸¢¥´´μ¥ ¨§³¥·¥´¨¥. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ É ±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¶ · ¤μ±¸ ���
· §·¥Ï ¥É¸Ö É·¨¢¨ ²Ó´μ.

�  ¶·¨³¥·¥ ÔÉμ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ³μ¦´μ ¤ ÉÓ ¢¶μ²´¥ · Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ
¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ É ±μ³Ê Ö¢²¥´¨Õ, ± ± ±μ²² ¶¸ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ‚ · ³± Ì
¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ÔÉμ Ö¢²¥´¨¥ ¢Ò£²Ö¤¨É ³¨¸É¨Î¥¸±¨³.

„μ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶·μ¥±Í¨¨ ¸¶¨´  Ê Î ¸É¨ÍÒ B ³Ò §´ ¥³, ÎÉμ ´ Ï  Ë¨-
§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ´¥±μÉμ·μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, ±μÉμ·μ¥
¶·¨´ ¤²¥¦¨É ±² ¸¸Ê Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, Ì · ±É¥·¨§Ê¥³μ³Ê ´Ê²¥¢Ò³¨ §´ Î¥´¨-
Ö³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ŝn, Éμ ¥¸ÉÓ ³Ò §´ ¥³, ÎÉμ ¸¨¸É¥³  ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ¸¨´£²¥É´μ³
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±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, ´μ ³Ò ´¥ §´ ¥³, ¢ ± ±μ³ ±μ´±·¥É´μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ μ´  ´ Ìμ¤¨É¸Ö. �μ¸²¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂n ³Ò ¡² £μ¤ ·Ö
· ¢¥´¸É¢Ê (46) ¶·¨μ¡·¥É ¥³ §´ ´¨¥ ´¥ Éμ²Ó±μ μ §´ Î¥´¨¨ ÔÉμ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°,
´μ ¨ μ §´ Î¥´¨¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ân. �μÔÉμ³Ê É¥¶¥·Ó ³Ò §´ ¥³, ÎÉμ ¶μ¸²¥ ¨§³¥-
·¥´¨Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö ¸¨¸É¥³  ¡Ê¤¥É ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¢ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨,
±μÉμ·μ¥ ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ±² ¸¸Ê Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, Ì · ±É¥·¨§Ê¥³μ³Ê §´ Î¥´¨Ö³¨
An = −Bn (§´ Î¥´¨¥ Bn ¨§¢¥¸É´μ) ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ân ¨ B̂n. ‡¤¥¸Ó ³Ò ¸Î¨-
É ²¨, ÎÉμ ¨§³¥·¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂n ¡Ò²μ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò³. ’¥¶¥·Ó ³Ò
μ¶ÖÉÓ ´¥ §´ ¥³, ¢ ± ±μ³ ±μ´±·¥É´μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ μ± § ² ¸Ó Ë¨-
§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ , ´μ ³Ò §´ ¥³, ÎÉμ μ´  ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ±¢ ´Éμ¢μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ (É¨¶  |Ψ̃〉, Ëμ·³Ê²  (44)).

	² £μ¤ ·Ö ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Õ ¸ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³ ¶·¨¡μ·μ³ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ-
¤ ¥³ÒÌ B̂n′ ¤²Ö ´ ¶· ¢²¥´¨° n′ �= n ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ´¥±μ´É·μ²¨·Ê¥³Ò³ μ¡· §μ³.
�μÔÉμ³Ê ¤²Ö É ±¨Ì ´ ¶· ¢²¥´¨° · ¢¥´¸É¢μ (46) ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö. �Éμ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢Ê¥É Éμ³Ê, ÎÉμ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö ¸¨¸É¥³  ¶¥·¥¸É ¥É ¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ ¸¨´£²¥É-
´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ¸Ö ¢¸¥ ¶·¨§´ ±¨ ±μ²² ¶¸ 
±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¤μ ¨§³¥·¥´¨Ö ³Ò ³μ£²¨ μ¶¨¸ ÉÓ ±¢ ´Éμ-
¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ A ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨

ρ(A) =
1
2

[
|A(+)

n 〉〈A(+)
n | + |A(−)

n 〉〈A(−)
n |

]
, (47)

  ¶μ¸²¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Å ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨

ρ̃(A) = | − Bn〉〈−Bn|. (48)

•μÉÖ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ (47) ¸³¥Ï ´´μ¥,   ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ (48) Î¨¸Éμ¥, ÔÉμ ´¥
μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¶·μ¨§μÏ²μ ± ±μ¥-Éμ ¨§³¥´¥´¨¥ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Î -
¸É¨ÍÒ A. �·μ¸Éμ ³Ò ¶·¨μ¡·¥²¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ μ¡ ÔÉμ³ Ô²¥-
³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨.

� ¢¥´¸É¢Ê (46) ³μ¦´μ ¤ ÉÓ ¥Ð¥ É ±ÊÕ ¶μ²¥§´ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ. ‚μ ¢·¥³Ö
· ¸¶ ¤  ¶¥·¢¨Î´μ° Î ¸É¨ÍÒ ± ¦¤ Ö ¨§ ¢Éμ·¨Î´ÒÌ Î ¸É¨Í ¶·μ¨§¢μ¤¨É ®¨§³¥-
·¥´¨¥¯ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¢μ¥£μ ¶ ·É´¥·  ¢ Éμ³ ¸³Ò¸²¥, ÎÉμ Ô²¥³¥´-
É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¤´μ° ¨§ Î ¸É¨Í Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥£ É¨¢´μ° ±μ¶¨¥° Ô²¥³¥´É ·´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¤·Ê£μ°. ‘μ§¤ ´¨¥ É ±μ° ±μ¶¨¨ ³μ¦´μ ´ §¢ ÉÓ ¨§³¥·¥´¨¥³ ¸ ¶μ³μ-
ÐÓÕ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¶·¨¡μ· . �¤´  Î ¸É¨Í  Ö¢²Ö¥É¸Ö ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³
¶·¨¡μ·μ³ ¤²Ö ¤·Ê£μ°. ‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¨§³¥·¥´¨Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ¶·¨¡μ·μ³ É ±μ¥
¨§³¥·¥´¨¥ ³μ¦¥É μ¤´μ§´ Î´μ § Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨§³¥·Ö-
¥³μ° Î ¸É¨ÍÒ. �¤´ ±μ, ÎÉμ¡Ò ·¥§Ê²ÓÉ É É ±μ£μ ®¨§³¥·¥´¨Ö¯ ¸É ² ´ ³ ¤μ¸ÉÊ-
¶¥´, ´ ¤μ ¶·μ¢¥¸É¨ ¨§³¥·¥´¨¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡μ·  Ê¦¥ ÔÉμ£μ
±¢ ´Éμ¢μ£μ ¶·¨¡μ· . ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É ±μ£μ ¢Éμ·¨Î´μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³
§´ ´¨¥ Éμ²Ó±μ μ ±² ¸¸¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ± ±μÉμ·μ³Ê ¶·¨´ ¤²¥¦¨É Ô²¥³¥´-
É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨§³¥·Ö¥³μ° Î ¸É¨ÍÒ.
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‘Í¥´ ·¨° ¢Éμ·μ£μ ¶ · ¤μ±¸ , ±μÉμ·Ò° ³Ò §¤¥¸Ó μ¡¸Ê¤¨³, ¡Ò² ¶·¥¤²μ¦¥´
˜·¥¤¨´£¥·μ³ [41] (¶μ ÔÉμ³Ê ¶μ¢μ¤Ê ¸³μÉ·¨É¥ É ±¦¥ [42]). ‘Í¥´ ·¨° ¢Ò£²Ö-
¤¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. ‚ ÖÐ¨± ¶μ³¥Ð ¥É¸Ö ±μÏ±  ¨ · ¤¨μ ±É¨¢´Ò° ¨¸ÉμÎ-
´¨± μÎ¥´Ó ³ ²μ° ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨. Šμ£¤  ¢ ¨¸ÉμÎ´¨±¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É · ¸¶ ¤  Éμ³ ,
¸· ¡ ÉÒ¢ ¥É ¸Î¥ÉÎ¨± ƒ¥°£¥· . ˆ³¶Ê²Ó¸ μÉ ¸Î¥ÉÎ¨±  ¶μ¤ ¥É¸Ö Î¥·¥§ Ê¸¨²¨É¥²Ó-
´μ¥ Ê¸É·μ°¸É¢μ ´   ¢Éμ³ É, ±μÉμ·Ò° · §¡¨¢ ¥É  ³¶Ê²Ê ¸ Ö¤μ³. �É Ö¤  ±μÏ± 
¶μ£¨¡ ¥É. � ¡²Õ¤ É¥²Ó ´¥ §´ ¥É, ¶·μ¨§μÏ¥² · ¸¶ ¤ ¨²¨ ´¥É. �μÔÉμ³Ê ¶μ
¶· ¢¨² ³ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ μ´ ¤μ²¦¥´ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸²μ¦´μ° ¸¨-
¸É¥³Ò (±μÏ±  ¶²Õ¸ · ¤¨μ ±É¨¢´Ò° ¨¸ÉμÎ´¨±) ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¢¥±Éμ·  ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö,
±μÉμ·Ò° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¥° ¤¢ÊÌ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°: ´¥· ¸¶ ¢Ï¨°¸Ö
 Éμ³ ¨ ¦¨¢ Ö ±μÏ±  ¶²Õ¸ · ¸¶ ¢Ï¨°¸Ö  Éμ³ ¨ ³¥·É¢ Ö ±μÏ± . ‘Ê¶¥·¶μ§¨Í¨Ö
¦¨¢μ° ¨ ³¥·É¢μ° ±μÏ±¨ ¢Ò£²Ö¤¨É, ¶μ ³¥´ÓÏ¥° ³¥·¥, ¸É· ´´μ°.

‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥, ÎÉμ ¶ · ¤μ±¸  ´¥ ¡Ê¤¥É, ¥¸²¨ μÉ μ¶¨¸ ´¨Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¢¥±Éμ·  £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¶¥·¥°É¨ ± μ¶¨¸ ´¨Õ ¸
¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨. �¤´ ±μ §¤¥¸Ó ´ ¤μ Î¥É±μ ¤μ£μ¢μ·¨ÉÓ¸Ö, ¢ ± -
±ÊÕ ¨£·Ê ³Ò ¨£· ¥³. …¸²¨ ³Ò ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ ³ É·¨Í  ¶²μÉ´μ¸É¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É
 ´¸ ³¡²Ó Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, Éμ ¶ · ¤μ±¸  ´¥ ¡Ê¤¥É. �μ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò
¡Ê¤¥³ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥ μ¤´μ° ±μÏ±¨,    ´¸ ³¡²Ö ±μÏ¥±, ¢ ±μÉμ·μ³
Î ¸ÉÓ ±μÏ¥± ¦¨¢ , ¤·Ê£ Ö ³¥·É¢ . ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ± ¦¤ Ö ¨§ ±μÏ¥± ²¨¡μ μ¶·¥-
¤¥²¥´´μ ¦¨¢ , ²¨¡μ ³¥·É¢ ,   ¢μÉ Éμ, ¸ ± ±μ° ¨§ ±μÏ¥± ´ ³ ¶·¨¤¥É¸Ö ¨³¥ÉÓ
¤¥²μ, μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö É¥μ·¨¥° ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. �μ ¢ ¸Í¥´ ·¨¨ ¶ · ¤μ±¸  ˜·¥¤¨´-
£¥·  ¨³¥¥É¸Ö ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ ³Ò ¨³¥¥³ ¤¥²μ ¸ μ¤´μ° ±μÏ±μ°. ‚ É ±μ³ ¸²ÊÎ ¥
Ê± § ´´ Ö É· ±Éμ¢±  ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨ ´¥ £μ¤¨É¸Ö. …¸²¨ ¦¥ ³Ò ¸Î¨É ¥³,
ÎÉμ ³ É·¨Í  ¶²μÉ´μ¸É¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¤´μ° ±μÏ±¨, Éμ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ
¸³¥Ï ´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¦¨¢μ° ¨ ³¥·É¢μ° ±μÏ±¨ ´¥ ¶·μÐ¥, Î¥³ ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨Õ
É ±¨Ì ±μÏ¥±.

� · ¤μ±¸ , ±μ´¥Î´μ, ´¥ ¡Ê¤¥É, ¥¸²¨ ¶·¨´ÖÉÓ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ ”μ± , Éμ ¥¸ÉÓ
¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶μ¤ É¥·³¨´μ³ ®¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó-
´μ¸É¨ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É¸Ö ´ Ï¥ §´ ´¨¥ μ¡ μ¡Ñ¥±É¨¢´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ
μ¡Ñ¥±É . �¤´ ±μ, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ¸É ´¤ ·É´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ´¥ ¶·¨¥³²¥É
É ±ÊÕ ÉμÎ±Ê §·¥´¨Ö. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, μ¸É ¥É¸Ö ¢μ¶·μ¸, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ²¨ É ±μ¥ μ¡Ñ-
¥±É¨¢´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥.

‚ · ³± Ì ±μ´Í¥¶Í¨¨ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶ · ¤μ±¸ μ¶ÖÉÓ-É ±¨ · §-
·¥Ï ¥É¸Ö É·¨¢¨ ²Ó´μ. ˆ§ÊÎ ¥³ Ö ¶ ·  (±μÏ±  ¶²Õ¸ · ¤¨μ ±É¨¢´Ò°  Éμ³) ´ -
Ìμ¤¨É¸Ö ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨. ‚ ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨
¢ ÔÉμ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ±μÏ±  ²¨¡μ μ¶·¥¤¥²¥´´μ ¦¨¢ , ²¨¡μ μ¶·¥¤¥²¥´´μ ³¥·É¢ .
�¨± ±μ£μ ¸³¥Ï ´´μ£μ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¦¨¢μ° ¨ ³¥·É¢μ° ±μÏ±¨ ´¥É.
Š¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ É ±¨Ì Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¸μ¸ÉμÖ´¨°. ‘·¥¤¨ ÔÉ¨Ì Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨³¥ÕÉ¸Ö É ±¨¥, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¦¨¢μ° ±μÏ±¥ ¢ ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨,   ¥¸ÉÓ É ±¨¥, ±μÉμ·Ò¥
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ³¥·É¢μ° ±μÏ±¥ ¢ ÉμÉ ¦¥ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨.
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Šμ£¤  ³Ò ¶μ³¥Ð ¥³ ±μÏ±Ê ¢ ÖÐ¨±, ´ ³ ¤μ¸ÉÊ¶´  ¨´Ëμ·³ Í¨Ö Éμ²Ó±μ μ
±² ¸¸¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ´μ ´¥ μ¡ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ³ Ô²¥³¥´É ·´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨.
Š² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥³Ò³¨ Ê¸²μ¢¨-
Ö³¨: ¢ ³μ³¥´É ¶·¨£μÉμ¢²¥´¨Ö ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò ±μÏ±  ¡Ò²  ¦¨¢ ,    Éμ³
´¥ · ¸¶ ²¸Ö. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ¤´μ§´ Î´ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ±μ´±·¥É´μ° Ë¨§¨Î¥-
¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¨³¥´´μ ¥¥ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³. ‘ ¶μ³μÐÓÕ
±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ´ ¡²Õ¤¥´¨° ÔÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¤´μ§´ Î´μ § Ë¨±-
¸¨·μ¢ ´μ.

8. Š��	“‘Š“‹Ÿ���-	�‹…‚�‰ „“�‹ˆ‡Œ

‚ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ = [ϕξ] ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ°
Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Å ÔÉμ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ(·), ± ¦¤Ò° ¨§
±μÉμ·ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°
¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ  ²£¥¡·Ò A. Œ´μ¦¥¸É¢μ Ξ (ξ ∈ Ξ) É ±¨Ì ¶μ¤ ²£¥¡· ¨³¥¥É
³μÐ´μ¸ÉÓ ±μ´É¨´ÊÊ³ . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Å ÔÉμ ËÊ´±-
Í¨μ´ ²Ó´μ§´ Î´μ¥ ¶μ²¥ ´ ¤ ³´μ¦¥¸É¢μ³ Ξ.

„²Ö § ¤ ´¨Ö ϕ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ § ¤ ÉÓ ϕξ ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ξ ∈ Ξ.
‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¤²Ö § ¤ ´¨Ö ϕξ ¤μ¸É ÉμÎ´μ § ¤ ÉÓ §´ Î¥´¨¥ ϕξ ´  ± ¦¤μ°
μ¡· §ÊÕÐ¥° ¶μ¤ ²£¥¡·Ò Qξ . Œμ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ± ¦¤μ° μ¡· §ÊÕÐ¥° ¶μ¤-
 ²£¥¡·Ò Qξ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ±μ³¶μ´¥´É  ÔÉμ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ§´ Î´μ£μ ¶μ²Ö ϕ.
‡´ Î¥´¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕξ ´  μ¡· §ÊÕÐ¥° ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± §´ Î¥-
´¨¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ²Ö ϕ ¢ ÉμÎ±¥ ξ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ϕ Å ÔÉμ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¥
c-Î¨¸²μ¢μ¥ ³´μ£μ±μ³¶μ´¥´É´μ¥ ¶μ²¥ ´ ¤ ³´μ¦¥¸É¢μ³ Ξ.

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¤ ¦¥ ±¢ ´Éμ¢ Ö ¸¨¸É¥³ , ±μÉμ·ÊÕ ¶·¨´ÖÉμ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ
± ± ¸¨¸É¥³Ê ¸ ±μ´¥Î´Ò³ Î¨¸²μ³ ¸É¥¶¥´¥° ¸¢μ¡μ¤Ò (´ ¶·¨³¥·, £ ·³μ´¨Î¥¸±¨°
μ¸Í¨²²ÖÉμ·), ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²¥¢μ° ¸¨¸É¥³μ°, É. ¥. ¸¨¸É¥³μ° ¸
¡¥¸±μ´¥Î´Ò³ Î¨¸²μ³ ¸É¥¶¥´¥° ¸¢μ¡μ¤Ò. �É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ ¢ Ô²¥³¥´É ·´μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ²Õ¡μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § Ï¨Ë·μ¢ ´
¡¥¸±μ´¥Î´Ò° μ¡Ñ¥³ ¨´Ëμ·³ Í¨¨. �¤´ ±μ ¤²Ö ·¥ ²Ó´μ£μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ÔÉμÉ
¡¥¸±μ´¥Î´Ò° μ¡Ñ¥³ ´¥¤μ¸ÉÊ¶¥´. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¤²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò ¨´Ëμ·³ Í¨Ö
¡Ò²  ¤²Ö ´ ¸ ¶μ²¥§´μ°, ³Ò ¤μ²¦´Ò ¨³¥ÉÓ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¥¥ ±μ´É·μ²¨·μ¢ ÉÓ
¸ ¶μ³μÐÓÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨¡μ·μ¢. �¤´ ±μ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ ¶·¨¡μ·Ò ´¥ ³μ-
£ÊÉ μÉ²¨Î¨ÉÓ μ¤´μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ μÉ ¤·Ê£μ£μ, μ´¨ · §²¨Î ÕÉ Éμ²Ó±μ
±² ¸¸Ò Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ±μÉμ·Ò¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³. �μ-
ÔÉμ³Ê μ¡Ñ¥³ ±μ´É·μ²¨·Ê¥³μ° ¨´Ëμ·³ Í¨¨ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ±μ´¥Î´Ò³, ´μ μ´ ¢¸¥
· ¢´μ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ £μ· §¤μ ¡
μ²ÓÏ¨³, Î¥³ ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨-
¸É¥³. �Éμ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¶·¥¤¶μ¸Ò²±μ° ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ±¢ ´-
Éμ¢ÒÌ ±μ³¶ÓÕÉ¥·μ¢.

�²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¢¸Ö±μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²¥³ ¨
´ ¤ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¸¨¸É¥³Ò, ±μÉμ·Ò¥ ¢ ±¢ ´-
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Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ É· ¤¨Í¨μ´´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ± ± ÉμÎ¥Î´Ò¥, ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó-
´μ¸É¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´´Ò³¨ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ.

� ¶·¨³¥·, · ¸¸³μÉ·¨³ Ô²¥±É·μ´, ±μÉμ·Ò° Ëμ·³ ²Ó´μ Ê¶·Ê£μ · ¸¸¥¨¢ -
¥É¸Ö ´  Ö¤·¥. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ É ±μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö Éμ·³μ§´Ò³
¨§²ÊÎ¥´¨¥³ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢. �·μ¸Éμ Ô´¥·£¨Ö ¨ §´ Î¥´¨Ö ¤·Ê£¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ ¤²Ö ÔÉ¨Ì ËμÉμ´μ¢ ²¥¦ É §  ¶·¥¤¥² ³¨ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¨§³¥·¨É¥²Ó´ÒÌ
¶·¨¡μ·μ¢, Éμ ¥¸ÉÓ · ¸¸¥Ö´¨¥ Ô²¥±É·μ´  ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö ¨§²ÊÎ¥´¨¥³ Ô²¥±É·μ-
³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢. •μÉÖ ÔÉμ ¶μ²¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì
¶·¨¡μ·μ¢ ´¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ, É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨ μ´μ ¨£· ¥É μÎ¥´Ó ¢ ¦´ÊÕ ·μ²Ó. 	¥§
¥£μ ÊÎ¥É  ¢ É¥μ·¨¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¡¥¸¸³Ò¸²¥´´Ò¥ ¨´Ë· ±· ¸´Ò¥ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨. ‚
¸¢μ¥ ¢·¥³Ö É ± Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ô²¥±É·μ¤¨´ ³¨±¥ ¶μ²ÊÎ¨²  ´ §¢ ´¨¥
®¨´Ë· ±· ¸´ Ö ± É ¸É·μË ¯.

ˆ´Ë· ±· ¸´μ° ± É ¸É·μËÒ Ê¤ ¥É¸Ö ¨§¡¥¦ ÉÓ Éμ²Ó±μ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ-
£¤  Î¨¸²μ É ±¨Ì ¨§²ÊÎ¥´´ÒÌ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ. �Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ
Ô²¥±É·μ´ ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö (ÔËË¥±É¨¢´Ò³) ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ¶μ²¥³. Ÿ¸´μ, ÎÉμ ²Õ-
¡μ° ¤·Ê£μ° ¶·μÍ¥¸¸ Î¥·¥§ ·μ¦¤¥´¨¥ ¢¨·ÉÊ ²Ó´ÒÌ Ô²¥±É·μ´-¶μ§¨É·μ´´ÒÌ ¶ ·
¡Ê¤¥É ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ÉÓ¸Ö ¨§²ÊÎ¥´¨¥³ É ±μ£μ (ÔËË¥±É¨¢´μ£μ) ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ Ô²¥±-
É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö. �´ ²μ£¨Î´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ì·μ³μ-
¤¨´ ³¨±¥. ’ ³ ¨³¥´´μ ¸ ³Ö£±¨³¨ ¶ ·Éμ´ ³¨ ¸¢Ö§Ò¢ ÕÉ¸Ö μ¸´μ¢´Ò¥ ´ ¤¥¦¤Ò
´  μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ Ö¢²¥´¨Ö Ê¤¥·¦ ´¨Ö ±¢ ·±μ¢.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ϕ ²Õ¡μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò
μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò³ c-Î¨¸²μ¢Ò³ ¶μ²¥³ ´ ¤ ³´μ¦¥¸É¢μ³ Ξ ¨ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢μ³ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. �Éμ ¶μ²¥ ¨³¥¥É ¢¸¥ ¶·¨§´ ±¨ ·¥ ²Ó´μ£μ ±² ¸¸¨Î¥-
¸±μ£μ ¶μ²Ö. …¸²¨ ³Ò ¶·¨´¨³ ¥³ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¶ · ¤¨£³Ê, Éμ ¤μ²¦´Ò ¸Î¨É ÉÓ,
ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ´¥±μÉμ·μ¥ ³ É¥·¨ ²Ó´μ¥ ¶μ²¥, ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ μ¡· §μ³ ±μ-
Éμ·μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ϕ. �Éμ ÔËË¥±É¨¢´μ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ¶μ²¥ ³μ¦¥É ¢±²ÕÎ ÉÓ ¢
¸¥¡Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐÊÕ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö, £· ¢¨É Í¨μ´´μ¥
¶μ²¥ ¨²¨ ± ±¨¥-²¨¡μ ¤·Ê£¨¥ ¶μ²Ö. Šμ´±·¥É´ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ·¥ ²¨§ Í¨Ö ÔÉμ£μ
¶μ²Ö ¤²Ö ´ ¸ ´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ . �μÔÉμ³Ê ´ §μ¢¥³ ¥£μ Ë §μ¢Ò³ ¶μ²¥³ ¶μ  ´ ²μ-
£¨¨ ¸ Ë §μ¢Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³, ±μÉμ·μ¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ°
¸¨¸É¥³Ò. �É³¥É¨³, ÎÉμ ¢ ¸¨²Ê ±² ¸¸¨Î´μ¸É¨ ¤²Ö ÔÉμ£μ ¶μ²Ö ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ
¤μ²¦´μ ¸μ¡²Õ¤ ÉÓ¸Ö ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê Î ¸ÉμÉμ° ¨ Ô´¥·£¨¥°.

�·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ ³ É¥·¨ ²Ó´μ³ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ³μ¦¥É ¶μ-
³μÎÓ ·¥Ï¨ÉÓ μ¤´Ê ¨§ ¶·μ¡²¥³ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ Å ±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·´μ-¢μ²´μ¢μ°
¤Ê ²¨§³. ‡¤¥¸Ó ¤²Ö ÔÉμ£μ ¶μ´ÖÉ¨Ö ¡Ê¤¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö É¥·³¨´ ®±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·-
´μ-¶μ²¥¢μ° ¤Ê ²¨§³¯. �μ²¥¢Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³
μ¡· §μ³ ¸¢Ö§Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ Ë §μ¢Ò³ ¶μ²¥³, É. ¥. ¸ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¸¨-
¸É¥³Ò, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  Å ¸ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨ ¸¨¸É¥³Ò,
ÉμÎ´¥¥, ¸ ²μ± ²Ó´Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨.

Šμ·¶Ê¸±Ê²Ö·´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò μ§´ Î ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥. “ Ë¨-
§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¨³¥ÕÉ¸Ö ²μ± ²Ó´Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥, É. ¥. ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥,  ¸¸μ-
Í¨¨·μ¢ ´´Ò¥ ¸ μ£· ´¨Î¥´´μ° μ¡² ¸ÉÓÕ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ. �É¨
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´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥, ÉμÎ´¥¥, ¨Ì ±μ³¶²¥±¸´Ò¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨, μ¡· §ÊÕÉ  ²£¥¡·Ê ²μ-
± ²Ó´ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ  ²£¥¡·  ²μ± ²Ó´ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Å ÔÉμ
μ¤´μ ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶μ´ÖÉ¨° É· ¤¨Í¨μ´´μ£μ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¢ ±¢ ´-
Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö (¸³. [6, 7, 43, 44]). ‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ (¢ ¸³Ò¸²¥, Î -
¸Éμ ¶μ¢Éμ·ÖÕÐ¨¥¸Ö) ´ ¡μ·Ò §´ Î¥´¨° ²μ± ²Ó´ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò
É· ±ÉÊ¥³ ± ± ±¢ ´Éμ¢Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ É¨¶ : Ô²¥±É·μ´Ò, ¶·μÉμ´Ò,
Ö¤· ,  Éμ³Ò ¨ É. ¶.

ˆ§³¥·¨É¥²Ó´Ò¥ ¶·¨¡μ·Ò ¢μ¸¶·¨´¨³ ÕÉ ÔÉ¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ± ± ´¥¤¥²¨³μ¥
Í¥²μ¥. ‚ ÔÉμ³ ¶·μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³. �¥-
 ±Í¨Ö ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¸¨-
¸É¥³Ò (Ë §μ¢Ò³ ¶μ²¥³). ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¸É·Ê±ÉÊ·  (§´ Î¥´¨¥) Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸¶¥±É· ³¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �É³¥É¨³, ÎÉμ ÉμÎ± 
¸¶¥±É·  Å ÔÉμ ´¥¤¥²¨³ Ö ¸ÊÐ´μ¸ÉÓ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³¥
±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·´Ò¥ ¨ ¶μ²¥¢Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö É¥¸´Ò³ μ¡· §μ³ ¶¥·¥¶²¥-
É¥´´Ò³¨.

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨-
¸É¥³Ò É ±¦¥  ¸¸μÍ¨¨·Ê¥É¸Ö ¸ c-Î¨¸²μ¢Ò³ ¶μ²¥³ Å ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¥°. �¤-
´ ±μ ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ±μ³¶²¥±¸´ . �μÔÉμ³Ê μ´  ´¥ ³μ¦¥É ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ
¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ³ É¥·¨ ²Ó´μ³Ê ¶μ²Õ. ‚ ¶·¥¤² £ ¥³μ° É· ±Éμ¢±¥ ¢μ²´μ¢ Ö
ËÊ´±Í¨Ö ¸¢Ö§ ´  Éμ²Ó±μ ¸ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ, ¶·¨Î¥³ ¤μ¢μ²Ó´μ μ¶μ¸·¥¤μ¢ ´μ.
ˆ³¥´´μ ¸·¥¤´¨¥ §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò (  ´¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö) ¢ ¢¨¤¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì μ¦¨¤ ´¨° ²¨´¥°´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ´¥±μÉμ-
·μ£μ £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¢¥±Éμ·Ò ÔÉμ£μ £¨²Ó¡¥·Éμ¢ 
¶·μ¸É· ´¸É¢  ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¢ ¢¨¤¥ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨°.

” §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³ É¥·¨ ²Ó´μ£μ ´μ¸¨É¥²Ö
¨´Ëμ·³ Í¨¨ μ Ë¨§¨Î¥¸±μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . —Éμ¡Ò Ö¢²ÖÉÓ¸Ö
É ±¨³ ´μ¸¨É¥²¥³, μ´μ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¸μ£² ¸μ¢ ´´Ò³ (±μ£¥·¥´É´Ò³) ¸  ¸¸μ-
Í¨¨·μ¢ ´´Ò³ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¡Ñ¥±Éμ³. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ´  μ¸´μ¢¥ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö
¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¢¶μ²´¥ ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡´ÊÕ ³μ¤¥²Ó ¶·μÍ¥¸¸  ¨§³¥·¥´¨Ö. � ¶μ³´¨³,
ÎÉμ ´  μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ É ±μ° ³μ¤¥²¨ μ¡ÒÎ´μ ¸¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¢¸¥ ´¥¸ÉÒ±μ¢±¨, ±μÉμ·Ò¥
¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥.

�¶¨Ï¥³ ¶μ¤μ¡´ÊÕ ³μ¤¥²Ó. (�μ ÔÉμ³Ê ¶μ¢μ¤Ê ¸³. É ±¦¥ · ¡μÉÒ 	²μÌ¨´-
Í¥¢  [20Ä23].) ˆ§³¥·¨É¥²Ó´Ò° ¶·¨¡μ· ¸μ¸Éμ¨É ¨§  ´ ²¨§ Éμ·  ¨ ¤¥É¥±Éμ· .
ˆ´μ£¤  ÔÉ¨ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¸μ¢³¥Ð¥´Ò.
�´ ²¨§ Éμ· Å ÔÉμ Ê¸É·μ°¸É¢μ ¸ μ¤´¨³ ¢Ìμ¤´Ò³ ± ´ ²μ³ ¨ ´¥¸±μ²Ó±¨³¨
¢ÒÌμ¤´Ò³¨. …¸²¨ ¶·¨¡μ· ¶·¥¤´ §´ Î¥´ ¤²Ö ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Â, Éμ
± ¦¤Ò° ¢ÒÌμ¤´μ° ± ´ ² ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ³Ê ÊÎ ¸É±Ê ¸¶¥±É·  ÔÉμ°
´ ¡²Õ¤ ¥³μ°, É. ¥. ± ¦¤Ò° ¢ÒÌμ¤´μ° ± ´ ² ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¥±μÉμ·μ³Ê ±² ¸¸Ê
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°.

” §μ¢μ¥ ¶μ²¥,  ¸¸μÍ¨¨·μ¢ ´´μ¥ ¸ ¨§³¥·Ö¥³Ò³ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¡Ñ¥±Éμ³, ¢μ§-
¡Ê¦¤ ¥É ¢  ´ ²¨§ Éμ·¥ ±μ²²¥±É¨¢´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, ±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¶μ²Õ. Šμ²¥¡ -
´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μÎ¥´Ó ¸² ¡Ò³¨, ´μ ¢ ¸¨²Ê ±μ£¥·¥´É´μ¸É¨ μ´¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÉ
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¸ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¡Ñ¥±Éμ³ ·¥§μ´ ´¸´Ò³ μ¡· §μ³. Œ¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥
É ±μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥ μ¸ÊÐ¥¸É¢¨³μ. �¤´ ±μ ·¥§Ê²ÓÉ É ÔÉμ£μ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ³μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ´¥±μÉμ·μ£μ £· ´¨Î´μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö. …¸²¨
±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨§³¥·Ö¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É  μ¶¨¸Ò¢ ¥É ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨,
±μÉμ·Ò° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¤´μ³Ê ¨§ ¢ÒÌμ¤´ÒÌ ± ´ ²μ¢, Éμ μ¡Ñ¥±É μ¤´μ§´ Î´μ
¶μ¶ ¤ ¥É ¢ ÔÉμÉ ¢ÒÌμ¤´μ° ± ´ ². …¸²¨ ¨§ÊÎ ¥³Ò° μ¡Ñ¥±É ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ±¢ ´-
Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨, ±μÉμ·μ¥ ´¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ´¨ μ¤´μ³Ê ¨§ ¢ÒÌμ¤´ÒÌ ± ´ -
²μ¢, Éμ  ´ ²¨§ Éμ· μ± §Ò¢ ¥É¸Ö μ¡² ¸ÉÓÕ ¡¨ËÊ·± Í¨¨ ¤²Ö ÔÉμ£μ μ¡Ñ¥±É . ‚
ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ·¥§μ´ ´¸´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ μ¡Ñ¥±É  ¸ ¢μ§¡Ê¦¤¥´´Ò³¨ Ë §μ¢Ò³
¶μ²¥³ ±μ²¥¡ ´¨Ö³¨  ´ ²¨§ Éμ·  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö Éμ° ¸²ÊÎ °´μ° ¸¨²μ°, ±μÉμ· Ö
´ ¶· ¢²Ö¥É μ¡Ñ¥±É ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° ¢ÒÌμ¤´μ° ± ´ ². ˆ³¥´´μ ¢ ± ´ ², ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ±² ¸¸Ê Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ± ±μÉμ·μ³Ê ¶·¨´ ¤²¥¦¨É Ô²¥³¥´É ·´μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨§³¥·Ö¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É .

‡¤¥¸Ó ¶μ¤ μ¡² ¸ÉÓÕ ²μ± ²¨§ Í¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É¸Ö
μ¡² ¸ÉÓ ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¥£μ ²μ± ²Ó´ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ § -
·¥£¨¸É·¨·μ¢ ´Ò ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³¨ ¶·¨¡μ· ³¨. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³
ÔÉÊ μ¡² ¸ÉÓ ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ±¥·´μ³ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . ‚³¥¸É¥
¸ É¥³, ± ± Ê¦¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¡Ñ¥±É ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ¥É¸Ö ¶μ²¥³, ±μ-
Éμ·μ¥, ¸ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ´¥ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥É¸Ö ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³¨ ¶·¨¡μ· ³¨,   ¸
¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸μ¸É ¢´μ° Î ¸ÉÓÕ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö. �μÔÉμ³Ê  ´ ²¨-
§ Éμ· ³μ¦¥É ¸É ÉÓ μ¡² ¸ÉÓÕ ¢¥É¢²¥´¨Ö Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö. ‚ ± ¦¤Ò° ¢ÒÌμ¤´μ°
± ´ ²  ´ ²¨§ Éμ·  ¶μ¶ ¤¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö.

�´ ²¨§ Éμ· Å ÔÉμ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° μ¡Ñ¥±É. ‚§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö
¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ μ¡Ñ¥±Éμ³ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¤¢ÊÌ É¨¶μ¢. �·¨ ¶¥·¢μ³ É¨¶¥ ±μ£¥-
·¥´É´μ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ¸ ¨§²ÊÎ ÕÐ¨³ μ¡Ñ¥±Éμ³ ´¥ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö, ¶·¨ ¢Éμ·μ³
É¨¶¥ Å ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö. �μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ¢μ§¡Ê-
¦¤ ¥É ¢  ´ ²¨§ Éμ·¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, ±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¶μ²Õ, ¨ μ´¨ ·¥§μ´ ´¸´μ ¢§ ¨-
³μ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ¸ ±¢ ´Éμ¢Ò³ μ¡Ñ¥±Éμ³, Éμ ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥
¸  ´ ²¨§ Éμ·μ³ ´¥ ´ ·ÊÏ ¥É ±μ£¥·¥´É´μ¸ÉÓ ¶μ²Ö. 	Ê¤¥³ É ±¦¥ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ
¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ´   ´ ²¨§ Éμ· ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨ ´¥ ·¥£¨¸É·¨-
·Ê¥³μ. �μ¤μ¡´ Ö ·¥£¨¸É· Í¨Ö ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢ ¤¥É¥±Éμ·¥.

„¥É¥±Éμ· Å ÔÉμ ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ , ´ Ìμ¤ÖÐ Ö¸Ö ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ · ¢´μ¢¥¸¨Ö. „¥É¥±Éμ· ¸¨²Ó´μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É ¸ ±¥·´μ³ ±¢ ´-
Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ÔÉμ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¤¥É¥±Éμ· ¢ÒÌμ¤¨É ¨§ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö · ¢´μ¢¥¸¨Ö. ‚ ´¥³ · §¢¨¢ ¥É¸Ö ± É ¸É·μË¨Î¥¸±¨°, ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨
·¥£¨¸É·¨·Ê¥³Ò° ¶·μÍ¥¸¸. „¥É¥±Éμ· (¤¥É¥±Éμ·Ò) · ¸¶μ² £ ¥É¸Ö ´  μ¤´μ³ (´¥-
¸±μ²Ó±¨Ì) ¢ÒÌμ¤´μ³ ± ´ ²¥  ´ ²¨§ Éμ· . ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¸· ¡ ÉÒ¢ ´¨Ö ¤¥É¥±-
Éμ·  ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ë¨±¸ Í¨Ö ¢ÒÌμ¤´μ£μ ± ´ ²   ´ ²¨§ Éμ· , ¢ ±μÉμ·Ò° ¶μ¶ ²
±¥·´ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . ’ ± ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ë¨±¸ Í¨Ö §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°
Â Ê ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . �¤´μ¢·¥³¥´´μ Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨,
± ±μÉμ·μ³Ê ¶·¨´ ¤²¥¦¨É Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨§³¥·Ö¥³μ£μ μ¡Ñ¥±É .



352 ‘‹�‚��‚ „.�.

�¡· É´μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¤¥É¥±Éμ·  ´  ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¡Ñ¥±É É ±¦¥ ¸¨²Ó´μ¥.
‚ ¸²ÊÎ ¥ ´¥¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ£μ ¨§³¥·¥´¨Ö ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶μ²´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ Ô²¥-
³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . �·¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³μ³ ¨§³¥·¥-
´¨¨ ±μ£¥·¥´É´μ¸ÉÓ É ±¦¥ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö, ´μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ
μ¡Ñ¥±É  μ¸É ¥É¸Ö ¢ ±² ¸¸¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ±μÉμ·Ò° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢ÒÌμ¤-
´μ³Ê ± ´ ²Ê, Î¥·¥§ ±μÉμ·Ò° ¶·μÏ¥² ±¥·´ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . Š¥·´ ±¢ ´Éμ-
¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¨ ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ÕÐ¥¥ ¥£μ Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ¶¥·¥¸É ÕÉ ¡ÒÉÓ ±μ£¥·¥´É-
´Ò³¨ Î ¸ÉÖ³¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ¶·μÏ¥¤Ï¨³¨ Î¥·¥§ ¤·Ê£¨¥ ¢ÒÌμ¤´Ò¥ ± ´ ²Ò
 ´ ²¨§ Éμ· .

…¸²¨ ¤¥É¥±Éμ· ¸Éμ¨É ´  ¢ÒÌμ¤´μ³ ± ´ ²¥, Î¥·¥§ ±μÉμ·Ò° ±¥·´ ±¢ ´Éμ-
¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ´¥ ¶·μÏ¥², Éμ ¤¥É¥±Éμ· ¨¸¶ÒÉÒ¢ ¥É Éμ²Ó±μ ¸² ¡μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥
¸μ ¸Éμ·μ´Ò Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ¶·μÏ¥¤Ï¥£μ Î¥·¥§ ÔÉμÉ ± ´ ². Š É ¸É·μË¨Î¥¸±¨°
¶·μÍ¥¸¸ ¢ ¤¥É¥±Éμ·¥ ´¥ · §¢¨¢ ¥É¸Ö, ¨ ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨° ÔËË¥±É ´¥ ·¥£¨¸É·¨-
·Ê¥É¸Ö. �¤´ ±μ μ¡· É´μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¤¥É¥±Éμ·  ´  Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³. �μ²¥ ¢ ÔÉμ³ ± ´ ²¥ É¥·Ö¥É ±μ£¥·¥´É´μ¸ÉÓ ¸ ±¥·´μ³ ±¢ ´Éμ¢μ£μ
μ¡Ñ¥±É  ¨ Î ¸ÉÖ³¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ¶·μÏ¥¤Ï¨³¨ Î¥·¥§ ¤·Ê£¨¥ ± ´ ²Ò.

…¸²¨ ´¨ ¢ μ¤´μ³ ¨§ ± ´ ²μ¢  ´ ²¨§ Éμ·  ¤¥É¥±Éμ·Ò ´¥ ¶μ¸É ¢²¥´Ò, Éμ
³μ¦´μ, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ¸μ¥¤¨´¨ÉÓ ¢´μ¢Ó ¢¸¥ Î ¸É¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ¶·μÏ¥¤Ï¨¥ Î¥-
·¥§ · §´Ò¥ ± ´ ²Ò. �´¨ ±μ£¥·¥´É´μ ¸²μ¦ É¸Ö, ¨ ³μ¦¥É ¢μ¸¸μ§¤ ÉÓ¸Ö ¶·¥¦´¥¥
Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. …¸²¨ ¢ ± ±μ³-Éμ ± ´ ²¥ ¤¥É¥±Éμ· ¨³¥¥É¸Ö, Éμ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö Î ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ´¥ ³μ¦¥É ¶·¨´ÖÉÓ ÊÎ ¸É¨¥ ¢ ±μ£¥·¥´É´μ³
¸²μ¦¥´¨¨. �ËË¥±É¨¢´μ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ£μ
μ¡Ñ¥±É  ÔÉ  Î ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö É¥·Ö¥É¸Ö.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, Î ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥£μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É , ÔËË¥±É¨¢´μ ³μ¦¥É ®¨¸Î¥§´ÊÉÓ¯ ¢ ¤¢ÊÌ ¸²ÊÎ ÖÌ.
‹¨¡μ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨§³¥´¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö (¸ ´ ·ÊÏ¥´¨¥³ ±μ£¥·¥´É´μ¸É¨) ÔÉμ°
Î ¸É¨ ¶μ²Ö, ²¨¡μ ¸ ÔÉμ° Î ¸ÉÓÕ ¶μ²Ö ´¨Î¥£μ ´¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É,   ³¥´Ö¥É¸Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥ ±¥·´  ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . ‚ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ³¥´Ö¥É¸Ö ¸É·Ê±ÉÊ·  Ë -
§μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ±μ£¥·¥´É´μ£μ ±¥·´Ê. ˆ³¥´´μ É ±μ¥ ¶μ²¥ μ¶·¥¤¥²Ö¥É Ô²¥³¥´É ·-
´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É . �·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö,
¥¸É¥¸É¢¥´´μ, ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨§³¥´¥´¨¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ’ ±μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥
¨³¥¥É ¢¸¥ ¶·¨§´ ±¨ ±μ²² ¶¸  ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¨ ¨§³¥·¥´¨¨. Œμ¤¥²Ó
¨§³¥·¥´¨Ö, ´ ¶μ³¨´ ÕÐ Ö ÔÉÊ, μ¶¨¸ ´  ¢ μ¡§μ·¥ [45].

” §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É É¥ ËÊ´±Í¨¨, ±μÉμ·Ò¥ μ¡ÒÎ´μ ¶·¨¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö
¸±·ÒÉÒ³ ¶ · ³¥É· ³. �¤´ ±μ, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¸μ ¸±·ÒÉÒ³¨ ¶ · -
³¥É· ³¨, Ê ´ ¸ Ê± § ´ ±μ´¸É·Ê±É¨¢´Ò° ¸¶μ¸μ¡ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ
μ¡· §  ÔÉμ£μ ¶μ²Ö. �μÔÉμ³Ê ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ³ É¥³ É¨±¨ ¶·μ¡²¥³Ò ¸ÊÐ¥-
¸É¢μ¢ ´¨Ö É ±μ£μ ¶μ²Ö ´¥É. ‚¸¥ ¤μ¢μ¤Ò, ±μÉμ·Ò¥ μ¡ÒÎ´μ ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö ¶·μÉ¨¢
¸±·ÒÉÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢, ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ´¥ ¨³¥ÕÉ ¤μ± § É¥²Ó´μ° ¸¨²Ò.
�μ, ±μ´¥Î´μ, ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ³ É¥·¨ ²Ó´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö μ¸É -
¥É¸Ö ¶μ±  £¨¶μÉ¥§μ°.
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�É³¥É¨³, ÎÉμ ÔÉ  £¨¶μÉ¥§  ¨³¥¥É ¸É ÉÊ¸, μÉ²¨Î´Ò° μÉ ¸É ÉÊ¸  ÊÉ¢¥·¦¤¥-
´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ¤¥·¦ É¸Ö ¢ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´ÒÌ · ´¥¥ ¶μ¸ÉÊ² É Ì. �μ¸²¥¤´¨¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¡μ¡Ð¥´¨¥³ ( ¡¸μ²ÕÉ¨§ Í¨¥°) ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¨§ Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì ´ ¡²Õ¤¥´¨°. �  μ¸´μ¢ ´¨¨ ÔÉ¨Ì ¶μ¸ÉÊ² Éμ¢ ¶μ¸É·μ¥´ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°
 ¶¶ · É ¶·¥¤² £ ¥³μ° ¸Ì¥³Ò. „²Ö É ±μ£μ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö μ¡¸Ê¦¤ ¥³ Ö £¨¶μÉ¥§  ´¥
´Ê¦´ . � μ¡μ·μÉ, ¢ · ³± Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶ · ¤¨£³Ò ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö £¨¶μÉ¥§Ò,
¸±μ·¥¥, ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥ ¶μ¸É·μ¥´´μ£μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ
 ¶¶ · É . ’μÎ´¥¥, Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ± ± ´ ¨¡μ²¥¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò°
¸¶μ¸μ¡ ³ É¥·¨ ²Ó´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ¶μ´ÖÉ¨Ö ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥
¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯. ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ®´ ¨¡μ²¥¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ¥¯ ´¥ μ§´ Î ¥É
¥¤¨´¸É¢¥´´μ ¢μ§³μ¦´μ¥.

‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸±·ÒÉÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥ Î ¸É¨Î´μ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ.
�´μ ¢²¨Ö¥É ´  ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ±¥·´  ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¢ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ÔÉμÉ ±¥·´
±μ£¥·¥´É¥´ Ë §μ¢μ³Ê ¶μ²Õ. ‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¤¥É¥±Éμ· ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¨§³¥-
·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ·  ·¥ £¨·Ê¥É ´  ±¥·´. �  Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥, ¶μÉ¥·Ö¢Ï¥¥ ±μ£¥-
·¥´É´μ¸ÉÓ ¸ ±¥·´μ³, ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° ¶·¨¡μ· ´¨± ± ´¥ ·¥ £¨·Ê¥É. �¤´ ±μ ÔÉμ
´¥ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ÔÉμ ¶μ²¥ ¨¸Î¥§²μ. �´μ ³μ¦¥É ¶·μÖ¢¨ÉÓ ¸¥¡Ö ¢ ¢¨¤¥ É¥³´μ°
³ É¥·¨¨.

�·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ Éμ³, ÎÉμ ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¡Ñ¥±É ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ±¥·´  ¨ Ë -
§μ¢μ£μ ¶μ²Ö, ¶μ§¢μ²Ö¥É ¤ ÉÓ μÎ¥´Ó ´ £²Ö¤´ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ É ± ´ §Ò¢ ¥-
³μ³Ê Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÊ ¸ μÉ¸·μÎ¥´´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³. ˆ¤¥Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É  ¡Ò²  ¶·¥¤-
²μ¦¥´  ‚¨²²¥·μ³ [46], ¸ ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¡Ò² ´¥§ ¢¨¸¨³μ ¢Ò¶μ²´¥´ ¤¢Ê³Ö
£·Ê¶¶ ³¨ [47,48].

‘Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¢Ò£²Ö¤¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³.

�±¸¶¥·¨³¥´É ¸ μÉ¸·μÎ¥´´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³

�  ·¨¸. a ¨ ¡ ¨§μ¡· ¦¥´Ò ¤¢¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ Ê¸É ´μ¢±¨. M1 ¨ M4

¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¤¢  ¶μ²Ê¶·μ§· Î´ÒÌ §¥·± ² ; M2 ¨ M3 Å ¤¢  μ¡ÒÎ´ÒÌ §¥·± ² ;
DA ¨ DB Å ¤¢  ¤¥É¥±Éμ· .

�  §¥·± ²μ M1 ¶μ¤ ¥É¸Ö ¨³¶Ê²Ó¸ ¸¢¥É , ±μÉμ·Ò° ¢ ÔÉμ³ §¥·± ²¥ · ¸Ð¥¶-
²Ö¥É¸Ö ´  ¤¢¥ Î ¸É¨. �¤´  ¨§ ÔÉ¨Ì Î ¸É¥° ¨¤¥É ¶μ ³ ·Ï·ÊÉÊ A, ¤·Ê£ Ö Å ¶μ
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³ ·Ï·ÊÉÊ B. ‚ ¸²ÊÎ ¥, ¶·¨¢¥¤¥´´μ³ ´  ·¨¸. a, ÔÉ¨ Î ¸É¨ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ´¨± ±
¤·Ê£ ¸ ¤·Ê£μ³ ´¥ ¸³¥Ï¨¢ ÕÉ¸Ö ¨ ´¥§ ¢¨¸¨³μ ·¥£¨¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ¤¥É¥±Éμ· ³¨ DA

¨ DB . ‚ ¸²ÊÎ ¥ ·¨¸. ¡ μ¡¥ Î ¸É¨ ¶μ¶ ¤ ÕÉ ¢ ¶μ²Ê¶·μ§· Î´μ¥ §¥·± ²μ M4, £¤¥
¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨Ö ÔÉ¨Ì Î ¸É¥°. ’ ± ± ± ¶·¨ μÉ· ¦¥´¨¨ μÉ §¥·± ² 
Ë §  ±μ²¥¡ ´¨° ³¥´Ö¥É¸Ö ´  π/2,   ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¸±¢μ§Ó §¥·± ²μ Ë § 
´¥ ³¥´Ö¥É¸Ö, Éμ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨¨ ¶μ¸²¥ §¥·± ²  M4 ¢¥¸Ó ¸¢¥Éμ¢μ°
¨³¶Ê²Ó¸ ¶μ¶ ¤ ¥É ¢ ¤¥É¥±Éμ· DB .

ˆ¤¥Ö ‚¨²²¥·  ¸μ¸ÉμÖ²  ¢ Éμ³, ÎÉμ, ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, ¨³¶Ê²Ó¸ ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¸² -
¡Ò³ ¨ μÎ¥´Ó ±μ·μÉ±¨³,   ¶·μ³¥¦ÊÉ±¨ ³¥¦¤Ê ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ Å ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²Ó-
Ï¨³¨. �É¨³ ¤μ¸É¨£ ²μ¸Ó Éμ, ÎÉμ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ° Ê¸É ´μ¢±¥ μ¤´μ¢·¥-
³¥´´μ ´ Ìμ¤¨²¸Ö ´¥ ¡μ²¥¥ Î¥³ μ¤¨´ ËμÉμ´. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, §¥·± ²μ M4 ¤μ²¦´μ
¡ÒÉÓ ¸Ñ¥³´Ò³. �μ ¸¢μ¥³Ê Ê¸³μÉ·¥´¨Õ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Éμ· ³μ¦¥É ¥£μ ¢¸É ¢²ÖÉÓ
¨²¨ Ê¡¨· ÉÓ ¢ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¥ ¢·¥³¥´¨, ±μ£¤  ËμÉμ´ ¶·μÌμ¤¨É §¥·± ²μ M1 ¨
±μ£¤  μ´ ¤μ¸É¨£ ¥É μ¡² ¸É¨, £¤¥ · ¸¶μ² £ ¥É¸Ö §¥·± ²μ M4.

‚ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ §¥·± ²μ M4 ´¥ ¢¸É ¢²¥´μ (·¨¸. a), ¢ ± ¦¤μ³ ¨³¶Ê²Ó¸¥
¸ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓÕ 1/2 ¸· ¡ ÉÒ¢ ¥É ²¨¡μ ¤¥É¥±Éμ· DA, ²¨¡μ ¤¥É¥±Éμ· DB. �É 
¸¨ÉÊ Í¨Ö ²¥£±μ ¨´É¥·¶·¥É¨·Ê¥É¸Ö, ¥¸²¨ ¸Î¨É ÉÓ ËμÉμ´ Î ¸É¨Í¥°. ’μ£¤  ¸ ¢¥·μ-
ÖÉ´μ¸ÉÓÕ 1/2 μ´ ¶μ¸²¥ §¥·± ²  M1 ¢Ò¡¨· ¥É ²¨¡μ ³ ·Ï·ÊÉ A, ²¨¡μ ³ ·Ï·ÊÉ
B. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ¶ ¤ ¥É ²¨¡μ ¢ ¤¥É¥±Éμ· DA, ²¨¡μ ¢ ¤¥É¥±Éμ· DB .

‚ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ §¥·± ²μ M4 ¢¸É ¢²¥´μ (·¨¸. ¡), ¢¸¥£¤  ¸· ¡ ÉÒ¢ ¥É Éμ²Ó±μ
¤¥É¥±Éμ· DB . �É  ¸¨ÉÊ Í¨Ö ²¥£±μ ¨´É¥·¶·¥É¨·Ê¥É¸Ö, ¥¸²¨ ¸Î¨É ÉÓ ËμÉμ´
¢μ²´μ°. ’μ£¤  ¢ §¥·± ²¥ M1 ¢μ²´  · ¸Ð¥¶²Ö¥É¸Ö ´  ¤¢¥ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥, · ¸-
¶·μ¸É· ´ÖÕÐ¨¥¸Ö ¶μ ³ ·Ï·ÊÉ ³ A ¨ B. ‚ §¥·± ²¥ M4 ÔÉ¨ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ¨´-
É¥·Ë¥·¨·ÊÕÉ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ¸²¥ §¥·± ²  M4 ¢μ²´  · ¸¶·μ¸É· ´Ö¥É¸Ö Éμ²Ó±μ
¢ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¤¥É¥±Éμ·  DB .

�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ·¥ ²Ó´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¶μ¤É¢¥·¤¨²¨ μ¦¨¤ ´¨Ö
‚¨²²¥· . �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ËμÉμ´ ¢ ´¥±μÉμ·μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨ ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ± ± Î -
¸É¨Í ,   ¢ ¤·Ê£μ° Å ± ± ¢μ²´ . �¤´ ±μ ¨§Õ³¨´±  ¶·¥¤²μ¦¥´´μ£μ ‚¨²²¥·μ³
Ô±¸¶¥·¨³¥´É  ¸μ¸ÉμÖ²  ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ ³μ³¥´É, ±μ£¤  ËμÉμ´ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É ¸
§¥·± ²μ³ M1, μ´ ¥Ð¥ ®´¥ §´ ¥É¯, ± ± ¥³Ê ¸²¥¤Ê¥É ¸¥¡Ö ¢¥¸É¨: ± ± Î ¸É¨Í¥ ¨²¨
± ± ¢μ²´¥. �´ ¤μ²¦¥´ § · ´¥¥ ¶·¥¤Ê£ ¤ ÉÓ ¶·¨ÌμÉÓ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Éμ· .

�·Éμ¤μ±¸ ²Ó´Ò° ¸Éμ·μ´´¨± ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¸· §Ê ¦¥
¸± ¦¥É, ÎÉμ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´ £²Ö¤´Ò¥ ¨´É¥·¶·¥É Í¨¨ ´¨±Ê¤  ´¥ £μ¤ÖÉ¸Ö, É ±
± ± μ´¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ËμÉμ´ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¨ Î ¸É¨Í¥°,
´¨ ¢μ²´μ°, ¨ ¶μ¸²¥ §¥·± ²  M1 ´¨ μ´, ´¨ ¥£μ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥ ´¥ · ¸¶·μ¸É· ´Ö-
ÕÉ¸Ö ´¨ ¶μ ³ ·Ï·ÊÉÊ A, ´¨ ¶μ ³ ·Ï·ÊÉÊ B. �·μ¸Éμ ¢ §¥·± ²¥ M1 ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É
· ¸Ð¥¶²¥´¨¥ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ¶¥·¢μ´ Î ²Ó´μ£μ ËμÉμ´  ´  ¤¢¥ Î ¸É¨, ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³ ·Ï·ÊÉ ³ A ¨ B. ‡ É¥³, ¢ §¥·± ²¥ M4, ¥¸²¨ μ´μ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É,
¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ±μ£¥·¥´É´μ¥ ¸²μ¦¥´¨¥ ÔÉ¨Ì Î ¸É¥° ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨. ’ ±μ¥ ¸²μ-
¦¥´¨¥ ¶· ¢¨²Ó´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ·¥§Ê²ÓÉ É Ô±¸¶¥·¨³¥´É .

‘ É ±¨³ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥³ ²¥£±μ ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¡Ò ¸μ£² ¸¨ÉÓ¸Ö, ¥¸²¨ ¸Î¨É ÉÓ,
ÎÉμ ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö μ¶¨¸Ò¢ ¥É ± ±μ¥-Éμ Ë¨§¨Î¥¸±μ¥ ¶μ²¥. �μ ¸É ´¤ ·É-
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´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  É ±μ¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μÉ¢¥·£ ¥É. ˆ ÔÉμ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ
¸¶· ¢¥¤²¨¢μ, ÌμÉÖ ¡Ò ¶μÉμ³Ê, ÎÉμ ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ±μ³¶²¥±¸´ . ‚μ²´μ¢ Ö
ËÊ´±Í¨Ö Å ÔÉμ  ³¶²¨ÉÊ¤  ¢¥·μÖÉ´μ¸É¨, É. ¥. Î¨¸Éμ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨° μ¡Ñ¥±É.
Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨° μ¡Ñ¥±É ´¥ ³μ¦¥É ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ ´¨ ¸ §¥·± ²μ³ M1, ´¨ ¸
§¥·± ²μ³ M4. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ¤μ²¦´  μ¶¨¸Ò-
¢ ÉÓ ± ±μ°-Éμ Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¶·μÍ¥¸¸. —Éμ ÔÉμ §  ¶·μÍ¥¸¸, ¸É ´¤ ·É´ Ö ±¢ ´Éμ-
¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ´¥ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É.

�¶¨¸ ´´Ò° Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¢·μ¤¥ ¡Ò ¶μ¤É¢¥·¦¤ ¥É μ¤´Ê ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ § ¶μ-
¢¥¤¥° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨: ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¡Ñ¥±É ´¥ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´μ°
É· ¥±Éμ·¨¨. �¤´ ±μ ¶μÎÉ¨ ¢¸¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ ¢ Ë¨§¨±¥ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í
(§ ¢¥¤μ³μ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢) ¡ §¨·ÊÕÉ¸Ö ´   ´ ²¨§¥ ÔÉ¨Ì ´¥¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨Ì
É· ¥±Éμ·¨°. ‘±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ¶ · ¤μ±¸ ²Ó´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö Å É¥μ·¥É¨±¨ ¨ Ô±¸¶¥·¨-
³¥´É Éμ·Ò ¢ μ¡² ¸É¨ Ë¨§¨±¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨£· ÕÉ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¢
μ¤´Ê ¨ ÉÊ ¦¥ ¨£·Ê ¶μ · §´Ò³ ¶· ¢¨² ³.

‚ · ³± Ì £¨¶μÉ¥§Ò Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ¨´É¥·¶·¥É Í¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É  É·¨¢¨-
 ²Ó´ . �μ¸²¥ §¥·± ²  M1 ±¥·´ ËμÉμ´  ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¥£μ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö · ¸¶·μ¸É· ´Ö¥É¸Ö ²¨¡μ ¶μ ³ ·Ï·ÊÉÊ A, ²¨¡μ ¶μ ³ ·Ï·ÊÉÊ B. ” §μ-
¢μ¥ ¶μ²¥ ¢ §¥·± ²¥ M1 · §¤¥²Ö¥É¸Ö ´  ¤¢¥ Î ¸É¨, ±μÉμ·Ò¥ · ¸¶·μ¸É· ´ÖÕÉ¸Ö
¶μ · §´Ò³ ³ ·Ï·ÊÉ ³. ‚ §¥·± ²¥ M4, ¥¸²¨ μ´μ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É, ÔÉ¨ ¤¢¥ Î -
¸É¨ Ë §μ¢μ£μ ¶μ²Ö ±μ£¥·¥´É´μ ¸±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ¨·ÊÕÐ¥¥ Ë §μ¢μ¥ ¶μ²¥
(Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥), ±μÉμ·μ¥ ´ ¶· ¢²Ö¥É ±¥·´ ËμÉμ´  ¢ ¸Éμ·μ´Ê ¤¥É¥±-
Éμ·  DB.

’ ± ¦¥ ¶·μ¸Éμ ¢ · ³± Ì ÔÉμ° £¨¶μÉ¥§Ò ¨´É¥·¶·¥É¨·Ê¥É¸Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É
· ¸¸¥Ö´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ´  ¤¢ÊÌ Ð¥²ÖÌ. ‚ ÔÉμ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ´ ¡²Õ¤ -
¥É¸Ö μÉÎ¥É²¨¢ Ö ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö ± ·É¨´ . �·¨ ÔÉμ³ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö
± ·É¨´  ´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ¨ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ¨´É¥´¸¨¢´μ¸ÉÓ ¶μÉμ±  Î ¸É¨Í ´ -
¸Éμ²Ó±μ ³ ² , ÎÉμ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ° Ê¸É ´μ¢±¥ ´¥ ³μ¦¥É
´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¡μ²¥¥ μ¤´μ° Î ¸É¨ÍÒ [49]. �μÔÉμ³Ê μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨Õ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ ¶ ¤ ÕÐ¨Ì Î ¸É¨Í ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° ´¥²Ó§Ö. …¸²¨ μÉ¡·μ¸¨ÉÓ ¢¸Ö-
±¨¥ ¸²μ¢¥¸´Ò¥ Ê±· Ï¥´¨Ö, Éμ ¸É ´¤ ·É´ Ö ¨´É¥·¶·¥É Í¨Ö ÔÉμ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É 
¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê. �¥¤¥²¨³Ò° ¤μ Ð¥²¥° ±¢ ´Éμ¢Ò° μ¡Ñ¥±É ¶·μÌμ¤¨É μ¤-
´μ¢·¥³¥´´μ Î¥·¥§ · §¤¥²¥´´Ò¥ ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨³ · ¸¸ÉμÖ´¨¥³ Ð¥²¨, ¶μ¸²¥
Î¥£μ μ¶ÖÉÓ ¸É ´μ¢¨É¸Ö ´¥¤¥²¨³Ò³.

�·¥¤² £ ¥³Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·μ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ ÔÉμÉ Ô±¸¶¥·¨³¥´É
£μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ´ £²Ö¤´μ. ” §μ¢μ¥ ¶μ²¥ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¢μ§¡Ê¦¤ ¥É ¢ Ô±· ´¥
¸² ¡Ò¥ ±μ²²¥±É¨¢´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ§¤ ÕÉ ¢Éμ·¨Î´μ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥
¶μ²¥. Šμ²¥¡ ´¨Ö ¢ · §´ÒÌ μ¡² ¸ÉÖÌ Ô±· ´  ±μ£¥·¥´É´Ò ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°. �μÔÉμ³Ê
Î ¸É¨ ¢Éμ·¨Î´μ£μ ¶μ²Ö, ¨§²ÊÎ¥´´Ò¥ · §´Ò³¨ ÊÎ ¸É± ³¨ Ô±· ´ , ¸±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö
±μ£¥·¥´É´μ. Š¥·´ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É  ´¥¤¥²¨³Ò³ ¶μ¤Ìμ¤¨É ± μ¤´μ° ¨§ Ð¥²¥°.
“£μ² · ¸¸¥Ö´¨Ö ±¥·´  ´  Ð¥²¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ · §´Ò³. ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¸É ´¤ ·É-
´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ÔÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ ´¥ ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¶·¨Î¨´Ò. ‚
É¥·³¨´ Ì ´ ¸ÉμÖÐ¥° ¸É ÉÓ¨ ¢ ÔÉμ³ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ð¥²Ó Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ£μ
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μ¡Ñ¥±É  μ¡² ¸ÉÓÕ ¡¨ËÊ·± Í¨¨. �μ¢¥¤¥´¨¥ ±μ´±·¥É´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É 
¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸²ÊÎ °´μ° ¸¨²μ°. ’ ±μ° ¸²ÊÎ °´μ° ¸¨²μ° Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ±¥·´  ¸μ ¢Éμ·¨Î´Ò³ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ¶μ²¥³, ¨§²ÊÎ¥´´Ò³
Ô±· ´μ³. �Éμ ¶μ²¥ μÎ¥´Ó ¸² ¡μ¥, ´μ ±μ£¥·¥´É´μ¥ ±¥·´Ê. �μÔÉμ³Ê μ´μ ¸ ´¨³
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É ·¥§μ´ ´¸´Ò³ μ¡· §μ³. ‘É·Ê±ÉÊ·  ¢Éμ·¨Î´μ£μ ¶μ²Ö ¢ · °μ´¥
´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ±¥·´  § ¢¨¸¨É μÉ Éμ£μ, μÉ±·ÒÉ  ²¨ μ¤´  ¨§ Ð¥²¥° ¨²¨ μ¡¥. �μ-
ÔÉμ³Ê  ´¸ ³¡²Ó ±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢, · ¸¸¥Ö´´ÒÌ ´  ¤¢ÊÌ μÉ±·ÒÉÒÌ Ð¥²ÖÌ,
´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¸Éμ° ¸³¥¸ÓÕ  ´¸ ³¡²¥° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢, · ¸¸¥Ö´´ÒÌ ´ 
± ¦¤μ° ¨§ Ð¥²¥° ¶μ μÉ¤¥²Ó´μ¸É¨. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ§´¨± ¥É ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö
± ·É¨´ .

Šμ´¥Î´μ, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ± Î¥¸É¢¥´´Ò¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ´¥¤μ¸É ÉμÎ´Ò ¤²Ö ±μ-
²¨Î¥¸É¢¥´´μ£μ · ¸Î¥É  ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò. „²Ö É ±μ£μ ±μ²¨Î¥-
¸É¢¥´´μ£μ · ¸Î¥É  ³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³  ¶¶ · Éμ³ ¸É ´-
¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö ± ·É¨´ 
¢μ§´¨± ¥É Éμ²Ó±μ Éμ£¤ , ±μ£¤  ¶·μ¨§μÏ²μ · ¸¸¥Ö´¨¥ μÎ¥´Ó ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸² 
±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢ (¸³. [49]). ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³Ò ¨³¥¥³ ¤¥²μ ´¥ ¸ μÉ¤¥²Ó´Ò³
Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³,   ¸ ¡μ²ÓÏ¨³ ±μ²¨Î¥¸É¢μ³ Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ Ô²¥³¥´-
É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°. �μ § ±μ´Ê ¡μ²ÓÏ¨Ì Î¨¸¥² ÔÉÊ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¸μ¸ÉμÖ´¨° ³Ò ³μ¦¥³ § ³¥´¨ÉÓ ±² ¸¸μ³ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, É. ¥. ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥³. ‡¤¥¸Ó ³Ò μ± §Ò¢ ¥³¸Ö ¢ μ¡² ¸É¨ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ³¥Éμ¤μ¢ ¸É ´¤ ·É-
´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨.

‡�Š‹�—…�ˆ…

�·¥¤² £ ¥³Ò° ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥° ¸É ÉÓ¥ ¶μ¤Ìμ¤ ± ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ´¨ ¢ ±μ¥°
³¥·¥ ´¥ μÉ¢¥·£ ¥É ¸É ´¤ ·É´ÊÕ ±¢ ´Éμ¢ÊÕ ³¥Ì ´¨±Ê. �ÉÍÒ-μ¸´μ¢ É¥²¨ ¶μ-
¸É·μ¨²¨ § ³¥Î É¥²Ó´μ¥ §¤ ´¨¥ Å ±¢ ´Éμ¢ÊÕ ³¥Ì ´¨±Ê. �μ μ´¨ ´ Î ²¨ ¢μ§-
¢μ¤¨ÉÓ ÔÉμ §¤ ´¨¥ ¸μ ¢Éμ·μ£μ ÔÉ ¦  Å ¸ μ¶¨¸ ´¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¨ ¸·¥¤´¨Ì
§´ Î¥´¨°. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ÔÉμ£μ §¤ ´¨Ö ¶μÉ·¥¡μ¢ ²μ¸Ó ¡μ²ÓÏμ¥
±μ²¨Î¥¸É¢μ ¶μ¤¶μ·μ± ¢ ¢¨¤¥ Í¥²μ£μ ·Ö¤  ®¶·¨´Í¨¶μ¢¯: ¶·¨´Í¨¶ ¸Ê¶¥·¶μ-
§¨Í¨¨, ¶·¨´Í¨¶ ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸É¨, ¶·¨´Í¨¶ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¸É¨, ¶·μ¥±Í¨μ´-
´Ò° ¶·¨´Í¨¶, ¶·¨´Í¨¶ ´¥· §²¨Î¨³μ¸É¨, ¶·¨´Í¨¶ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨Ö É· ¥±Éμ·¨°. ‚¸¥
ÔÉ¨ ¶·¨´Í¨¶Ò ¤ ²¥±μ ´¥¸ ³μμÎ¥¢¨¤´Ò ¨ ¢Ò£²Ö¤ÖÉ ¢ ¤μ¸É ÉμÎ´μ° ³¥·¥ ¨¸±Ê¸-
¸É¢¥´´Ò³¨. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶·¨Ï²μ¸Ó μÉ± § ÉÓ¸Ö μÉ ¶·¨´Í¨¶μ¢ (¶·¨´Í¨¶
¶·¨Î¨´´μ¸É¨, Ëμ·³ ²Ó´ Ö ²μ£¨± ), ±μÉμ·Ò¥ ¡Ò²¨ ¶·μ¢¥·¥´Ò ¢¸¥° ¶·¥¤Ò¤Ê-
Ð¥° ¨¸Éμ·¨¥° Î¥²μ¢¥Î¥¸É¢ . Šμ´¥Î´μ, ³μ¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ÔÉ¨ ¶μ¸²¥¤´¨¥
¶·¨´Í¨¶Ò ¢¸¥£μ ²¨ÏÓ ¶·μÎ´μ Ê±μ·¥´¨¢Ï¨¥¸Ö § ¡²Ê¦¤¥´¨Ö. ’ ±μ¥ ¢ ¨¸Éμ·¨¨
¡Ò¢ ²μ. �¤´ ±μ ¶·¥¦¤¥ Î¥³ μÉ ´¨Ì μÉ± §Ò¢ ÉÓ¸Ö, ¦¥² É¥²Ó´μ ¨¸¶·μ¡μ¢ ÉÓ ¶μ
¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¥¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¸¶μ¸μ¡μ¢ ¸μÌ· ´¨ÉÓ ÔÉ¨ ¶·¨´Í¨¶Ò. �·¥¤-
²μ¦¥´´ Ö §¤¥¸Ó ¸Ì¥³  Ö¢²Ö¥É¸Ö É ±¨³ ¸¶μ¸μ¡μ³.
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‚ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ μÉ´μÏ¥´¨¥ ÔÉμ° ¸Ì¥³Ò ± ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ°
³¥Ì ´¨±¥  ´ ²μ£¨Î´μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ± É¥·³μ¤¨´ ³¨±¥.
’¥·³μ¤¨´ ³¨±  ³μ¦¥É ¸É·μ¨ÉÓ¸Ö ´  μ¸´μ¢ ´¨¨ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ¶·¨´Í¨¶μ¢ ¡¥§
¸¸Ò²μ± ´  ¸É É¨¸É¨Î¥¸±ÊÕ Ë¨§¨±Ê. ˆ¸Éμ·¨Î¥¸±¨ ¨³¥´´μ É ± μ´  ¨ ¸É·μ¨-
² ¸Ó. �¤´ ±μ ¨§¢¥¸É´μ, ± ±μ° ³μÐ´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸ ¢ ¸¢μ¥³ · §¢¨É¨¨ ¶μ²ÊÎ¨² 
É¥·³μ¤¨´ ³¨± , ±μ£¤  ¶·¨´Í¨¶Ò É¥·³μ¤¨´ ³¨±¨ ¶¥·¥¸É ²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö
¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢¨Î´ÒÌ § ±μ´μ¢. ‚³¥¸Éμ ÔÉμ£μ ¨Ì ¸É ²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ±
¸²¥¤¸É¢¨Ö ¡μ²¥¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ § ±μ´μ¢ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨. ‚ ÔÉμ³
¸²ÊÎ ¥ ¢ Ë¨§¨±Ê ¢ ¶μ²´μ° ³¥·¥ Ê¤ ²μ¸Ó ¢μ¢²¥ÎÓ ³μÐ´Ò°  ¶¶ · É É¥μ·¨¨
¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°.

�É²¨Î¨É¥²Ó´μ° Î¥·Éμ° ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ¢ ´¥°
³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ ¶μ´ÖÉ¨¥ ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥¯. ‚ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥,
±μÉμ· Ö ¨§ÊÎ ¥É ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, ¸μ¸ÉμÖÐ¨Ì ¨§ μ£·μ³´μ£μ Î¨¸² 
¸μ¸É ¢´ÒÌ Î ¸É¥°, Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ Å ÔÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì Î ¸É¥°.
�· ±É¨Î¥¸±¨ ÔÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ ´¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ ¨ ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
§ Ë¨±¸¨·μ¢ ´μ. �μ ¥£μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ¨³¥¥É ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥. �´μ
¶μ§¢μ²Ö¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ É¥μ·¨Õ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°.

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥, ± ± ÔÉμ ¡Ò²μ ¢ É¥·³μ¤¨´ ³¨±¥, ¶μ-
´ÖÉ¨¥ ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥¯ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É. �·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ° μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓÕ
¶·¥¤²μ¦¥´´μ£μ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥ ¶μ¤Ìμ¤  Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ¢ ´¥³ ¢¢¥¤¥´μ ¶μ-
´ÖÉ¨¥ ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯, ±μÉμ·μ¥ ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥
Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö. �´ ²μ£¨Î´μ Éμ³Ê, ± ± ¢ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥ Ô²¥-
³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ´¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ, ´μ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ ¶μ²´μ° ³¥·¥ ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ÉÓ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ Ëμ·³ ²Ó´ÊÕ ²μ£¨±Ê ¨ ¸É ´¤ ·É´ÊÕ É¥μ·¨Õ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°.

�μ´ÖÉ¨¥ ®Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥¯ ¶μ§¢μ²Ö¥É Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨-
³¥´¨³μ¸É¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ  ¶¶ · É  ¸É ´¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨. �Éμ
¨§ÊÎ¥´¨¥  ´¸ ³¡²¥° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μ¶¨¸ ´Ò ®±¢ ´-
Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³¯. �Éμ μÎ¥´Ó ¢ ¦´Ò° ¢¨¤  ´¸ ³¡²¥°, ´μ ¤ ²¥±μ ´¥ ¸ ³Ò°
μ¡Ð¨°. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸É ´¤ ·É´ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ´¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ μ¡Ð¥³
¸²ÊÎ ¥ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´Ò¥ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ μ¡Ñ¥±ÉÒ. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò,
 ¶¶ · É ¸μ¢·¥³¥´´μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³μÐ¥´, ÎÉμ¡Ò μ¶¨¸Ò-
¢ ÉÓ ¶μ¢¥¤¥´¨¥  ´¸ ³¡²¥° ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥£μ ¢¨¤ . �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ ¤¥ÖÉÓ¸Ö, ÎÉμ
μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ Ê¤ ¸É¸Ö · ¸Ï¨·¨ÉÓ.

Š·μ³¥ Éμ£μ, ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ±μÉμ·μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
¶μ¢¥¤¥´¨Õ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¡Ñ¥±É , ³μ¦´μ ¤ ÉÓ ¨´ÉÊ¨É¨¢´μ ¶μ-
´ÖÉ´ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Ö¢²¥´¨°. �μ´ÖÉ¨¥ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨Ö ¶μ§¢μ²Ö¥É μÉ± § ÉÓ¸Ö μÉ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ²μ£¨±¨
¨ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. �¡¥ ÔÉ¨ ¸Ì¥³Ò ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¸ÊÐ¥-
¸É¢ÊÕÉ £² ¢´Ò³ μ¡· §μ³ ¢ ¢¨¤¥  ´μ´¸ ,   μÉ´Õ¤Ó ´¥ ¢ ¢¨¤¥ Î¥É±μ · §· ¡μÉ ´-
´ÒÌ ¸Ì¥³. ˆ´ÉÊ¨É¨¢´μ μ´¨ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ¸Ö ³ ²μ¶· ¢¤μ¶μ¤μ¡´Ò³¨.

�·¥¤²μ¦¥´´ Ö ¸Ì¥³  ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸ μ¡Ð¨Ì ¶μ§¨Í¨° μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ±¢ ´Éμ¢Ò¥
¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò. ’¥³ ¸ ³Ò³ ¸´¨³ ¥É¸Ö ¢¥¸Ó³  ¡μ²¥§´¥´´Ò° ¢ ¸É ´-
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¤ ·É´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¢μ¶·μ¸ μ Éμ³, ± ± Ö ¨§ É¥μ·¨° Å ±¢ ´Éμ¢ Ö ¨²¨
±² ¸¸¨Î¥¸± Ö Å ²μ£¨Î¥¸±¨ ¶¥·¢¨Î´ .

� ±μ´¥Í, ¤ ´´ Ö ¸Ì¥³  ¶μ§¢μ²Ö¥É ´¥ μÉ± §Ò¢ ÉÓ¸Ö μÉ ¶·¨´Í¨¶  ¶·¨Î¨´-
´μ¸É¨ ± ± ¶·¨´Í¨¶ , μ¡Ð¥£μ ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¨ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨.
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