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‚ · ³± Ì  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ÔËË¥±É �·μ´μ¢ Ä	μ³ . �μ-
¸É·μ¥´  ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ¸Ì¥³ , ±μÉμ· Ö, ¸ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´-
É ²Ó´Ò³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨,   ¸ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤ ¥É ÔÉμ³Ê ÔËË¥±ÉÊ ´ £²Ö¤´ÊÕ Ë¨§¨Î¥-
¸±ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ, ´¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î ÐÊÕ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö³.

In the framework of an algebraic approach we consider the AharonovÄBohm effect.
We have constructed a mathematical scheme which ˇts experimental data. On the other
hand, this scheme gives this effect an obvious physical interpretation which does not
contradict classical conceptualization.

PACS: 03.65.Ud
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�ËË¥±É �·μ´μ¢ Ä	μ³  (ÔËË¥±É �	) Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´¨³ ¨§ ±²ÕÎ¥¢ÒÌ ÔËË¥±-
Éμ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨. �´ É¥¸´¥°Ï¨³ μ¡· §μ³ ¸¢Ö§ ´ ¸ Í¥²Ò³ ·Ö¤μ³ ¶·¨´Í¨-
¶¨ ²Ó´ÒÌ ¶·μ¡²¥³ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨. Š ´¨³ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ¶·μ¡²¥³  ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
¨§³¥·¥´¨°, ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ ¢¥²¨Î¨´ ³¨ ¨ ¨Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨
 ´ ²μ£ ³¨, ¶·μ¡²¥³  ²μ± ²Ó´μ¸É¨ ¨ ¶·¨Î¨´´μ¸É¨.

�ËË¥±É ¡Ò² É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨ ¶·¥¤¸± § ´ ¢ 1959 £. [1] ¨ £μ¤ ¸¶Ê¸ÉÖ ¶μ²ÊÎ¨²
¶¥·¢μ¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ¥ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨¥ [2]. �¤´ ±μ ± ÔÉμ³Ê ·¥§Ê²ÓÉ ÉÊ ¨
Í¥²μ³Ê ·Ö¤Ê ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨° ¡Ò²μ ¢Ò¸± -
§ ´μ ³´μ£μ ¶·¥É¥´§¨°.

� §¢¥·´Ê² ¸Ó μÎ¥´Ó μ¦¨¢²¥´´ Ö ¤¨¸±Ê¸¸¨Ö, ¢ ±μÉμ·μ° ¸É ¢¨²μ¸Ó ¶μ¤ ¸μ-
³´¥´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ ÔËË¥±É . ‡´ Î¨É¥²Ó´μ ¶μ§¦¥, ¢ 1986 £. £·Ê¶¶¥ ¶·μ-
Ë¥¸¸μ·  ’μ´μ³Ê·Ò [3] Ê¤ ²μ¸Ó μ±μ´Î É¥²Ó´μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ¤μ± § ÉÓ, ÎÉμ
ÔËË¥±É �	 ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É.

“¦¥ ¢ · ¡μÉ¥ [1] ¨§ ´ ²¨Î¨Ö ÔËË¥±É  ¶·¥¤² £ ²μ¸Ó ¸¤¥² ÉÓ ¢Ò¢μ¤, ÎÉμ
®. . . ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ³¥Ì ´¨±¨, ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¶μÉ¥´Í¨-
 ²μ¢ ´  § ·Ö¦¥´´ÊÕ Î ¸É¨ÍÊ, ¤ ¦¥ ¥¸²¨ ¢ μ¡² ¸É¨, £¤¥ μ´  ´ Ìμ¤¨É¸Ö, ¢¸¥
¶μ²Ö (¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¸¨²Ò, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´  Î ¸É¨ÍÊ) ¨¸Î¥§ ÕÉ¯ ¨ ¶μÔÉμ³Ê
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®´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤ ²Ó´¥°Ï¥¥ · §¢¨É¨¥ É¥μ·¨¨¯. ‚ · ¡μÉ¥ ¡Ò²μ ¶·¥¤²μ¦¥´μ ¤¢ 
´ ¶· ¢²¥´¨Ö É ±μ£μ · §¢¨É¨Ö. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ³μ¦´μ μÉ± § ÉÓ¸Ö μÉ Ê¸²μ¢¨Ö ²μ-
± ²Ó´μ¸É¨, ¢μ-¢Éμ·ÒÌ, ³μ¦´μ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ μÉ¢¥¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³ μ¸μ-
¡ÊÕ ·μ²Ó. ‚ ´¥¤ ¢´μ μ¶Ê¡²¨±μ¢ ´´μ° ¸É ÉÓ¥ [4] �·μ´μ¢  ¨ ¥£μ ¸μÉ·Ê¤´¨±μ¢
Ê¶μ· ¤¥² ¥É¸Ö ´  ´¥²μ± ²Ó´μ¸ÉÓ.

� ¤μ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò ¶μÖ¢¨²μ¸Ó ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¸μ-
μ¡Ð¥´¨° μ¡ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì, ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ±μÉμ·ÒÌ ¢·μ¤¥ ¡Ò ¸¢¨¤¥É¥²Ó¸É¢ÊÕÉ μ
´ ²¨Î¨¨ ´¥²μ± ²Ó´μ¸É¨ ³´μ£¨Ì ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Ö¢²¥´¨°. Š É ±¨³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ³
μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ ¸ É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò³ μÉ¸·μÎ¥´´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³ (¸³., ´ -
¶·¨³¥·, [5, 6]), ¸ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥²¥¶μ·É Í¨¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [7, 8]), ¸ ±¢ ´Éμ-
¢Ò³ ² ¸É¨±μ³ [9, 10]. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, Ê¸²μ¢¨¥ ²μ± ²Ó´μ¸É¨ μ¸É ¥É¸Ö Í¥´-
É· ²Ó´Ò³ ¶·¨´Í¨¶μ³ ¶·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö.

‚ · ¡μÉ Ì [11Ä14]  ¢Éμ·  ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¨ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢ · ³± Ì  ²£¥¡· -
¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¢¸¥ ÔÉ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ³μ¦´μ ¸μ£² ¸μ¢ ÉÓ ¸ ¶·¨´Í¨¶μ³ ²μ± ²Ó-
´μ¸É¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö. ‚ ¶·¥¤² £ ¥³μ° ¸É ÉÓ¥ ¶μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ
Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¨ ¤²Ö ÔËË¥±É  �	.

‚ · ³± Ì ¸É ´¤ ·É´μ£μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ  ¶¶ · É , ¢ ±μÉμ·μ³ ¶¥·¢¨Î-
´Ò³ ¶μ´ÖÉ¨¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ, μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ²μ± ²Ó´ÒÌ
¸¢μ°¸É¢ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò § É·Ê¤´¥´μ É¥³, ÎÉμ Ô²¥³¥´ÉÒ £¨²Ó-
¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  ´¥ ¨³¥ÕÉ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¢ Î¥ÉÒ·¥Ì³¥·´μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨ M. �¸μ¡¥´´μ Ö¢´μ ÔÉμ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¢ £¥°§¥´¡¥·£μ¢¸±μ³
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨, £¤¥ ¢¥±Éμ·Ò £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥
¸¨¸É¥³Ò ¢ ²Õ¡μ° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨.

‚  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¨´ Ö. ‘³μ-
É·¨É¥ [15Ä21]. ‚ ÔÉμ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¶¥·¢¨Î´Ò³ ¶μ´ÖÉ¨¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ²μ± ²Ó´ Ö
´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö. �μ¤ ÔÉ¨³ É¥·³¨´μ³ ¶μ´¨³ ¥É¸Ö É ±μ°  É·¨¡ÊÉ ¨§ÊÎ ¥³μ° ¸¨-
¸É¥³Ò, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¨§³¥·¥´¨Ö ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ£· ´¨Î¥´´μ° μ¡² ¸É¨
O ¶·μ¸É· ´¸É¢  M ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Î¨¸²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö
μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö ²μ± ²Ó´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨° ¶μ¤Ìμ¤ ¶·¨¸¶μ¸μ¡²¥´ §´ Î¨-
É¥²Ó´μ ²ÊÎÏ¥, Î¥³ É· ¤¨Í¨μ´´Ò°  ¶¶ · É ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨, μ¸´μ¢ ´´Ò°
´  £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

…Ð¥ μ¤´¨³ ¤μ¸Éμ¨´¸É¢μ³  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  Ö¢²Ö¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ¢ ¥£μ
· ³± Ì ²¥£Î¥ μ¡¸Ê¦¤ ÉÓ ¢μ¶·μ¸, ± ±¨¥ ¶μ´ÖÉ¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶¥·¢¨Î´Ò³¨ Å ¸¨²Ò,
± ± ¢ ¤¨´ ³¨±¥ �ÓÕÉμ´ , ¨²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, ± ± ¢ £ ³¨²ÓÉμ´μ¢μ° ¤¨´ ³¨±¥,
¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥.
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ˆ¸Ìμ¤´Ò° ¶μ¸ÉÊ² É  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¢Ò£²Ö¤¨É ¸²¥¤ÊÕÐ¨³
μ¡· §μ³.

�μ¸ÉÊ² É 1. � ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Ô·³¨Éμ¢Ò³¨
Ô²¥³¥´É ³¨ ´¥±μÉμ·μ° C∗- ²£¥¡·Ò A.
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� ¸¢μ°¸É¢ Ì C∗- ²£¥¡·Ò ¸³μÉ·¨É¥ [22]. �¸´μ¢´Ò³ É ±¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö Éμ, ÎÉμ ²Õ¡ Ö C∗- ²£¥¡·  ¨³¥¥É ÉμÎ´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥³
£¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ Ê ´ ¸ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ μ¡μ§´ Î ÕÉ¸Ö ² É¨´¸±¨³¨ ¡Ê±¢ ³¨
¸ ®±·ÒÏ¥Î±μ°¯, ´ ¶·¨³¥·, B̂. ‡´ Î¥´¨¥ ÔÉμ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö
Éμ° ¦¥ ¡Ê±¢μ° B, ´μ ¡¥§ ±·ÒÏ¥Î±¨. �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢Ò¡· ´  μ¶·¥¤¥-
²¥´´ Ö ¸¨¸É¥³  ¥¤¨´¨Í ¨ ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¡¥§· §³¥·´Ò³¨.
Œ´μ¦¥¸É¢μ Ô·³¨Éμ¢ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢  ²£¥¡·Ò A ¡Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ A+. Œ´μ-
¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ¢ μ¡² ¸É¨ O, μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö A+(O).
‚  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ÉμÎ±¨ μ¡² ¸É¨ O ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ´¥ · ¸-
¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö.

‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¨§³¥·¥´¨¥ ³μ¦¥É ¸¨²Ó´μ ¶μ¢²¨ÖÉÓ ´  ¨¸¸²¥¤Ê¥³ÊÕ ¸¨-
¸É¥³Ê. �μÔÉμ³Ê ¸²¥¤Ê¥É · §²¨Î ÉÓ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥ ¨ ´¥¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥
¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°. „²Ö ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ¶μ¢Éμ·´μ¥ ¨§³¥·¥-
´¨¥ ¤ ¥É ÉμÉ ¦¥ ·¥§Ê²ÓÉ É, ÎÉμ ¨ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥¥.

—Éμ É ±μ¥ Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ , ¨´ÉÊ¨É¨¢´μ ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ ¶μ´ÖÉ´μ.
„ ²¥¥ ´ ³ ¡Ê¤¥É Ê¤μ¡´¥¥ ¶¥·¥°É¨ ´  Ëμ·³ ²Ó´Ò° Ê·μ¢¥´Ó ¨ ¶μ¤ É¥·³¨´μ³
®Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ ¯ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ÉÓ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ¤¢ÊÌ ³´μ¦¥¸É¢: O (μ¡² ¸ÉÓ
²μ± ²¨§ Í¨¨ ¸¨¸É¥³Ò) ¨ A+(O) (³´μ¦¥¸É¢μ ¥¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ). �Éμ ¶μ§¢μ²¨É
¥¸É¥¸É¢¥´´μ ¶¥·¥Ìμ¤¨ÉÓ μÉ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ± ¥¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸¨¸É¥³¥:
O, A+(O) → O′, A′

+(O′), £¤¥ O′ ⊂ O ¨ A′
+(O′) ⊂ A+(O). �·¨ ÔÉμ³ ³Ò ´¥

¡Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ ¶μ¤¸¨¸É¥³Ò μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ¨§μ²¨·μ¢ ´Ò ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£ .
‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨¸É¥³Ò ¨ ¶μ¤¸¨¸É¥³Ò ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ μÉ±·ÒÉÒ³¨.

ˆ§³¥·¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ B̂ ¨ Ĉ μ¤´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ´ §μ-
¢¥³ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨, ¥¸²¨ ¢ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸É¨ ¨§³¥·¥´¨°: ¸´ Î ²  ´ ¡²Õ-
¤ ¥³μ° B̂, § É¥³ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ĉ, ¶μÉμ³ μ¶ÖÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂ ¨, ´ ±μ´¥Í,
´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ĉ Å ¨§³¥·¥´¨Ö ± ¦¤μ° ¨§ ¤¢ÊÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¡Ê¤ÊÉ ¢μ¸¶·μ-
¨§¢μ¤¨³Ò³¨. � ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ B̂ ¨ Ĉ ´ §μ¢¥³ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨, ¥¸²¨ ¨Ì ³μ¦´μ
¨§³¥·¨ÉÓ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³ μ¡· §μ³.

�μ¸ÉÊ² É 1 ¶·¨£μ¤¥´ ± ± ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ°, É ± ¨ ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò.
� §´¨Í  § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò C∗- ²£¥¡· 
±μ³³ÊÉ É¨¢´ ,   ¢ ¸²ÊÎ ¥ ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò Å ´¥±μ³³ÊÉ É¨¢´ . �¤´μ¢·¥-
³¥´´μ ¸ ÔÉ¨³ Ê ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò,   Ê ±¢ ´-
Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ¥¸ÉÓ ± ± ¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥, É ± ¨ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥.

‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ¸ÉÊ² É.

�μ¸ÉÊ² É 2. Œ´μ¦¥¸É¢μ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³ÊÉ É¨¢´μ°  ²£¥¡·μ°. � μ¡μ·μÉ, ¥¸²¨
´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¶·¨´ ¤²¥¦ É ´¥±μÉμ·μ° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ°  ¸¸μÍ¨ É¨¢´μ° ±μ³³Ê-
É É¨¢´μ°  ²£¥¡·¥, Éμ μ´¨ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò.

Š ¦¤ Ö C∗- ²£¥¡·  ¨³¥¥É ±μ³³ÊÉ É¨¢´Ò¥ ¶μ¤ ²£¥¡·Ò. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ± ¦¤ Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö ¸¨¸É¥³  ¨³¥¥É ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¤¸¨-
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¸É¥³Ò. …¸²¨ C∗- ²£¥¡·  ´¥±μ³³ÊÉ É¨¢´ , Éμ μ´  ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ
³ ±¸¨³ ²Ó´ÒÌ ±μ³³ÊÉ É¨¢´ÒÌ ¶μ¤ ²£¥¡· Qξ. ˆ´¤¥±¸ ξ ¡Ê¤¥É μÉ²¨Î ÉÓ μ¤´Ê
É ±ÊÕ ¶μ¤ ²£¥¡·Ê μÉ ¤·Ê£μ°.

Š ¦¤μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É £μ³μ³μ·Ë´μ¥
μÉμ¡· ¦¥´¨¥  ²£¥¡·Ò ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢ ³´μ¦¥¸É¢μ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ Î¨¸¥². „²Ö
±μ³³ÊÉ É¨¢´μ° C∗- ²£¥¡·Ò É ±μ¥ μÉμ¡· ¦¥´¨¥

B̂ → Bξ = ϕξ(B̂), ¥¸²¨ B̂ ∈ Qξ,

´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³  ²£¥¡·Ò.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³Ò ³μ¦¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò

§ ¤ ¥É¸Ö Ì · ±É¥·μ³ ¥¥  ²£¥¡·Ò. �μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ É· ¤¨Í¨μ´´Ò³ ¸¶μ¸μ¡μ³
§ ¤ ´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ ÉμÎ±¨ ¢ Ë §μ¢μ³ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢¥ É ±μ° ¸¶μ¸μ¡ ¨³¥¥É Í¥²Ò° ·Ö¤ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, μ´ ¶·¨£μ-
¤¥´ ¤²Ö μÉ±·ÒÉÒÌ ¸¨¸É¥³. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, μ´ ´¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É §´ ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö
¤¢¨¦¥´¨Ö. ‚-É·¥ÉÓ¨Ì, μ´ ´¥ É·¥¡Ê¥É, ÎÉμ¡Ò ± ¦¤ Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¸¨¸É¥³Ò
(¶μ¤¸¨¸É¥³Ò) ¨³¥²  ± ´μ´¨Î¥¸±¨ ¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ.

’ ±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ³μ¦´μ μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ¨ ´  ¸²ÊÎ ° ±¢ ´-
Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò. „²Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ± ¦¤ Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö B̂, ¶·¨´ ¤²¥-
¦ Ð Ö ³´μ¦¥¸É¢Ê A+, μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¶·¨´ ¤²¥¦¨É ´¥±μÉμ·μ° ³ ±¸¨³ ²Ó´μ°
±μ³³ÊÉ É¨¢´μ° ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Qξ. �μÔÉμ³Ê ¶·¨ ± ¦¤μ³ ±μ´±·¥É´μ³ ¨§³¥·¥´¨¨

´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂ ∈ Qξ ³Ò ³μ¦¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¨³¥¥³ ¤¥²μ ´¥ ¸ ±¢ ´Éμ¢μ°
¸¨¸É¥³μ°,   ¸ ¥¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¶μ¤¸¨¸É¥³μ°, ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ±μÉμ·μ° ¶·¨´ ¤-
²¥¦ É ¶μ¤ ²£¥¡·¥ Qξ. Šμ´¥Î´μ, É ± Ö ¸¨¸É¥³  ¡Ê¤¥É μÉ±·ÒÉμ°, ´μ ÔÉμ ´¥
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥¶ÖÉ¸É¢¨¥³ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¥¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ì · ±É¥·  ¶μ¤-
 ²£¥¡·Ò Qξ.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ¶·¥¤¸± § ´¨Ö ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂
´ ³ ¤μ¸É ÉμÎ´μ §´ ÉÓ ¢¨¤ ËÊ´±Í¨μ´ ²  ϕξ(B̂). ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¤²Ö ¶·¥¤-
¸± § ´¨Ö ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö ²Õ¡μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¥° A+, ´ ³
¤μ¸É ÉμÎ´μ §´ ÉÓ ¢¨¤ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ϕξ(·) ¤²Ö ¢¸¥Ì §´ Î¥´¨° ¨´¤¥±¸  ξ. �¡μ-
§´ Î¨³ É ±ÊÕ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢ ¸¨³¢μ²μ³ ϕ = [ϕξ] ¨ ´ §μ¢¥³ ÔÉÊ
¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³.

’¥¶¥·Ó ³Ò ³μ¦¥³ ¶·¨´ÖÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ¸ÉÊ² É.

�μ¸ÉÊ² É 3. �¥§Ê²ÓÉ É ± ¦¤μ£μ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É  ¶μ ¨§³¥-
·¥´¨Õ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸Éμ-
Ö´¨¥³ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò.

„²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ÔÉμÉ ¶μ¸ÉÊ² É ¸¶· ¢¥¤²¨¢ É·¨¢¨ ²Ó´Ò³ μ¡· -
§μ³, É ± ± ± ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ´ ¡μ· ϕ = [ϕξ] ¸μ¸Éμ¨É ¨§ μ¤´μ£μ Ì · ±É¥·  ϕξ(·).

�μ¸ÉÊ² É 3 ´¥ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨É Éμ³Ê Ë ±ÉÊ, ÎÉμ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¢
μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ³μ¦´μ ¶·¥¤¸± § ÉÓ Éμ²Ó±μ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É  ¨§³¥·¥´¨Ö.
„¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥²Ó§Ö μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥, É ± ± ± ¤²Ö É ±μ£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ¶μÉ·¥¡Ê¥É¸Ö ¶·μ¢μ¤¨ÉÓ
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´¥¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö, ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ±μÉμ·ÒÌ ¨§³¥·¥´¨Ö μ¤´¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥-
³ÒÌ ´¥±μ´É·μ²¨·Ê¥³Ò³ μ¡· §μ³ ¨¸± ¦ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ¤·Ê£¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

Š·μ³¥ Éμ£μ, μ¤´  ¨ É  ¦¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö B̂ ³μ¦¥É μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¶·¨´ ¤-
²¥¦ ÉÓ ´¥¸±μ²Ó±¨³ ¶μ¤ ²£¥¡· ³ Qξ. �μÔÉμ³Ê ´¥ μ¶·¥¤¥²¥´μ μ¤´μ§´ Î´μ,
¶·¨ ± ±μ³ §´ Î¥´¨¨ ¨´¤¥±¸  ξ ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ(·) ¡Ê¤¥É μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É
´ ¡²Õ¤¥´¨Ö B̂. �ÉμÉ ¢μ¶·μ¸ ´¥ ¢μ§´¨±´¥É, ¥¸²¨ ¶μÉ·¥¡μ¢ ÉÓ, ÎÉμ¡Ò ¢Ò¶μ²-
´Ö²μ¸Ó · ¢¥´¸É¢μ

ϕξ(B̂) = ϕξ′(B̂), ¥¸²¨ B̂ ∈ Qξ ∩ Qξ′ , ϕξ(·) ∈ ϕ, ϕξ′ (·) ∈ ϕ. (1)

�¤´ ±μ ¥¸²¨ ¶μÉ·¥¡μ¢ ÉÓ, ÎÉμ¡Ò ¢¸¥£¤  ¢Ò¶μ²´Ö²μ¸Ó ÔÉμ · ¢¥´¸É¢μ, Éμ ´¥²Ó§Ö
¤μ± § ÉÓ, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É. …¸²¨ ¦¥
´¥ É·¥¡μ¢ ÉÓ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ£μ ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö · ¢¥´¸É¢  (1), Éμ É ±μ¥ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢μ
¶·μ¢¥¸É¨ ³μ¦´μ (¸³. ¸É ÉÓÕ [23]).

�É± § μÉ É·¥¡μ¢ ´¨Ö (1) ³μ¦´μ μ¶· ¢¤ ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ · ¸¸Ê¦¤¥´¨¥³. ‘¢¥-
¤¥´¨Ö μ §´ Î¥´¨¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ¨§ ¶μ± § ´¨° ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ
¶·¨¡μ· ,   ÔÉμ ¶μ± § ´¨¥ ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ ´¥ Éμ²Ó±μ μÉ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¨¸¸²¥¤Ê¥-
³μ° ¸¨¸É¥³Ò, ´μ ¨ μÉ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¨¡μ· .

�·μ¸É¥°Ï¨° ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° ¶·¨³¥· Å ÔÉμ ¨§³¥·¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨. � §²¨Î-
´Ò³ μ¡· §μ³ ¤¢¨¦ÊÐ¨¥¸Ö ¶·¨¡μ·Ò ¤²Ö μ¤´μ° ¨ Éμ° ¦¥ ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨-
¸É¥³Ò § Ë¨±¸¨·ÊÕÉ · §²¨Î´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨. �£·μ³´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ¡μ-
²¥¥ ¸²μ¦´ÒÌ ¶·¨³¥·μ¢ ³μ¦´μ ¶·¨¢¥¸É¨ ¨§ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° ¨ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ-
´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨. ‚ ¶μ¤μ¡´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ μ¡ÒÎ´μ £μ¢μ·¨É¸Ö, ÎÉμ §´ Î¥´¨¥ ³´μ£¨Ì
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢Ò¡· ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò ±μμ·¤¨´ É.

”¨§¨Î¥¸±¨ ¢Ò¡μ· μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¸¨¸É¥³Ò ±μμ·¤¨´ É Å ÔÉμ ¢Ò¡μ· μ¶·¥¤¥-
²¥´´μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ¨§³¥·¨É¥²Ó´ÒÌ ¶·¨¡μ·μ¢. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨¡μ·Ò ³μ-
£ÊÉ μÉ²¨Î ÉÓ¸Ö ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£  ´¥ Éμ²Ó±μ ¸¢μ¨³¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¢·¥³¥´´Ò³¨
Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ (¸³. [12,14]), ÎÉμ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡² -
£μ¤ ·Ö ´ ²¨Î¨Õ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ± ²¨¡·μ¢±  ¶·¨¡μ·μ¢ ´¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É
¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨Ö (1) ¤²Ö ¢¸¥Ì ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �¤´ ±μ
¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ê¸²μ¢¨¥ (1) ³μ¦¥É ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö. 	Ê¤¥³ £μ¢μ·¨ÉÓ,
ÎÉμ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸É ¡¨²Ó´μ ´  ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂, ¥¸²¨ Ê¸²μ¢¨¥ (1)
¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¤²Ö ¢¸¥Ì Qξ ¨ Q′

ξ, ±μÉμ·Ò¥ ¸μ¤¥·¦ É ´ ¡²Õ¤ ¥³ÊÕ B̂.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ´¥²Ó§Ö ¸Î¨É ÉÓ

μ¡Ñ¥±É¨¢´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò. �´μ ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ
Ì · ±É¥·¨¸É¨± ¨§³¥·¨É¥²Ó´μ£μ ¶·¨¡μ· . ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ´¨ÎÉμ ´¥ ³¥Ï ¥É
¸Î¨É ÉÓ É ±μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ° (Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²Ó´μ¸ÉÓÕ) Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨¥.

‚μ§¢· Ð Ö¸Ó ± μ¡¸Ê¦¤¥´¨Õ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ³μ¦¥³ ±μ´¸É É¨-
·μ¢ ÉÓ, ÎÉμ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ¨§ ´ ¡μ·  ϕ = [ϕξ] ËÊ´±Í¨-
μ´ ²μ¢ ϕξ(·) ³Ò ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ËÊ´±Í¨μ´ ², ´ ¶·¨³¥·
ϕη(·). ‚ ¸¢Ö§¨ ¸ ÔÉ¨³ Ê¤μ¡´μ ¢¢¥¸É¨ ±² ¸¸ ϕη-Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
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¸μ¸ÉμÖ´¨°. �¡μ§´ Î¨³ ÔÉμÉ ±² ¸¸ {ϕ}ϕη . —²¥´ ³¨ ÔÉμ£μ ±² ¸¸  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ϕ = [ϕξ], Ê ±μÉμ·ÒÌ ¤²Ö ξ = η ËÊ´±Í¨μ´ ² ϕξ μ¤¨´
¨ ÉμÉ ¦¥,   ¶·¨ ξ �= η ¤²Ö · §´ÒÌ Î²¥´μ¢ ±² ¸¸  ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò ϕξ ´¥§ ¢¨-
¸¨³Ò.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° ³Ò ³μ¦¥³ Éμ²Ó±μ
Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ, ÎÉμ ¨³¥¥³ ¤¥²μ ¸ μ¤´¨³ ¨§ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨§ μ¶·¥¤¥-
²¥´´μ£μ ±² ¸¸  Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨, ´μ ´¥ ¡μ²¥¥ Éμ£μ. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ³Ò ³μ¦¥³
¢Ò¤¥²¨ÉÓ ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨,   ´¥ ±μ´±·¥É´μ¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥.

…¸²¨ ³Ò ¨³¥¥³ ¤¥²μ ¸ ±² ¸¸μ³ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ {ϕ}ϕη , ¢ ±μÉμ·μ³ Ô²¥³¥´-

É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸É ¡¨²Ó´Ò ´  ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ B̂ ∈ Qη, Éμ ¶·¨ ¨§³¥·¥´¨¨ ÔÉ¨Ì
´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¶μ²ÊÎ ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö, ¢´¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ
Éμ£μ, ¸ ± ±¨³ Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ³Ò ¸Éμ²±´¥³¸Ö ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥. „²Ö
¤·Ê£¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ´¨Î¥£μ μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ¸± § ÉÓ ´¥²Ó§Ö, É ± ± ± ¤²Ö · §´ÒÌ
Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨§ ÔÉμ£μ ±² ¸¸  §´ Î¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ
· §´Ò³¨. ˆ³¥´´μ É ±¨³ Ë¨§¨Î¥¸±¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³ μ¡² ¤ ¥É ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸Éμ-
Ö´¨¥, Ë¨±¸¨·Ê¥³μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ
B̂ ∈ Qη. �μÔÉμ³Ê É ±μ° ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ³Ò ³μ¦¥³ μÉμ¦¤¥¸É¢¨ÉÓ ¸
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ Ψϕη , É. ¥. Ψϕη ≡ {ϕ}ϕη .

…¸²¨ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ³Ò ³μ¦¥³ ¸Î¨É ÉÓ μ¡Ñ¥±É¨¢´Ò³  É·¨¡Ê-
Éμ³ μÉ¤¥²Ó´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, Éμ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ (±² ¸¸ Ô±¢¨-
¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°) ¸²¥¤Ê¥É ¸Î¨É ÉÓ  É·¨¡ÊÉμ³  ´¸ ³¡²Ö
Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³. ’ ±μ°  ´¸ ³¡²Ó ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ±¢ ´Éμ¢Ò³  ´¸ ³¡²¥³.
‚ ¶·¨´Í¨¶¥, ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³μ¦´μ ¸μ¶μ-
¸É ¢¨ÉÓ ¨ μÉ¤¥²Ó´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³¥. „²Ö ÔÉμ£μ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ
μÉ¤¥²Ó´μ¥ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  É·¨¡ÊÉμ³ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¢ Ë¨±¸¨-
·μ¢ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨,   · §´Ò³ ³μ³¥´É ³ ¢·¥³¥´¨ ¸μ¶μ¸É ¢²ÖÉÓ · §´Ò¥
Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö.

Šμ´Í¥¶Í¨Ö Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢¥·´ÊÉÓ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ
(±μ²³μ£μ·μ¢¸±ÊÕ) É¥μ·¨Õ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¢ ²μ´μ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨§¨±¨. � ¶μ³´¨³,
ÎÉμ ¢ μ¸´μ¢¥ ±μ²³μ£μ·μ¢¸±μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [24, 25])
²¥¦¨É É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ (Ω,F , P ). ‡¤¥¸Ó Ω Å
³´μ¦¥¸É¢μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°. �²¥³¥´É ·´Ò¥ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¢§ -
¨³μ¨¸±²ÕÎ ÕÐ¨³¨, ¨ ¢ ± ¦¤μ³ ¨¸¶ÒÉ ´¨¨ ¤μ²¦´μ ·¥ ²¨§μ¢ ÉÓ¸Ö μ¤´μ ¨
Éμ²Ó±μ μ¤´μ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥. ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ É ±μ£μ Ô²¥-
³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ³μ¦¥É ¢Ò¸ÉÊ¶ ÉÓ Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. ‚ ¸É ´¤ ·É´μ³
³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³  ¶¶ · É¥ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¶·¥É¥´¤¥´É  ´  ÔÉÊ ·μ²Ó ´¥É.

�μ³¨³μ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨° ¢¢μ¤¨É¸Ö ¥Ð¥ ¶μ´ÖÉ¨¥ ¸²ÊÎ °´μ£μ ¸μ¡Ò-
É¨Ö, ¨²¨ ¶·μ¸Éμ ¸μ¡ÒÉ¨Ö. Š ¦¤μ¥ ¸μ¡ÒÉ¨¥ F Å ÔÉμ ´¥±μÉμ·μ¥ ¶μ¤³´μ¦¥¸É¢μ
³´μ¦¥¸É¢  Ω. ‘Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶·μ¨§μÏ²μ ¸μ¡ÒÉ¨¥ F , ¥¸²¨ ¶·μ¨§μÏ²μ μ¤´μ ¨§
Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì F . �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢ ± ¦¤μ³ ¨¸-
¶ÒÉ ´¨¨ ³μ¦´μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ, ¶·μ¨§μÏ²μ ¸μ¡ÒÉ¨¥ ¨²¨ ´¥É. ‚ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥
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ÔÉμ É·¥¡Ê¥É, ÎÉμ¡Ò ¨¸¸²¥¤Ê¥³Ò¥ ¸μ¡ÒÉ¨Ö ³μ¦´μ ¡Ò²μ · §²¨Î¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ
¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ¨§³¥·¥´¨°.

‚Éμ·μ° ±μ³¶μ´¥´É ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Å ÔÉμ É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö
σ- ²£¥¡·  F . �²¥³¥´É ³¨ σ- ²£¥¡·Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸μ¡ÒÉ¨Ö F , ¢±²ÕÎ Ö ¢¸¥ ³´μ-
¦¥¸É¢μ Ω ¨ ¶Ê¸Éμ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ. �¶ÖÉÓ-É ±¨, ¢ ±¢ ´Éμ¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ σ- ²£¥¡·Ê
¤μ²¦´Ò ¢Ìμ¤¨ÉÓ ¸μ¡ÒÉ¨Ö, · §²¨Î¨³Ò¥ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò³¨ ¨§³¥·¥´¨Ö³¨. �μÔÉμ³Ê
± ¦¤ÊÕ ¤μ¶Ê¸É¨³ÊÕ σ- ²£¥¡·Ê ³μ¦´μ ¶·μ¨´¤¥±¸¨·μ¢ ÉÓ ¸¨³¢μ²μ³ ξ, ±μÉμ-
·Ò³ ¨´¤¥±¸¨·ÊÕÉ¸Ö  ²£¥¡·Ò ¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. Œ´μ¦¥¸É¢μ, μ¸´ -
Ð¥´´μ¥ σ- ²£¥¡·μ°, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¨§³¥·¨³Ò³. ‚Ò¡μ· μ¶·¥¤¥²¥´´μ° σ- ²£¥¡·Ò
Fξ Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢Ò¡μ·Ê μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ¨§³¥·¨É¥²Ó-
´ÒÌ ¶·¨¡μ·μ¢, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¶·μ¢μ¤¨ÉÓ ¸μ¢³¥¸É¨³Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö.

’·¥ÉÓ¨³ ±μ³¶μ´¥´Éμ³ ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É-
´ Ö ³¥·  P . �´  ± ¦¤μ³Ê ¸μ¡ÒÉ¨Õ F ∈ F ¸É ¢¨É ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ Î¨-
¸²μ P (F ) É ±μ¥, ÎÉμ:  ) 0 � P (F ) � 1 ¤²Ö ¢¸¥Ì F ∈ F , P (Ω) = 1;
¡) P (

∑
j

Fj) =
∑
j

P (Fj) ¤²Ö ²Õ¡μ° ¸Î¥É´μ° ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸É¨ ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö

¶μ¤³´μ¦¥¸É¢ Fj ∈ F .
�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥ ´  Éμ, ÎÉμ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ P ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö  É·¨¡ÊÉμ³

± ±μ£μ-Éμ Ô²¥³¥´É ·´μ£μ ¸μ¡ÒÉ¨Ö. �´ , ¢μ-¶¥·¢ÒÌ, § ¢¨¸¨É μÉ ³´μ¦¥¸É¢  Ω,
Ô²¥³¥´Éμ³ ±μÉμ·μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÔÉμ ¸μ¡ÒÉ¨¥. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, μ´  § ¢¨¸¨É μÉ Éμ£μ,
± ± Ö σ- ²£¥¡·  ¢Ò¡· ´  ¢ ³´μ¦¥¸É¢¥ Ω. �  ÔÉμÉ ¶Ê´±É Ë¨§¨±¨ μ¡ÒÎ´μ
´¥ μ¡· Ð ÕÉ ¢´¨³ ´¨¥. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ÔÉμ ¤¥² ¥É¸Ö ¢ ¸²ÊÎ ÖÌ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢
´¥· ¢¥´¸É¢ 	¥²²  [26]. � ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¨³¥´´μ ´¥· ¢¥´¸É¢  	¥²²  Ö¢¨²¨¸Ó
μ¸´μ¢´Ò³  ·£Ê³¥´Éμ³ ¢ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¨, ÎÉμ ±μ²³μ£μ·μ¢¸± Ö É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ-
¸É¥° ´¥¶·¨³¥´¨³  ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨. Š ± ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ Ì [23, 27], ¶·¨
ÊÎ¥É¥ ÔÉμ° μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  ´¥· -
¢¥´¸É¢ 	¥²²  ´¥ ¶·μÌμ¤ÖÉ.

…¸²¨ ±μ²³μ£μ·μ¢¸± Ö É¥μ·¨Ö ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥° ¤μ¶Ê¸É¨³  ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° Ë¨-
§¨±¥, Éμ ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂ ∈ Qη ¶μ ±² ¸¸Ê Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨
{ϕ}ϕη ³μ¦´μ § ¤ ÉÓ ¸É ´¤ ·É´μ° Ëμ·³Ê²μ° É¥μ·¨¨ ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°

Ψϕη(B̂) =
∫

ϕ∈Ψϕη

PB̂(dϕ)ϕξ(B̂), (2)

£¤¥
PB̂(dϕ) = P (ϕ : ϕξ(B̂) � B + dB) − P (ϕ : ϕξ(B̂) � B)

Å ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ Ö ³¥·  ´  ±² ¸¸¥ {ϕ}ϕη .
”μ·³Ê²  (2) ¡Ê¤¥É ¨¸¶μ²´ÖÉÓ ·μ²Ó ±¢ ´Éμ¢μ£μ ¸·¥¤´¥£μ, ¥¸²¨ ¸¶· ¢¥¤²¨¢

¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ¸ÉÊ² É.

�μ¸ÉÊ² É 4. ‚¥·μÖÉ´μ¸É´μ¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´  ±² ¸¸¥ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨
{ϕ}ϕη É ±μ¢μ, ÎÉμ ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ · ¢¥´¸É¢  (2) ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ξ ¨ § ¤ ¥É ²¨´¥°-

´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψϕη(B̂) ´   ²£¥¡·¥ A.
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Š ± ¶μ± § ´μ ¢ ¸É ÉÓ¥ [23], É ±¨¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ. “± § ´´Ò³¨
¢ ¶μ¸ÉÊ² É¥ 4 ¸¢μ°¸É¢ ³¨ μ¡² ¤ ÕÉ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ò, ±μÉμ·Ò¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ
¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

Ψϕη(B̂)p̃ϕη = p̃ϕηB̃p̃ϕη , (3)

£¤¥ p̃ϕη Å ´¥±μÉμ·Ò° μ¤´μ³¥·´Ò° ¶·μ¥±Éμ· ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥,

¢ ±μÉμ·μ³ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ÉμÎ´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥  ²£¥¡·Ò,   B̃ Å μ¶¥· Éμ· ¢ ÔÉμ³
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° B̂. � μ¡μ·μÉ, ËÊ´±Í¨μ´ ², Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕ-
Ð¨° ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ (3), Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¶μ¸ÉÊ² ÉÊ 4.

�·μÍ¥¤Ê·μ°, ±μÉμ· Ö ·¥ ²¨§Ê¥É ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ C∗- ²£¥¡·Ò, Ö¢²Ö¥É¸Ö É ±
´ §Ò¢ ¥³ Ö ± ´μ´¨Î¥¸± Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [17, 28]) ƒ¥²ÓË ´¤ Ä
� °³ ·± Ä‘¨£ ²  (ƒ�‘). ‚±· ÉÍ¥ μ´  ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³. �Ê¸ÉÓ ¨³¥¥É¸Ö
´¥±μÉμ· Ö C∗- ²£¥¡·  A ¨ ²¨´¥°´Ò° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò° ËÊ´±-
Í¨μ´ ² Ψ ´  ÔÉμ°  ²£¥¡·¥. ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ É ±¨³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ³μ¦¥É ¸²Ê-
¦¨ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ² Ψϕη , § ¤ ¢ ¥³Ò° Ëμ·³Ê²μ° (2). 	Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ Ô²¥³¥´ÉÒ B̂

¨ B̂′  ²£¥¡·Ò A Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ Ŵ ∈ A ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ · -

¢¥´¸É¢μ Ψ
(
Ŵ ∗(B̂ − B̂′)

)
= 0. ‘¨³¢μ² ∗ μ§´ Î ¥É Ô·³¨Éμ¢¸±μ¥ ¸μ¶·Ö¦¥´¨¥

¢  ²£¥¡·¥ C∗. �¡μ§´ Î¨³ Î¥·¥§ Φ(B̂) ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ Ô²¥³¥´É  B̂
¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ A(Ψ) Å ³´μ¦¥¸É¢μ ¢¸¥Ì ±² ¸¸μ¢ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨
¢ A. �·¥¢· É¨³ ³´μ¦¥¸É¢μ A(Ψ) ¢ ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ, μ¶·¥¤¥²¨¢ ¢ ´¥³
²¨´¥°´Ò¥ μ¶¥· Í¨¨ Ëμ·³Ê²μ°

bΦ(B̂) + cΦ(Ĉ) = Φ(bB̂ + cĈ),

  ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥

(
Φ(B̂), Φ(Ĉ)

)
= Ψ(B̂∗Ĉ). (4)

�Éμ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¶μ·μ¦¤ ¥É ¢ A(Ψ) ´μ·³Ê. �μ¶μ²´¥´¨¥ ¶μ ÔÉμ°
´μ·³¥ ¶·¥¢· Ð ¥É A(Ψ) ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ. Š ¦¤Ò° Ô²¥³¥´É B̂  ²£¥-
¡·Ò A μ¤´μ§´ Î´μ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ÔÉμ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ²¨´¥°´Ò³ μ¶¥· Éμ·μ³
B̃, ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³ ¶μ ¶· ¢¨²Ê

B̃Φ(Ĉ) = Φ(B̂Ĉ). (5)

Šμ´¸É·Ê±Í¨Ö ƒ�‘ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ²Õ¡μ° C∗- ²£¥¡·Ò.
� ¸¸³μÉ·¨³ ƒ�‘-±μ´¸É·Ê±Í¨Õ, ¢ ±μÉμ·μ° ¢ ± Î¥¸É¢¥ ËÊ´±Í¨μ´ ² , ¶μ·μ¦¤ -
ÕÐ¥£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥, Ë¨£Ê·¨·Ê¥É Ψϕη(B̂). �Ê¸ÉÓ Φ(Î) Å ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É-

´μ¸É¨ ¥¤¨´¨Î´μ£μ Ô²¥³¥´É  Î , Éμ£¤  ¸μ£² ¸´μ Ëμ·³Ê² ³ (4) ¨ (5) ¨³¥¥³

(
Φ(Î), B̃Φ(Î)

)
= Ψ(B̂).
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�Éμ ´¥ ÎÉμ ¨´μ¥, ± ± ¶· ¢¨²μ 	μ·´ . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö ƒ�‘ ¶μ-
§¢μ²Ö¥É ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¸É¨ ¸É ´¤ ·É´Ò° ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨°  ¶¶ · É ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì -
´¨±¨.

�  ÔÉμÉ Ë ±É ³μ¦´μ ¶μ¸³μÉ·¥ÉÓ ¨ ¸ ¤·Ê£μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö. �· ¢¨²μ
	μ·´  μÉ· ¦ ¥É Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÊÕ ¸¨ÉÊ Í¨Õ ¢ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸ Ì. �·¨
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨ ¶·¨¡μ· ³¨, μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö-
ÕÐ¨³¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨³Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ±¢ ´Éμ¢ Ö ¸¨-
¸É¥³   ¢Éμ³ É¨Î¥¸±¨ ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ±¢ ´Éμ¢μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥, ¢
±μÉμ·μ³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ §´ Î¥´¨° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¶μ¤Î¨´Ö¥É¸Ö ¶· -
¢¨²Ê 	μ·´ . �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö μ¡² ¤ ÕÉ ´¥±μÉμ·Ò³
¢Ò¤¥²¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ Å · ¢´μ¢¥¸´μ¸ÉÓÕ, ¨²¨, ¤·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, Ê¸Éμ°Î¨¢μ-
¸ÉÓÕ. �μÔÉμ³Ê ³Ò ³μ¦¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶μ¸ÉÊ² É 4 μÉ· ¦ ¥É ¸¢μ°¸É¢μ Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸É¨  ´¸ ³¡²¥°, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ±² ¸¸ ³ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨. ˆ´ Î¥ ³μ¦´μ
¸± § ÉÓ, ÎÉμ ¸·¥¤´¥¥ §´ Î¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂, ±μÉμ·μ¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¸μμÉ-
´μÏ¥´¨Õ (3), ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Ê¸Éμ°Î¨¢μ³Ê ¢¥·μÖÉ´μ¸É´μ³Ê · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Õ.

� ²¨Î¨¥ Ê ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ´¥¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³μ¦¥É ¸ÊÐ¥-
¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¶μ¢²¨ÖÉÓ ´  ¶·μÍ¥¤Ê·Ê μ¶¨¸ ´¨Ö ¤¨´ ³¨±¨ É ±¨Ì ¸¨¸É¥³.
„¨´ ³¨±  ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢ ¨¤¥ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¶¨¸ ´ 
Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ �ÓÕÉμ´ . �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö É ±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¤μ¸É -
ÉμÎ´μ §´ ÉÓ ¢¸¥ ¸¨²Ò, ±μÉμ·Ò¥ ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ¢ ¸¨¸É¥³¥, ¨ ¶μ²´Ò° ´ ¡μ· £· ´¨Î-
´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°. � Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸μ¸É ¢´ÊÕ Î ¸ÉÓ
ÔÉμ£μ ´ ¡μ· . Šμ´¥Î´μ, ¤²Ö ·¥ ²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³ É ±μ° ¶μ²´Ò° ´ ¡μ· §´ ÉÓ ´¥¢μ§-
³μ¦´μ. ‚¸¥£¤  ¡Ê¤ÊÉ ´¥±μ´É·μ²¨·Ê¥³Ò¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö, ¨, ¸É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ´¥μ¡-
Ìμ¤¨³μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ÔÉ¨Ì ¢μ§³ÊÐ¥´¨°.
�μ ¢ ¡μ²ÓÏμ³ Î¨¸²¥ ¸²ÊÎ ¥¢ ´  ÔÉμ ³μ¦´μ § ±·ÒÉÓ £² § .

„²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ ¤·Ê£ Ö. „ ¦¥ ¢ ¨¤¥ ²Ó-
´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥²Ó§Ö Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¶μ²´Ò° ´ ¡μ· £· ´¨Î´ÒÌ (´ Î ²Ó´ÒÌ) Ê¸²μ¢¨°,
É ± ± ± ²Õ¡μ° ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò° ¶·¨¡μ· ³μ¦¥É § Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ ´ ¡μ·
¸μ¢³¥¸É¨³ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �μÔÉμ³Ê ¢μ¶·μ¸ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸É ´μ-
¢¨É¸Ö ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ ¢ ¦´Ò³. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨, ¶·¨ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ § ±μ-
´μ¢ ¤¨´ ³¨±¨ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ μÉÍÒ-μ¸´μ¢ É¥²¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ¶·μ-
¡²¥³μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ´¥ § ´¨³ ²¨¸Ó, ´μ Ê¤ Î´μ ¶μÏ²¨
¶μ ¶ÊÉ¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ´¥ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ³¥Ì ´¨±¨,   £ ³¨²ÓÉμ´μ¢  Ëμ·³ -
²¨§³ . ‚ ÔÉμ³ Ëμ·³ ²¨§³¥ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ ¨ ¤¥°¸É¢¨¥ ¨£· ÕÉ Í¥´É· ²Ó´ÊÕ
·μ²Ó. ‚ ¶·¥²μ³²¥´¨¨ ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³Ê ¶μ¤Ìμ¤Ê ÔÉμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ÔÉ¨ ¢¥²¨-
Î¨´Ò ¤μ²¦´Ò ¢Ìμ¤¨ÉÓ ¢  ²£¥¡·Ê ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ.

� ¤μ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¨ ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¤ ²¥±μ ´¥ ¢¸¥£¤  ¶·¨³¥´¨³
´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨° Ëμ·³ ²¨§³. �·μ¸É¥°Ï¨³ ¶·¨³¥·μ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö £ § ¢ É¥·³μ¸É É¥.
Ÿ¸´μ, ÎÉμ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ¡¥§´ ¤¥¦´μ ¶ÒÉ ÉÓ¸Ö μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¤¨´ ³¨±Ê ÔÉμ° ¸¨-
¸É¥³Ò ¢ É¥·³¨´ Ì ¸¨² ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ³¥¦¤Ê ³μ²¥±Ê² ³¨ £ §  ¨ ¸É¥´± ³¨
É¥·³μ¸É É  ¨ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ÔÉ  ¸¨¸É¥³  ¢¶μ²´¥ Ê¸¶¥Ï´μ
μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢ É¥·³¨´ Ì É¥³¶¥· ÉÊ·Ò ¨ ¤ ¢²¥´¨Ö ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö
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· ¢´μ¢¥¸´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢ £ §¥. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ
¸²¥¤Ê¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ É¥³¶¥· ÉÊ·Ê ¨ ¤ ¢²¥´¨¥. •μÉÖ Ö¸´μ, ÎÉμ  ¡¸μ²ÕÉ´μ¥
· ¢´μ¢¥¸¨¥ ´¨±μ£¤  ´¥ ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö. ‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ¶·¨ μÎ¥´Ó ³ ²μ³ ±μ²¨Î¥-
¸É¢¥ ³μ²¥±Ê² ¢¶μ²´¥ ¶·¨³¥´¨³ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨° Ëμ·³ ²¨§³, ¢ ±μÉμ·μ³ ¸¨²Ò
· ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �μ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ Ê¸²μ¢¨¥ · ¢´μ-
¢¥¸´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¡Ê¤¥É ´¥ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢μ¶·μ¸ μ Éμ³, ± ±¨¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¤μ²¦´Ò ¢±²ÕÎ ÉÓ¸Ö ¢ ³´μ-
¦¥¸É¢μ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ´¥ ¢¸¥£¤  ¨³¥¥É μ¤´μ§´ Î´Ò° μÉ¢¥É. �Éμ ³´μ¦¥¸É¢μ
³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¸¶μ¸μ¡  μ¶¨¸ ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò, ¢ ¶¥·¢ÊÕ μÎ¥·¥¤Ó μÉ ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨Ö, ±μÉμ·μ¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö.

2. 	””…Š’ �����‚�Ä��Œ�

’¥¶¥·Ó ¶¥·¥°¤¥³ ± μ¡¸Ê¦¤¥´¨Õ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ÔËË¥±É  �·μ´μ¢ Ä	μ³ .
�·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ Ö ¸Ì¥³  ³Ò¸²¥´´μ£μ ¨ ¶¥·¢μ£μ ·¥ ²Ó´μ μ¸ÊÐ¥¸É¢²¥´´μ£μ Ô±¸-
¶¥·¨³¥´É  ¨§μ¡· ¦¥´  ´  ·¨¸Ê´±¥.

�±¸¶¥·¨³¥´É ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³. �ÊÎμ± Ô²¥±É·μ´μ¢ ¸ μ¤¨´ ±μ¢Ò³¨
¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ ¶ ¤ ¥É ¸²¥¢  ´  ¡¨¶·¨§³Ê [e1 f e2]. 	¨¶·¨§³  ¸μ¸Éμ¨É ¨§  ²Õ-
³¨´¨·μ¢ ´´μ° ±¢ ·Í¥¢μ° ´¨É¨ f ¤¨ ³¥É·μ³ 1,5 ³±³ ¨ ¤¢ÊÌ Ô²¥±É·μ¤μ¢ e1

¨ e2. ‚ É¥´¨ ´¨É¨ f ¶μ³¥Ð ¥É¸Ö Éμ´±¨° ¸μ²¥´μ¨¤ ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ¤²¨´Ò (¢ ³Ò-
¸²¥´´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥) ¨²¨ ¤²¨´´Ò° ´ ³ £´¨Î¥´´Ò° ¸É¥·¦¥´Ó a ¤¨ ³¥É·μ³
1 ³±³ (¢ ·¥ ²Ó´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥). �¨ÉÓ ¨ ¸É¥·¦¥´Ó ¶¥·¶¥´¤¨±Ê²Ö·´Ò ¶²μ¸±μ-
¸É¨ ·¨¸Ê´± . —Éμ¡Ò Ê¶·μ¸É¨ÉÓ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò±² ¤±¨ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥, ¨§μ-
¡· ¦¥´´μ³ ´  ·¨¸Ê´±¥, ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨¸ÉμÎ´¨±  Ô²¥±É·μ´μ¢ ¶·¨´ÖÉ  ¶² ¸É¨´  I ,
¶¥·¶¥´¤¨±Ê²Ö·´ Ö ¶²μ¸±μ¸É¨ ·¨¸Ê´± . ‚ ·¥ ²Ó´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥
¨¸ÉμÎ´¨±  ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö Ô²¥±É·μ´´Ò° ³¨±·μ¸±μ¶, ±μÉμ·Ò°, ¸±μ·¥¥, ¸²¥¤μ-
¢ ²μ ¡Ò ¨§μ¡· §¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ÉμÎ±¨. �μ, É ± ± ± · ¸¸ÉμÖ´¨Ö l0 ¨ l ³´μ£μ ¡μ²ÓÏ¥
¤¨ ³¥É·μ¢ ´¨É¨ ¨ ¸É¥·¦´Ö (l0 ∼ 6,5 ¸³, l ∼ 13,5 ¸³), Éμ ÔÉμ ¢´μ¸¨É ´¥¸ÊÐ¥-
¸É¢¥´´μ¥ ¨¸± ¦¥´¨¥ ¢ μ±μ´Î É¥²Ó´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É.

�¨ÉÓ f · §¤¥²Ö¥É ¶ ¤ ÕÐ¨° ¶μÉμ± Ô²¥±É·μ´μ¢ ´  ¤¢¥ Î ¸É¨. �¤´  ¶·μÌμ-
¤¨É Î¥·¥§ Ð¥²Ó d1, ¤·Ê£ Ö Å Î¥·¥§ Ð¥²Ó d2. �  ´¨ÉÓ ´ ±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¡μ²Ó-

�·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ Ö ¸Ì¥³  Ô±¸¶¥·¨³¥´É  �	
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Ïμ° ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ², ¡² £μ¤ ·Ö ±μÉμ·μ³Ê ¶μ¸²¥ μ¡Ìμ¤  ´¨É¨ f ¨
¸É¥·¦´Ö a ÔÉ¨ ¤¢¥ Î ¸É¨ μ¡Ñ¥¤¨´ÖÕÉ¸Ö ¢ ¥¤¨´Ò° ¶μÉμ± Ô²¥±É·μ´μ¢, · ¸¸¥Ö´-
´ÒÌ ¢ ¡¨¶·¨§³¥. � ¤ Ö ´  Ô±· ´ O, ÔÉ¨ Ô²¥±É·μ´Ò μ¡· §ÊÕÉ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨-
μ´´Ò¥ ¶μ²μ¸Ò.

‚´¥ ¸É¥·¦´Ö a ´ ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö · ¢´  ´Ê²Õ. �μÔÉμ³Ê ¸μ-
£² ¸´μ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Ô²¥±É·μ¤¨´ ³¨±¥ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö ± ·É¨´  ´  Ô±· ´¥
´¥ ¤μ²¦´  § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ¶μÉμ±  ³ £´¨É´μ° ¨´¤Ê±Í¨¨, ¨¤ÊÐ¥° ¶μ
¸É¥·¦´Õ a. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, §´ Î¥´¨¥ A ¢¥±Éμ·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢ μ¡² -
¸É¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ ´¥ ³μ¦¥É ¢¥§¤¥ · ¢´ÖÉÓ¸Ö ´Ê²Õ, É ± ± ± ¸μ-
£² ¸´μ É¥μ·¥³¥ ‘Éμ±¸  ¨´É¥£· ² μÉ A ¶μ ²Õ¡μ³Ê § ³±´ÊÉμ³Ê ±μ´ÉÊ·Ê ¢μ±·Ê£
¸É¥·¦´Ö a ¤μ²¦¥´ · ¢´ÖÉÓ¸Ö ¶μÉμ±Ê ³ £´¨É´μ° ¨´¤Ê±Í¨¨ Î¥·¥§ ÔÉμÉ ±μ´ÉÊ·.
� ²¨Î¨¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò μÉ ¶μÉμ±  ³ £´¨É´μ° ¨´-
¤Ê±Í¨¨ ¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ÔËË¥±Éμ³ �	.

�·¨ ±¢ ´Éμ¢μ³ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨ ± ·É¨´  ¶·μÍ¥¸¸  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³
³¥´Ö¥É¸Ö. ‚ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ¤²Ö Ô²¥±É·μ´  ¢Ìμ¤¨É ¨³¥´´μ ¢¥±Éμ·´Ò°
¶μÉ¥´Í¨ ² Â,   ´¥ ´ ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö. �μÔÉμ³Ê ¢¥±Éμ·´Ò° ¶μ-
É¥´Í¨ ² ¢²¨Ö¥É ´  ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ô²¥±É·μ´  ¤ ¦¥ ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢μ²´μ¢ Ö
ËÊ´±Í¨Ö Ô²¥±É·μ´  ¨¸Î¥§ ÕÐ¥ ³ ²  ¢ μ¡² ¸É¨, £¤¥ ´ ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ ³ £´¨É-
´μ£μ ¶μ²Ö μÉ²¨Î´  μÉ ´Ê²Ö. �Éμ ¤ ²μ μ¸´μ¢ ´¨¥ �·μ´μ¢Ê ¨ 	μ³Ê ¸¤¥² ÉÓ
¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ μ¡ μ¸μ¡μ° ·μ²¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨. �´¨ ¤ ¦¥
¢Ò´¥¸²¨ ÔÉμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¢ § £μ²μ¢μ± ¸¢μ¥° ¸É ÉÓ¨ [1].

Š ± Ê¦¥ ¡Ò²μ Ê¶μ³Ö´ÊÉμ ¢μ ¢¢¥¤¥´¨¨, ÔËË¥±É �	 ¸· §Ê ¦¥ ¢Ò§¢ ² μ¦¨-
¢²¥´´ÊÕ ¤¨¸±Ê¸¸¨Õ, ¶·¥¤¢ ·¨É¥²Ó´Ò¥ ¨Éμ£¨ ±μÉμ·μ° ¡Ò²¨ ¶μ¤¢¥¤¥´Ò ¢ ¸É ÉÓ¥
”¥°´¡¥·£  [29]. ‚ ¸¢μ¥° ¸É ÉÓ¥ ”¥°´¡¥·£ μ¡μ¸´μ¢Ò¢ ¥É ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥, ÎÉμ ÔÉ 
·μ²Ó ´¥ É ± Ö Ê¦ μ¸μ¡ Ö, ÎÉμ ´¥ÎÉμ ¶μ¤μ¡´μ¥ ³μ¦´μ Ê¢¨¤¥ÉÓ ¨ ¶·¨ ±² ¸¸¨-
Î¥¸±μ³ · ¸¸³μÉ·¥´¨¨. �¡ ÔÉμ³ Ê¦¥ ¡Ò²μ ¸± § ´μ ¨ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥. „ ²¥¥
³Ò ¶μ¶ÒÉ ¥³¸Ö ¢ÒÖ¢¨ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¶·¨Î¨´Ò ¢²¨Ö´¨Ö ³ £´¨É´μ£μ ¸É¥·¦´Ö
´  ¶μ¢¥¤¥´¨¥ · ¸¸¥Ö´´ÒÌ Ô²¥±É·μ´μ¢. „²Ö ÔÉμ£μ ¡μ²¥¥ ¢´¨³ É¥²Ó´μ · ¸¸³μ-
É·¨³ ¶·μÍ¥¸¸ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î ¸É¨Í ¸ μ¡Ñ¥±É ³¨, ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ
μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ μ¡· §μ³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, É ±¨³¨ μ¡Ñ¥±É ³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
¶·¨¡μ·Ò, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³Ò¥ ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¸ ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ Î ¸É¨Í ³¨.

3. ŒŸƒŠˆ… ”�’��› ‚ Š‚��’�‚›• ���–…‘‘�•

�¤´¨³ ¨§ É ±¨Ì Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö-
´¨Ö Ô²¥±É·μ´  ´  Ö¤·¥. �ÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ Ìμ·μÏμ ¨§ÊÎ¥´ ± ± É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨, É ±
¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [30]). �·¨ · ¸Î¥É Ì ¢ ¸É ·Ï¨Ì ¶μ·Ö¤-
± Ì É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¶μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ¨´Ë· ±· ¸´Ò¥ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨. ‚ ±¢ ´Éμ-
¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö · §· ¡μÉ ´ ÔËË¥±É¨¢´Ò° ³¥Éμ¤ Ê¸É· ´¥´¨Ö ÔÉ¨Ì É·Ê¤´μ¸É¥°.
Œ¥Éμ¤ § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ Éμ³, ÎÉμ ¶·¨ · ¸Î¥É¥ ¸¥Î¥´¨Ö · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶μ³¨³μ ¤¨ -
£· ³³ ”¥°´³ ´ , ±μÉμ·Ò¥ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ Î¨¸Éμ Ê¶·Ê£μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥, ´Ê¦´μ ÊÎ¨ÉÒ-
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¢ ÉÓ ¤¨ £· ³³Ò, ±μÉμ·Ò¥ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ · ¸¸¥Ö´¨¥, ¸μ¶·μ¢μ¦¤ ÕÐ¥¥¸Ö ¨¸¶Ê¸± -
´¨¥³ ³Ö£±¨Ì Éμ·³μ§´ÒÌ ËμÉμ´μ¢. ‚ ·¥ ²Ó´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ³Ò ¢¸¥£¤  ¨³¥¥³
¤¥²μ ¸ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓÕ É ±¨Ì ¤¢ÊÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢. �·¨ ÔÉμ³ ¤²Ö ±μ³¶¥´¸ Í¨¨ ¢¸¥Ì
¨´Ë· ±· ¸´ÒÌ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¥° ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ Éμ·³μ§´ÒÌ ËμÉμ´μ¢
¨¸¶Ê¸± ¥É¸Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ, ´μ μ´¨ ¸Ê³³ ·´μ Ê´μ¸ÖÉ μÎ¥´Ó ³ ²ÊÕ ¤μ²Õ
Ô´¥·£¨¨. �μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ÔÉμ μ¡² ±μ ËμÉμ´μ¢ ¡Ê¤¥É ¢¥¸É¨ ¸¥¡Ö
± ± ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³ .

‘ ÔÉ¨³ μ¡² ±μ³ ¡Ê¤¥É ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ · ¸¸¥Ö´´Ò° Ô²¥±É·μ´. �¡ÒÎ´μ
¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ÔÉμÉ Ô²¥±É·μ´, ´ ·Ö¤Ê ¸ ±μ·¶Ê¸±Ê²Ö·´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, μ¡² -
¤ ¥É ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¢μ²´Ò ¤¥ 	·μ°²Ö ¸ ¢μ²´μ¢Ò³ ¢¥±Éμ·μ³ k (k� Å ¨³¶Ê²Ó¸
Ô²¥±É·μ´ ). �μ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³Ö£±μ£μ Ô²¥±É·μ´  ¤²¨´  ¢μ²´Ò
³μ£²  ¡Ò ¶·¨´ÖÉÓ ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨¥ · §³¥·Ò. ƒμ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´μ
¶·¥¤¶μ²μ¦¨ÉÓ, ÎÉμ · ¸¸¥Ö´´Ò° Ô²¥±É·μ´ μ¡² ¤ ¥É ¸¢μ°¸É¢ ³¨ μ¸Í¨²²ÖÉμ·  ¸
Î ¸ÉμÉμ° ωk = |k|. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ÎÉμ Ô²¥±É·μ´ μ¡² ¤ ¥É ´¥ Éμ²Ó±μ ¸μ¡-
¸É¢¥´´Ò³ Ê£²μ¢Ò³ ³μ³¥´Éμ³, ´μ ¨ Î ¸ÉμÉμ° ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. �É¨
¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¶μ·μ¦¤ ÕÉ ¢ μ¡² ±¥ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¢μ²´Ê. � ¤μ
¸± § ÉÓ, ÎÉμ ¤¥ 	·μ°²Ó ´¥ ÊÉ¢¥·¦¤ ², ÎÉμ ±¢ ´Éμ¢ Ö Î ¸É¨Í  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢μ²-
´μ°. �´ ÊÉ¢¥·¦¤ ² (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [31]), ÎÉμ ¸ Î ¸É¨Í¥° ¸¢Ö§ ´  ¢μ²´  ¸
Î ¸ÉμÉμ° ωk.

ˆ´ Î¥ ³μ¦´μ ¸± § ÉÓ, ÎÉμ Ô²¥±É·μ´Ê ¸ ¨³¶Ê²Ó¸μ³ k� ±μ£¥·¥´É´  ¢μ²´ 
³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¸ Î ¸ÉμÉμ° ωk. …¸É¥¸É¢¥´´μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¨ÉÓ, ÎÉμ Ô²¥±É·μ´
¨ ±μ£¥·¥´É´ Ö ¸ ´¨³ ¢μ²´  ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¸μ¸É ¢²ÖÕÉ ¥¤¨´Ò° Ë¨§¨Î¥-
¸±¨° μ¡Ñ¥±É ®³ ·±¨·μ¢ ´´ÊÕ ¢μ²´Ê¯, ±μÉμ·Ò°, ± ± ¢¸Ö± Ö ¢μ²´ , μ¡² ¤ ¥É
¸¢μ°¸É¢μ³ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢¶μ²´¥ Ê³¥¸É´Ò³ ³μ-
¦¥É μ± § ÉÓ¸Ö Ëμ·³ ²¨§³ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ƒ² Ê¡¥·μ³
(¸³. [32,33]).

‚ Ëμ·³ ²¨§³¥ ƒ² Ê¡¥·  ¢¥±Éμ·´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² Â (Ô²¥³¥´É C∗- ²£¥¡·Ò)
¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö μ¶¥· Éμ·μ³ ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, ±μÉμ·Ò° · ¸±² ¤Ò-
¢ ¥É¸Ö ¶μ ËÊ´±Í¨Ö³ ³μ¤ uk:

Â(rt) =
∑

k

√
�

2ωk

[
b−k uk(r) e−iωkt + b+

k u∗
k(r) e+iωkt

]
.

‡¤¥¸Ó ¨´¤¥±¸ k Å ÔÉμ ³Ê²ÓÉ¨¨´¤¥±¸, μ¶·¥¤¥²Ö¥³Ò° ± ± ¶·μ¥±Í¨Ö³¨ ¢¥±-
Éμ·  k, É ± ¨ ¶μ²Ö·¨§ Í¨¥° ¢μ²´Ò uk. ’ ± ± ± ¸ ¤¨¸±·¥É´Ò³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨
· ¡μÉ ÉÓ §´ Î¨É¥²Ó´μ Ê¤μ¡´¥¥, Î¥³ ¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨, Éμ ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¸¨-
¸É¥³  § ´¨³ ¥É ¡μ²ÓÏμ°, ´μ ±μ´¥Î´Ò° μ¡Ñ¥³. ”Ê´±Í¨¨ uk Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ·¥Ï¥´¨-
Ö³¨ ¢μ²´μ¢μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

∇2uk + ω2
kuk = 0

¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨, μ¡· §ÊÕÉ ¶μ²´Ò° μ·Éμ´μ·³¨·μ-
¢ ´´Ò° ´ ¡μ· ¨ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ É·¥¡μ¢ ´¨Õ ¶μ¶¥·¥Î´μ¸É¨.
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Š¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  Â ¶μ²´μ¸ÉÓÕ Ë¨±¸¨·ÊÕÉ¸Ö, ¶μ¸ÉÊ²¨-
·ÊÖ, ÎÉμ μ¶¥· Éμ·Ò b±k Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ± ´μ´¨Î¥¸±¨³ ¶¥·¥¸É ´μ¢μÎ´Ò³ ¸μμÉ-
´μÏ¥´¨Ö³

[b−k , b+
k′ ] = δkk′ , [b±k , b±k′ ] = 0.

�μ¸²¥ ÔÉμ£μ ± ¦¤ÊÕ ³μ¤Ê ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μÉ¤¥²Ó´μ.
‘μ¸ÉμÖ´¨¥ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢ Ëμ·³ ²¨§³¥ ƒ² Ê¡¥·  μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢

É¥·³¨´ Ì ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° |βk〉, ±μÉμ·Ò¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ

b−k |βk〉 = βk|βk〉,

£¤¥ βk Å ±μ³¶²¥±¸´μ¥ Î¨¸²μ βk = |βk| exp (iφk).
�·¨³¥´¨É¥²Ó´μ ± ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´¥, |βk| ³μ¦´μ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ

± ± ¶ · ³¥É·, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨° Ô´¥·£¨Õ ±μ²¥¡ ´¨° ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¢ ³ ·-
±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´¥,   φk Å ± ± Ë §Ê ¢μ²´Ò, ±μÉμ· Ö Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ¶μ²μ¦¥´¨¥³
³ ·±¥·  (Ô²¥±É·μ´ ) ¢ ¢μ²´¥.

4. ��‹œ ŒŸƒŠˆ• ”�’���‚ ‚ 	””…Š’… ��

‚ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¨ ÔËË¥±É  �	 ¶·¨´¨³ ÕÉ ÊÎ ¸É¨¥ ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ
Ô²¥±É·μ´μ¢ ¨ μ£·μ³´μ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢. �´¨ ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ¤μ-
¢μ²Ó´μ ¸²μ¦´ÒÌ ¸¢Ö§ÖÌ ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ°. —Éμ¡Ò · §μ¡· ÉÓ¸Ö ¢ ÔÉ¨Ì ¸¢Ö§ÖÌ, Ê¤μ¡´μ
¨§ ÔÉμ° ¸²μ¦´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò · §²¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ ¢Ò¤¥²ÖÉÓ ¶μ¤¸¨-
¸É¥³Ò, ± ¦¤ÊÕ ¨§ ±μÉμ·ÒÌ μ¶¨¸ ÉÓ ¸· ¢´¨É¥²Ó´μ ¶·μ¸Éμ.

�¤´μ° ¨§ É ±¨Ì ¶μ¤¸¨¸É¥³ ¡Ê¤¥É ³ ·±¨·μ¢ ´´ Ö ¢μ²´  ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢,
±μÉμ·ÊÕ ³Ò μ¡μ§´ Î¨³ |βk〉. �É  ¢μ²´  ¸μ¸Éμ¨É ¨§ μ£·μ³´μ£μ Î¨¸²  ³Ö£±¨Ì
ËμÉμ´μ¢, ¶μ¤μ¡´μ Éμ³Ê, ± ± £ § ¢ É¥·³μ¸É É¥ ¸μ¸Éμ¨É ¨§ μ£·μ³´μ£μ Î¨¸² 
³μ²¥±Ê². Š ¦¤ Ö ¨§ ³μ²¥±Ê² ¢ £ §¥ μ¡² ¤ ¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ±¨´¥É¨Î¥¸±μ°
Ô´¥·£¨¥°, ´μ ÔÉ  Ô´¥·£¨Ö ¶· ±É¨Î¥¸±μ£μ ¨´É¥·¥¸  ´¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É. ‡´ Î¨-
É¥²Ó´μ Ê¤μ¡´¥¥ Ì · ±É¥·¨§μ¢ ÉÓ μÉ¤¥²Ó´ÊÕ ³μ²¥±Ê²Ê ¸·¥¤´¥° ¶μ  ´¸ ³¡²Õ
±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¥° (É¥³¶¥· ÉÊ·μ°) ¨ μÉ±²μ´¥´¨¥³ ¨´¤¨¢¨¤Ê ²Ó´μ° Ô´¥·-
£¨¨ μÉ ÔÉμ£μ ¸·¥¤´¥£μ §´ Î¥´¨Ö. �μ¸²¥ ÔÉμ£μ ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¸·¥¤´ÕÕ Ô´¥·£¨Õ
¸É ¡¨²Ó´μ° ¶μ  ´¸ ³¡²Õ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°,   §´ Î¥´¨¥³ μÉ±²μ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ μÉ
¸·¥¤´¥£μ §´ Î¥´¨Ö ¶·μ¸Éμ ´¥ ¨´É¥·¥¸μ¢ ÉÓ¸Ö.

�´ ²μ£¨Î´μ, ¢ ¸²ÊÎ ¥ ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´Ò, ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ βk §´ Î¥´¨¥³
¸É ¡¨²Ó´μ° ¶μ  ´¸ ³¡²Õ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°,   §´ Î¥´¨Ö³¨ ¤·Ê£¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ´¥
¨´É¥·¥¸μ¢ ÉÓ¸Ö. ’μ£¤  ³μ¦´μ ¸± § ÉÓ, ÎÉμ ¢μ²´  ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³
±¢ ´Éμ¢μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¨ μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ¢¥±Éμ·μ³ £¨²Ó¡¥·Éμ¢ 
¶·μ¸É· ´¸É¢  Hph. �É¨³ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´μ¥ ¢ÒÏ¥ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ ¤²Ö
¢μ²´Ò. ‚μ²´  ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¨³¥¥É ¢¶μ²´¥ μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ²μ± ²¨§ Í¨Õ ¢
¶·μ¸É· ´¸É¢¥ M ¨ μ¡² ¤ ¥É μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓÕ. �¸´μ¢´Ò³ Ë ±Éμ-
·μ³ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢μ²´Ò Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥ ¸¨²Ò ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö
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³¥¦¤Ê ËμÉμ´ ³¨, ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨³¨ ¢μ²´Ê,   ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ¥ · ¢´μ¢¥¸¨¥ ¢ ¶·μ-
Í¥¸¸¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ÔÉ¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¸ ¢μ§¡Ê¤¨É¥²¥³ ¢μ²´Ò ¨ ¸ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³
μ¡Ñ¥±Éμ³, Ë¨±¸¨·ÊÕÐ¨³ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö. �ÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ÉμÌ -
¸É¨Î¥¸±¨³ ¨ ±μ´É·μ²¨·Ê¥É¸Ö É¥μ·¨¥° ¢¥·μÖÉ´μ¸É¥°. ‚ É¥·³¨´ Ì ¢μ²´Ò Ê¤μ¡´μ
¸²¥¤¨ÉÓ §  ²μ± ²Ó´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¸¨¸É¥³Ò ¨ §  ¥¥ ¤¨´ ³¨±μ°. �¤´ ±μ ¨§-
§  ¸¢μ¥° μÎ¥´Ó ³ ²μ° Ô´¥·£¨¨ ÔÉ  ¢μ²´  ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¨§³¥·¨É¥²Ó´Ò³¨
¶·¨¡μ· ³¨ ´¥ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥É¸Ö.

„·Ê£μ° ¢ ¦´μ° ¶μ¤¸¨¸É¥³μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö  ´¸ ³¡²Ó ³ ·±¥·μ¢ (Ô²¥±É·μ´μ¢).
Œ ·±¥·Ò ²¥£±μ ·¥£¨¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö Å μ¸É ¢²ÖÕÉ ¸²¥¤ ´  Ô±· ´¥ O. �μ Ô²¥±-
É·μ´Ò ¨§²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ I ´¥§ ¢¨¸¨³μ ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£  ¨ ¢ · §²¨Î´Ò¥ ³μ-
³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨. „·Ê£ ¸ ¤·Ê£μ³ μ´¨ ´¨± ± ´¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÉ. �μÔÉμ³Ê ÔÉμÉ
 ´¸ ³¡²Ó ± ± ¥¤¨´μ¥ Í¥²μ¥ ´¥ ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¨ ´¥ ¨³¥¥É
¸μ¡¸É¢¥´´μ° ¤¨´ ³¨±¨. �¤´ ±μ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¸¢¥¤¥´¨Ö μ ²μ± ²¨§ Í¨¨ Ô²¥±É·μ-
´μ¢ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ μ¶μ¸·¥¤μ¢ ´´μ, ¸Î¨É Ö, ÎÉμ ± ¦¤Ò° ¨§ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¨³¥¥É
²μ± ²¨§ Í¨Õ ¢ ¶·¥¤¥² Ì ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´Ò.

�´¸ ³¡²Õ Ô²¥±É·μ´μ¢ ³μ¦´μ ¸μ¶μ¸É ¢¨ÉÓ ¨ ¢¥±Éμ· ´¥±μÉμ·μ£μ £¨²Ó¡¥·-
Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢  He, ¥¸²¨ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ³ ·±¥·Ò ¢ ³ ·±¨·μ¢ ´´ÒÌ
¢μ²´ Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´Ò ¸²ÊÎ °´Ò³ μ¡· §μ³ ¨ ± ¦¤Ò° ³Ö£±¨° ËμÉμ´ ¢ ³ ·±¨-
·μ¢ ´´μ° ¢μ²´¥ ¨³¥¥É μ¤´Ê ¨ ÉÊ ¦¥ ¢¥·μÖÉ´μ¸ÉÓ ¡ÒÉÓ § ³¥Ð¥´´Ò³ ³ ·±¥·μ³.
�·¥¤¸É ¢¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¨¸ÉμÎ´¨± I ¨¸¶Ê¸± ¥É Ô²¥±É·μ´Ò ´¥ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
  ¢¸¥ ¸· §Ê. ’μ£¤  ¶μ ¸¢μ¨³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³ (¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥) Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³  ´¸ ³¡²Ó Ô²¥±É·μ´μ¢ ¡Ê¤¥É ÉμÎ´μ° ±μ¶¨¥°  ´¸ ³¡²Ö
³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ μ¤´μ° ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´Ò, ¨¸¶ÊÐ¥´´μ° ¢ ÔÉμÉ ³μ³¥´É
¢·¥³¥´¨.

ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¸·¥¤´¨¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨
 ´¸ ³¡²Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ ¡Ê¤ÊÉ ¸μ¢¶ ¤ ÉÓ ¸ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´Ò³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨-
± ³¨ μ¤´μ° ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´Ò Å É ±μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ Ô·£μ¤¨Î´μ¸É¨. ‘μμÉ-
¢¥É¸É¢¥´´μ, £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ He ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¨§μ³μ·Ë´μ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢Ê Hph. Œ É¥³ É¨Î¥¸±¨  ´¸ ³¡²Ó ¨¸¶ÊÐ¥´´ÒÌ Ô²¥±É·μ´μ¢ ³Ò ³μ¦¥³ É· ±-
Éμ¢ ÉÓ ± ± ±μ£¥·¥´É´ÊÕ ¢μ²´Ê, ÌμÉÖ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¢μ²´μ° ¢ ¢¨¤¥ ¥¤¨´μ£μ Ë¨-
§¨Î¥¸±μ£μ μ¡Ñ¥±É  μ´  ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö. Œμ¦´μ ¸± § ÉÓ, ÎÉμ  ´¸ ³¡²Ó Ô²¥±É·μ´μ¢
μ¡· §Ê¥É ¢¥·μÖÉ´μ¸É´ÊÕ ¢μ²´Ê.

5. ��ˆ‘��ˆ… „ˆ��ŒˆŠˆ ‚ 	Š‘�…�ˆŒ…�’… ��

‘´ Î ²  μ¶¨Ï¥³ ¤¨´ ³¨±Ê ¢ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì, ¨´ÉÊ¨É¨¢´μ ¶μ´ÖÉ´ÒÌ É¥·³¨-
´ Ì. ‡ É¥³ ¶μ¸É · ¥³¸Ö ¢¸¥ ÔÉμ μ¡² Î¨ÉÓ ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±ÊÕ Ëμ·³Ê. �μ
¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Õ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¸¨¸É¥³  μ¤´μ·μ¤´  ¢¤μ²Ó μ¸¨,
¶¥·¶¥´¤¨±Ê²Ö·´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨ ·¨¸Ê´± . �μÔÉμ³Ê ¡Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¢¸¥ ¸μ-
¡ÒÉ¨Ö ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÉ ¢ ¶²μ¸±μ¸É¨ ·¨¸Ê´± . � ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ´ Î´¥³ ¸ ²¥¢μ£μ ±· Ö
·¨¸Ê´± .
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ˆ¸ÉμÎ´¨± I ¨¸¶Ê¸± ¥É ³´μ¦¥¸É¢μ ³ ·±¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢μ²´ |βk〉. “ ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì
¢μ²´ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¢μ²´μ¢μ° ¢¥±Éμ· k, ´ ¶· ¢²¥´´Ò° ¢¤μ²Ó μ¸¨ x. “ ± ¦¤μ°
¢μ²´Ò ¥¸ÉÓ μ¤¨´ ³ ·±¥·, · ¸¶μ²μ¦¥´´Ò° ¸²ÊÎ °´Ò³ μ¡· §μ³. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³
± ¦¤μ° ¢μ²´¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¸μ¶μ¸É ¢²ÖÉÓ ¢¥±Éμ· £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ . �μ-
ÔÉμ³Ê ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ²  ³Ò ¡Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ ¢μ²´Ò É¥³¨ ¦¥ ¸¨³¢μ² ³¨, ÎÉμ ¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¢¥±Éμ·Ò £¨²Ó¡¥·Éμ¢  ¶·μ¸É· ´¸É¢ .

�¨ÉÓ f · ¸Ð¥¶²Ö¥É ¢μ²´Ê ´  ¤¢¥ ±μ£¥·¥´É´Ò¥ Î ¸É¨: |d1〉 ¨ |d2〉, ±μÉμ·Ò¥,
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ°¤ÊÉ ¢ Ð¥²¨ d1 ¨ d2. �²¥±É·μ´ (³ ·±¥·) ¸²ÊÎ °´Ò³ μ¡· -
§μ³ ¶μ°¤¥É ¸ μ¤´μ° ¨§ Î ¸É¥°. �·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ Ð¥²¥° ¢μ²´μ¢Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò
¶μ²ÊÎ É ¸²ÊÎ °´Ò¥ ´¥¡μ²ÓÏ¨¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö ¶μ ´ ¶· ¢²¥´¨Õ μ¸¨ y. Š·μ³¥
Éμ£μ, É¥μ·¥³  ‘Éμ±¸  ÊÉ¢¥·¦¤ ¥É, ÎÉμ ´ ³ £´¨Î¥´´Ò° ¸É¥·¦¥´Ó ¢²¨Ö¥É ´ 
¸É·Ê±ÉÊ·Ê Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, μ´ ¢²¨Ö¥É ´  ³Ö£±¨¥ Ëμ-
Éμ´Ò, μ¡· §ÊÕÐ¨¥ ³ ·±¨·μ¢ ´´ÊÕ ¢μ²´Ê. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ²´Ò |d1〉 ¨ |d2〉,
μ¸É ¢ Ö¸Ó ±μ£¥·¥´É´Ò³¨, ¶·¨μ¡·¥ÉÊÉ · §´μ¸ÉÓ Ë §. �Éμ ³μ¦¥É ¶μ¢²¨ÖÉÓ ´ 
¢¥²¨Î¨´Ê μÉ±²μ´¥´¨° ¢μ²´μ¢μ£μ ¢¥±Éμ· . 	² £μ¤ ·Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ³Ê ¶μÉ¥´-
Í¨ ²Ê ´  ´¨É¨ f , ¶μ¸²¥ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö Ð¥²¥° ¢μ²´Ò |d1〉 ¨ |d2〉 ±μ£¥·¥´É´μ
¸±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö. ‚ ¶μ²ÊÎ¨¢Ï¥°¸Ö ¢μ²´¥ ¢μ²´μ¢μ° ¢¥±Éμ· Ê¦¥ ´¥ ¡Ê¤¥É ´ ¶· -
¢²¥´ ¶μ μ¸¨ x. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥, ¶·¨ ¶μ¶ ¤ ´¨¨ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ´  Ô±· ´ O
μ´¨ ³μ£²¨ ¡Ò μ¡· §μ¢ ÉÓ ´  ´¥³ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ÊÕ ± ·É¨´Ê. �¤´ ±μ ÔÉ¨
ËμÉμ´Ò μ¡² ¤ ÕÉ ¸²¨Ï±μ³ ³ ²μ° Ô´¥·£¨¥°, ÎÉμ¡Ò μ¸É ¢¨ÉÓ ·¥£¨¸É·¨·Ê¥³Ò°
¸²¥¤.

‚³¥¸É¥ ¸ É¥³ ¢ ± ¦¤μ° ³ ·±¨·μ¢ ´´μ° ¢μ²´¥ ¶μ³¨³μ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢
¶·¨¸ÊÉ¸É¢Ê¥É μ¤¨´ Ô²¥±É·μ´. �ÉμÉ Ô²¥±É·μ´ μ¡² ¤ ¥É ¤μ¸É ÉμÎ´μ° Ô´¥·£¨¥°,
ÎÉμ¡Ò μ¸É ¢¨ÉÓ ¸²¥¤ ´  Ô±· ´¥ ¢ ¢¨¤¥ ÉμÎ±¨. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ´  Ô±· ´
¶μ¶ ¤¥É ´¥ μ¤¨´μÎ´ Ö ³ ·±¨·μ¢ ´´ Ö ¢μ²´ ,    ´¸ ³¡²Ó É ±¨Ì ¢μ²´, ¢ ± ¦¤μ°
¨§ ±μÉμ·ÒÌ ¨³¥¥É¸Ö ¶μ μ¤´μ³Ê Ô²¥±É·μ´Ê. �É¨ Ô²¥±É·μ´Ò ´ ·¨¸ÊÕÉ ´  Ô±· ´¥
Ê¦¥ ¢¨¤¨³ÊÕ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ÊÕ ± ·É¨´Ê. ‚ ¸¨²Ê ¸± § ´´μ£μ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³
· §¤¥²¥ ÔÉ  ± ·É¨´  ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¢¨¤¨³μ° ±μ¶¨¥° ´¥¢¨¤¨³μ° ¨´É¥·Ë¥·¥´-
Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò, μ¡· §μ¢ ´´μ° ³Ö£±¨³¨ ËμÉμ´ ³¨ μ¤´μ° ³ ·±¨·μ¢ ´´μ°
¢μ²´Ò.

„²Ö Ô²¥±É·μ´  ´ ³ £´¨Î¥´´Ò° ¸É¥·¦¥´Ó a ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ É¥´¨ ´¨É¨ f . �μ-
ÔÉμ³Ê ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ Ô²¥±É·μ´ ¸μ ¸É¥·¦´¥³ a ´¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É. ‘ ¤·Ê-
£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ± ± Ê¦¥ Ê± §Ò¢ ²μ¸Ó, ¢¸Ö± Ö ¢μ²´ , ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ³ ·±¨·μ¢ ´´ Ö,
Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ê¸Éμ°Î¨¢μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¥°. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ³¥¦¤Ê
³´μ¦¥¸É¢μ³ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¨ Ô²¥±É·μ´μ³, ¢Ìμ¤ÖÐ¨³¨ ¢ μ¤´Ê ³ ·±¨·μ¢ ´-
´ÊÕ ¢μ²´Ê, ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, Î¥-
·¥§ ¶μ¸·¥¤´¨±  Ô²¥±É·μ´ ¸ ³ £´¨É´Ò³ ¸É¥·¦´¥³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É. …¸²¨ § -
¡ÒÉÓ μ ¶μ¸·¥¤´¨±¥, Éμ ÔÉμ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¢Ò£²Ö¤¨É ± ± ´¥²μ± ²Ó´μ¥. �μ
²μ± ²Ó´μ¸ÉÓ, ± ± μ¡Ð¨° ¶·¨´Í¨¶ É¥μ·¨¨, ´¥ ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö.

’¥¶¥·Ó ¶·¨¸ÉÊ¶¨³ ± ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³Ê · ¸Î¥ÉÊ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·-
É¨´Ò, ·¨¸Ê¥³μ° Ô²¥±É·μ´ ³¨. ‚ ¸¢¥É¥ ¸± § ´´μ£μ ¢ÒÏ¥ ¶·¨ ÔÉμ³ ³μ¦´μ ¸²¥-
¤¨ÉÓ ´¥ §  Ô²¥±É·μ´ ³¨,   §  ³Ö£±¨³¨ ËμÉμ´ ³¨ ³ ·±¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢μ²´. �´¸ ³-
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¡²¨ É ±¨Ì ¢μ²´ ¡Ê¤¥³ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¢¥±Éμ· ³¨ £¨²Ó¡¥·Éμ¢ 
¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ¸¢μ¨Ì · ¸Î¥É Ì ¡Ê¤¥³ μ·¨¥´É¨·μ¢ ÉÓ¸Ö ´  ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (3).
� Î´¥³ ¸ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥£μ μ¶¥· Éμ·  ¶·μ¥±É¨·μ¢ ´¨Ö p̃ϕη .

Š ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó, ¢  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢Ò¡· ÉÓ ¸¨-
¸É¥³Ê ¥¤¨´¨Í, ÎÉμ¡Ò ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¸É ²¨ ¡¥§· §³¥·´Ò³¨. ‚ · ¸¸³ É·¨¢ -
¥³μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¥¤¨´¨ÍÒ ¤²¨´Ò Ê¤μ¡´μ ¢Ò¡· ÉÓ Ï¨·¨´Ê ± ¦¤μ° ¨§
Ð¥²¥° (|d1| = |d2| = d = 1),   ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¥¤¨´¨ÍÒ ¢μ²´μ¢μ£μ ¢¥±Éμ·  Å ωk.

™¥²Ó d1 μÉ¡¥·¥É ¢ ¶·μÏ¥¤Ï¥° Î¥·¥§ ´¥¥ ¢μ²´¥ ³Ö£±¨¥ ËμÉμ´Ò, ±μμ·¤¨-
´ É  y ±μÉμ·ÒÌ ²¥¦¨É ¢ ¨´É¥·¢ ²¥ [r, r + 1], £¤¥ r Å · ¤¨Ê¸ ´¨É¨ f ¢ ¥¤¨´¨-
Í Ì d. �μÔÉμ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ÔÉμ° ¢μ²´Ò ³μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ ¢¥±Éμ·μ³

|d1〉 = 1 ¶·¨ y ∈ [r, r + 1] ¨ |d1〉 = 0 ¢ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥.

�´ ²μ£¨Î´μ

|d2〉 = 1 ¶·¨ − y ∈ [r, r + 1] ¨ |d2〉 = 0 ¢ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥.

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ±μ£¥·¥´É´μ£μ ¸²μ¦¥´¨Ö ÔÉ¨Ì Î ¸É¥° ¸μ¸ÉμÖ´¨¥
¢μ²´Ò ¡Ê¤¥É μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ¸Ö ¢¥±Éμ·μ³

|s〉 = 2(−1/2)[|d1〉 + exp (i2πα)|d2〉].

‡¤¥¸Ó ¶ · ³¥É· α μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸³¥Ð¥´¨¥ Ë §Ò ¢μ²´Ò |d2〉 μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ë §Ò
¢μ²´Ò |d1〉. ‡´ Î¥´¨¥ ÔÉμ£μ ¶ · ³¥É·  ¸μ£² ¸´μ É¥μ·¥³¥ ‘Éμ±¸  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
³ £´¨É´Ò³ ¶μÉμ±μ³ Î¥·¥§ ¸É¥·¦¥´Ó a.

�¸´μ¢´Ò¥ ¸¶μ·Ò ³¥¦¤Ê ¸Éμ·μ´´¨± ³¨ ¨ ¶·μÉ¨¢´¨± ³¨ ÔËË¥±É  �	 ¸μ-
¸·¥¤μÉμÎ¨²¨¸Ó ¨³¥´´μ ¢μ±·Ê£ ÔÉμ£μ ¶ · ³¥É· . „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ É¥μ·¥³¥
‘Éμ±¸  Ë¨£Ê·¨·Ê¥É ´¥ ´ ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ Ô²¥±É·μ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö,   ¢¥±Éμ·´Ò°
¶μÉ¥´Í¨ ² Â. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, §´ Î¥´¨¥ A ¢¥±Éμ·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´¥ μ¶·¥-
¤¥²¥´μ μ¤´μ§´ Î´μ,   § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡· ´´μ° ± ²¨¡·μ¢±¨. �μÔÉμ³Ê, ÊÉ¢¥·¦¤ ²¨
¶·μÉ¨¢´¨±¨, ¢¥±Éμ·´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢¥²¨Î¨´μ° ¨
´¥ ³μ¦¥É ¶μ·μ¦¤ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò° ÔËË¥±É.

‚ · ³± Ì ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¢ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  É ±¨¥
· ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ´¥¶· ¢μ³μÎ´Ò, É ± ± ± É·¥¡μ¢ ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ³μ¦´μ
Éμ²Ó±μ μÉ É¥Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ, ±μÉμ·Ò¥ ¸É ¡¨²Ó´Ò ´  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ Ô²¥-
³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨ÖÌ. �¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ §´ Î¥´¨° ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¶·¥³¥´´Ò³
¸¢μ°¸É¢μ³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. �¥¶·¥³¥´´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨Ì
¶·¨´ ¤²¥¦´μ¸ÉÓ  ²£¥¡·¥. ‚¶μ²´¥ ¤μ¶Ê¸É¨³μ, ÎÉμ ± ±¨¥-Éμ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ´¥
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸É ¡¨²Ó´Ò³¨,   ¨Ì  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨ ¸É ¡¨²Ó´Ò ¨ ¨³¥ÕÉ
μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö.

ˆ³¥´´μ É ± Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¢ ÔËË¥±É¥ �	. ‚Ò§¢ ´´μ¥ ¢¥±Éμ·´Ò³
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¨§³¥´¥´¨¥ Ë § ± ¦¤μ° ¨§ ¢μ²´ |d1〉 ¨ |d2〉 ´¥ ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´-
´μ£μ §´ Î¥´¨Ö, ´μ · §´μ¸ÉÓ Ë § Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸É ¡¨²Ó´μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¨ ¨³¥¥É
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μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ  ´ ²μ£¨Î´ Ö ¸¨ÉÊ Í¨Ö Ì · ±É¥·´  ¨ ¤²Ö
±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³. ‘±μ·μ¸ÉÓ ± ±μ£μ-Éμ μ¤´μ£μ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ μ¡Ñ¥±É  ´¥
¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö (§ ¢¨¸¨É μÉ ¸¨¸É¥³Ò ±μμ·¤¨´ É),   μÉ´μ¸¨É¥²Ó-
´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¤¢ÊÌ μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ (Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸É ¡¨²Ó-
´μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ°).

‚ Ëμ·³Ê²¥ (3) μ¶¥· Éμ· ¶·μ¥±É¨·μ¢ ´¨Ö p̃ϕη μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¸É·Ê±ÉÊ·Ê  ´¸ ³-

¡²Ö, ¶μ ±μÉμ·μ³Ê ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É Ê¸·¥¤´¥´¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
¢ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ É ±μ£μ ¶·μ¥±Éμ·  ¸²¥¤Ê¥É ¢§ÖÉÓ μ¶¥· Éμ· |s〉〈s|.
‚ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° B̂ ¢μ§Ó³¥³ ¶·μ¥±Éμ· ´  ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ |ky〉, ¢ ±μÉμ·μ³
¶·μ¥±Í¨Ö ¢μ²´μ¢μ£μ ¢¥±Éμ·  ´  μ¸Ó y ¨³¥¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥. ‚ ±μμ·-
¤¨´ É´μ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ÔÉμ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤ |ky〉 = exp (iy ky).

‚ ÔÉ¨Ì μ¡μ§´ Î¥´¨ÖÌ Ëμ·³Ê²  (3) ¶·¨μ¡·¥É¥É ¢¨¤ Ψϕη(B̂)|s〉〈s| = |s〉〈s|×
|ky〉〈ky ||s〉〈s|, ÎÉμ · ¢´μ¸¨²Ó´μ

Ψϕη(B̂) = |〈s|ky〉|2. (6)

—Éμ¡Ò ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ Ëμ·³Ê²Ê (6) ¢ ¡¥§· §³¥·´ÒÌ É¥·³¨´ Ì, ´Ê¦´μ ¢ ´¥°
¸¤¥² ÉÓ § ³¥´Ê ky → ky/ωk ≡ θ. ”¨§¨Î¥¸±¨ θ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É Ê£μ² · ¸¸¥Ö´¨Ö
¢μ²´Ò ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, Ψϕη ¨³¥¥É ¸³Ò¸² ¶²μÉ´μ¸É¨ ρ(θ)
Î¨¸²  ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢, · ¸¸¥Ö´´ÒÌ ´  Ê£μ² θ.

‚ Ëμ·³Ê²¥ (6)

〈s|ky〉 =
1√
2

1+r∫
r

dy
[
eiθy + e−iθy e−i2παy

]
.

‚ÒÎ¨¸²ÖÖ ¨´É¥£· ², Ëμ·³Ê²Ê (6) ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

ρ(θ) =
8
θ2

cos2
(

rθ +
θ

2
+ πα

)
sin2

(
θ

2

)
. (7)

‚ ·¥ ²Ó´μ ¶·μ¢¥¤¥´´μ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ r ∼ 10−3. �μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ ¶μ²μ-
¦¨ÉÓ r = 0. � ¨¡μ²¥¥ Ö·±μ° Î ¸ÉÓÕ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò Ö¢²Ö¥É¸Ö
Í¥´É· ²Ó´ Ö (θ ∼ 0). � ¸¶μ²μ¦¥´¨¥ ¶μ²μ¸ ¢ ´¥° Ê¶· ¢²Ö¥É¸Ö ±μ¸¨´Ê¸μ³.
‚¨¤´μ, ÎÉμ ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  (¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ α) ¨´É¥·Ë¥-
·¥´Í¨μ´´ Ö ± ·É¨´  ¸³¥Ð ¥É¸Ö. ˆ³¥´´μ ÔÉμ ¸³¥Ð¥´¨¥ ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÔËË¥±-
Éμ³ �	.

�¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ Ëμ·³Ê²  (7) μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ÊÕ ± ·É¨´Ê,
±μÉμ·ÊÕ ³μ£²¨ ¡Ò ´ ·¨¸μ¢ ÉÓ ³Ö£±¨¥ ËμÉμ´Ò μ¤´μ° ±μ£¥·¥´É´μ° ¢μ²´Ò. Šμ-
´¥Î´μ, Ô´¥·£¨Ö ÔÉ¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¸²¨Ï±μ³ ³ ² , ÎÉμ¡Ò μ¸É ¢¨ÉÓ ¢¨¤¨³Ò° ¸²¥¤
´  ·¥£¨¸É·¨·ÊÕÐ¥³ Ô±· ´¥. �μ, ± ± Ê¦¥ μÉ³¥Î ²μ¸Ó, ¶·¨ ¶ ¤¥´¨¨ ´  Ô±· ´
¡μ²ÓÏμ£μ ±μ²¨Î¥¸É¢  ³ ·±¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢μ²´ ³ ·±¥·Ò (Ô²¥±É·μ´Ò) ¸É É¨¸É¨Î¥-
¸±¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ ¢¨¤¨³ÊÕ ±μ¶¨Õ ÔÉμ° ± ·É¨´Ò.
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	Ò²μ ¡Ò ¶μÊÎ¨É¥²Ó´μ ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¸É¨ ¶·μÍ¥¸¸ ¶μ¸É¥¶¥´´μ£μ ¶·μÖ¢²¥´¨Ö
É ±μ° ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¨¸ÉμÎ-
´¨±, ±μÉμ·Ò° ¨¸¶Ê¸± ¥É μÎ¥´Ó ´¥¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢ ¥¤¨´¨ÍÊ
¢·¥³¥´¨,   ²ÊÎÏ¥ ¶μ μ¤´μ³Ê, ¨ ´ ¡²Õ¤ ÉÓ, ± ± ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´ Ö ± ·É¨´ 
¶μ¸É¥¶¥´´μ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ¢·¥³¥´¨ Ô±¸¶μ§¨Í¨¨. � ¸±μ²Ó±μ ´ ³
¨§¢¥¸É´μ, ¸ ÔËË¥±Éμ³ �	 É ±μ° Ô±¸¶¥·¨³¥´É ¥Ð¥ ´¥ ¶·μ¢μ¤¨²¸Ö. ‚³¥¸É¥ ¸
É¥³ ÉμÉ ¦¥ ’μ´μ³Ê·  [34, 35] ´ ¡²Õ¤ ² É ±μ¥ ¶μ¸É¥¶¥´´μ¥ ¶·μÖ¢²¥´¨¥ ¨´-
É¥·Ë¥·¥´Í¨μ´´μ° ± ·É¨´Ò ¶·¨ · ¸¸¥Ö´¨¨ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢ ¡¨¶·¨§³¥. �· ¢¤ , ¢
ÔÉμ³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ ´¥ ¡Ò²μ ¶μÉμ±  ³ £´¨É´μ° ¨´¤Ê±Í¨¨.

Šμ´¥Î´μ, ´ Ï¥ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ¢ ¶μ²´μ° ³¥·¥ ¶μ¤Ìμ¤¨É ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ·¥-
§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¨ ÔÉμ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´É . „μ¸É ÉμÎ´μ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (7) ¶μ²μ¦¨ÉÓ α = 0.
�μÔÉμ³Ê ¤ ´´ Ö ¸É ÉÓÖ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¢ ·¥§±μ³ ¶·μÉ¨¢μ·¥Î¨¨ ¸ ¸μ¢¥Éμ³ § ³¥Î -
É¥²Ó´μ£μ Ë¨§¨±  �¨Î ·¤  ”¥°´³ ´  [36], ¢Ò¸± § ´´Ò³ ¶μ ¶μ¢μ¤Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö
Ô²¥±É·μ´  ´  ¤¢ÊÌ Ð¥²ÖÌ:

®�μ, ³´¥ ± ¦¥É¸Ö, Ö ¸³¥²μ ³μ£Ê ¸± § ÉÓ, ÎÉμ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ´¨±Éμ
´¥ ¶μ´¨³ ¥É. . . . ´¥ ¤Ê³ °É¥, ÎÉμ ¢ ³ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ´ÖÉÓ ¥¥
¸μ¤¥·¦ ´¨¥ ¨ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ± ±ÊÕ-Éμ ³Ò¸²¥´´ÊÕ ³μ¤¥²Ó. �¥·¥¤μÌ´¨É¥ ¨ ¶μ¶Ò-
É °É¥¸Ó ¶·μ¸Éμ · §¢²¥ÎÓ¸Ö.

. . . …¸²¨ ¸³μ¦¥É¥, ´¥ ³ÊÎ °É¥ ¸¥¡Ö ¢μ¶·μ¸μ³: ©�μ ± ± ¦¥ É ± ³μ¦¥É
¡ÒÉÓ?ª, ¨¡μ ¢ ¶·μÉ¨¢´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¢Ò § °¤¥É¥ ¢ ÉÊ¶¨±, ¨§ ±μÉμ·μ£μ ¥Ð¥ ´¨±Éμ
´¥ ¢Ò¡· ²¸Ö. �¨±Éμ ´¥ §´ ¥É, ± ± ¦¥ É ± ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ¯.

‡�Š‹
—…�ˆ…

‚ ¤ ´´μ° ¸É ÉÓ¥  ±É¨¢´μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ ³ ·±¨·μ¢ ´´ÒÌ
¢μ²´ Ì, ±μÉμ·Ò¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥±μÉμ·Ò³ ¢ ·¨ ´Éμ³ ¢μ²´ ¤¥ 	·μ°²Ö Ä	μ³ . �·¨
ÔÉμ³ ¶·¥¤² £ ¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó ÔÉ¨Ì ¢μ²´ ¢ ¢¨¤¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¢μ²´, £¥´¥·¨·Ê¥³ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨Ö³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Î ¸É¨Í (³ ·±¥·μ¢), ¢ ¸·¥¤¥ ´¥´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ³Ö£-
±¨Ì ËμÉμ´μ¢. ‡¤¥¸Ó ¢ ± Î¥¸É¢¥ É ±¨Ì ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Î ¸É¨Í · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö
Ô²¥±É·μ´Ò, ´μ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³ ·±¥·μ¢ ³μ£ÊÉ ¢Ò¸ÉÊ¶ ÉÓ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ Ô´¥·£¨Î´Ò¥
ËμÉμ´Ò. Šμ´¥Î´μ, ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ÔÉ¨Ì ËμÉμ´μ¢ ¸ ³Ö£±¨³¨
ËμÉμ´ ³¨ §´ Î¨É¥²Ó´μ ¡μ²¥¥ ¸² ¡μ¥, Î¥³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Ô²¥±É·μ´μ¢. �¤´ ±μ
¤²Ö ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê ³ ·±¥· ³¨ ¨ ¢μ²´ ³¨ ³Ö£±¨Ì Ëμ-
Éμ´μ¢ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ´¥ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ´¨³¨. 	μ²¥¥
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ Î¥·¥§ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö. Œ ·±¥·Ò ¢μ§¡Ê¦¤ ÕÉ
±μ²¥¡ ´¨Ö ¢ μ£· ´¨Î¨É¥²Ó´ÒÌ ¸É¥´± Ì,   ÔÉ¨ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¨´¤ÊÍ¨·ÊÕÉ ¢μ²´Ò ¢
¸·¥¤¥ ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢.

�·¥¤²μ¦¥´´ Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó ´ ¢μ¤¨É ´  ³Ò¸²Ó, ÎÉμ, ¶μ¤μ¡´μ ±¢ ·-
± ³, ¸¢μ¡μ¤´Ò¥ Ô²¥±É·μ´Ò ¢ ¶·¨·μ¤¥ ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ. �´¨ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ²¨ÏÓ
¢ ¸μ¸É ¢¥  Éμ³μ¢, ³μ²¥±Ê², É¢¥·¤ÒÌ É¥² ¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³ ·±¥·μ¢ ¢ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ
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¢μ²´ Ì ³Ö£±¨Ì ËμÉμ´μ¢. �É¨ ËμÉμ´Ò ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢¨·ÉÊ ²Ó´Ò³¨, μ´¨ ¢¶μ²´¥
·¥ ²Ó´Ò, Éμ²Ó±μ ¨³¥ÕÉ μÎ¥´Ó ³ ²ÊÕ Ô´¥·£¨Õ.

Œ ·±¨·μ¢ ´´ Ö ¢μ²´  Å μÎ¥´Ó ¨´É¥·¥¸´Ò° Ë¨§¨Î¥¸±¨° μ¡Ñ¥±É. ‘ ¶μ³μ-
ÐÓÕ ³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨¡μ·μ¢ É ± Ö ¢μ²´  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ · §¤¥²¥´  ´  ¤¢¥
±μ£¥·¥´É´Ò¥ Î ¸É¨: ¸ ³ ·±¥·μ³ ¨ ¡¥§ ³ ·±¥· . — ¸ÉÓ ¡¥§ ³ ·±¥·  ´¥¸¥É ´¨-
ÎÉμ¦´ÊÕ Ô´¥·£¨Õ, ´μ ³μ¦¥É ¸μ¤¥·¦ ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ. ‚ ¶·¨´-
Í¨¶¥, ÔÉμ ³μ¦¥É μÉ±·ÒÉÓ ´μ¢Ò¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¤²Ö ¶¥·¥¤ Î¨ ¨´Ëμ·³ Í¨¨.
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