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Изучены безмассовые неприводимые представления группы Пуанкаре в шестимерном про-
странстве Минковского. Получены операторы Казимира соответствующей алгебры Пуанкаре, и
найдены их спектры на состояниях, отвечающих безмассовым представлениям. Показано, что
представления с конечными спинами (спиральностями) определяются двумя неотрицательными
(полу)целыми числами, тогда как представления бесконечного (непрерывного) спина определя-
ются одним вещественным числом и одним неотрицательным (полу)целым числом.

Massless irreducible representations of the Poincaré group in the six-dimensional Minkowski
space are studied. The Casimir operators of the corresponding Poincaré algebra are obtained
and their spectra are found on states corresponding to massless representations. It is shown
that representations with finite spins (helicities) are defined by two nonnegative (half-)integer
numbers, while representations of infinite (continuous) spin are defined by one real number and
one nonnegative (half-)integer number.
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ВВЕДЕНИЕ

Интерес к построению полевых теорий в пространствах высших размерностей
связан с развитием теорий струн (см., например, [1]), в которых четырехмерное
пространство-время составляет лишь часть более общего многообразия большей раз-
мерности. В настоящее время несомненный успех AdS/CFT-соответствия и бурное
развитие теорий полей с высшими спинами подтверждают значимость использования
дополнительных измерений. Структура полевых теорий в конкретном пространстве
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во многом определяется набором допустимых полей, которые соответствуют унитар-
ным неприводимым представлениям группы симметрий этого пространства. Следо-
вательно, первым важным этапом построения теории в высших измерениях является
анализ свойств данной группы симметрии, в частности, классификация ее унитарных
неприводимых представлений.

Естественным обобщением плоского четырехмерного пространства Минковского
R

1,3 является пространство-время R
1,D−1, группа симметрий которого есть группа

Пуанкаре ISO(1, D − 1). Теория унитарных неприводимых представлений ISO(1, 3)
разработана в [2–4]. Классификация унитарных неприводимых представлений мно-
гомерных групп Пуанкаре обсуждалась в работах [5–9] (см. также лекции [10] и
статью [11]). Метод индуцированных представлений (см., например, [12, 13]), по-
видимому, предоставляет общую схему построения представлений групп Пуанкаре в
многомерных пространствах Минковского, но некоторые моменты, характерные для
определенных размерностей, заслуживают самостоятельного детального изучения.

Предметом данной работы является изучение безмассовых представлений группы
Пуанкаре ISO(1, 5). Отметим, что ряд исследований в этом направлении проделан
в работах [14, 15]. Кроме того, в недавней работе [16] рассматриваются унитарные
неприводимые представления пятимерной группы Пуанкаре, и на основании этого
кратко обсуждаются случаи произвольной размерности. Однако многие вопросы, ка-
сающиеся, например, представлений с непрерывным спином, не были рассмотрены, и,
следовательно, полный анализ таких представлений нельзя считать завершенным.

В нашей недавней работе [17] рассматривались неприводимые безмассовые пред-
ставления группы Пуанкаре в шестимерном пространстве Минковского. Нами изу-
чались как обычные представления конечного спина (спиральные состояния), так и
представления бесконечного (непрерывного) спина, включающие бесконечное число
безмассовых состояний. Но некоторые детали вычислений были опущены. В данной
работе мы представим основные моменты в построении неприводимых 6D-безмассовых
представлений, в частности, изучение операторов Казимира в системе отсчета свето-
вого конуса, которые не были рассмотрены в [17].

Статья организована следующим образом. В разд. 1 мы приводим явные выра-
жения для операторов Казимира алгебры Пуанкаре iso(1, 5). В разд. 2 исследуются
свойства операторов Казимира в системе отсчета стандартного безмассового тестово-
го импульса. Здесь мы также описали последовательность шагов, необходимых при
вычислении операторов Казимира четвертого и шестого порядков в системе отсчета
светового конуса. Разд. 3 посвящен описанию безмассовых представлений с конечным
спином (спиральностью), тогда как в разд. 4 мы обсуждаем безмассовые представле-
ния бесконечного (непрерывного) спина.

1. АЛГЕБРА iso(1, 5) И ЕЕ ОПЕРАТОРЫ КАЗИМИРА

Алгебра Ли iso(1, D− 1) группы Пуанкаре ISO(1, D− 1) имеет D(D+ 1)/2 обра-
зующих Pm и Mmn = −Mnm, для которых выполняются следующие коммутационные
соотношения:

[Pn, Pk] = 0, [Mmn, Pk] = i (ηmkPn − ηnkPm) , (1.1)
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[Mmn,Mkl] = i (ηmkMnl + ηnlMmk − ηmlMnk − ηnkMml) ; m,n, k, l = 0, 1, . . . , D − 1.
(1.2)

Здесь ηmn = diag (+1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
D−1

).

Ниже мы рассматриваем случай шестимерного D=6 пространства Минковско-
го. Представим в обвертывающей алгебре U

(
iso(1, 5)

)
два элемента: тензор третьего

ранга [5]
Wmnk = εmnklprP

lMpr (1.3)

и вектор
Υm = εmnklprP

nMklMpr, (1.4)

где полностью антисимметричный тензор εmnklpr нормирован условием ε012345 = 1.
Операторы Wmnk и Υm коммутируют с операторами трансляций Pm. Следовательно,
лоренц-инвариантные свертки операторов Pm, Wmnk и Υm коммутируют со всеми
генераторами группы Пуанкаре — Pm и Mmn. Таким образом, три оператора

C2 := PmPm, (1.5)

C4 :=
1

24
WmnkWmnk, (1.6)

C6 :=
1

64
ΥmΥm (1.7)

являются операторами Казимира для алгебры iso(1, 5) и имеют соответственно вто-
рой, четвертый и шестой порядки по генераторам Pn,Mnm. Известно, что других
операторов Казимира у алгебры iso(1, 5) нет (см. комментарий по этому поводу в при-
ложении работы [17]).

Явные выражения для операторов C2, C4, C6 в терминах генераторов алгебры
iso(1, 5) имеют вид

C2 = PmPm, (1.8)

C4 = ΠmΠm − 1

2
MmnMmn C2, (1.9)

C6 = −ΠkMkm ΠlM
lm +

1

2

(
MmnMmn − 8

)
C4 +

+
1

8

[
MklMkl

(
MmnMmn − 8

)
+ 2MmnMnkM

klMlm

]
C2, (1.10)

где мы использовали обозначение

Πm := P k Mkm = Mkm P k − 5i Pm. (1.11)

2. CИСТЕМА ОТСЧЕТА СТАНДАРТНОГО
БЕЗМАССОВОГО ТЕСТОВОГО ИМПУЛЬСА

В данной работе мы рассматриваем пространство состояний H, в котором реа-
лизованы безмассовые представления алгебры iso(1, 5), следовательно, квадратичный
оператор Казимира (1.8) равен

C2 ≡ P 2 = PmPm = 0. (2.1)
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Пространство H натянуто на базисные векторы |k, σ〉, для которых выполняется ус-
ловие

Pm|k, σ〉 = km|k, σ〉, (2.2)

где σ — набор собственных значений всех операторов, коммутирующих с операто-
рами трансляций Pm. Выбор системы отсчета стандартного безмассового тестового
импульса означает, что мы рассматриваем только те состояния |k, σ〉, для которых
собственные значения km оператора Pm имеют вид

km := (k0, ka, k5) = (k, 0, 0, 0, 0, k). (2.3)

На таких состояниях компоненты оператора импульса равны

P 0 = P 5 = k, P a = 0, a = 1, 2, 3, 4. (2.4)

Отметим, что все операторные формулы в этом разделе понимаются как результат их
действия на состояния, натянутые на векторы |k, σ〉, для которых выполняются (2.2)
и (2.4). Обозначим подпространство таких состояний как H0.

Найдем выражения для операторов C4 и C6, ограниченных на подпространство
H0. Для этого удобно перейти в базис светового конуса, в котором новые координаты
Xm = (X+, X−, Xa) для 6D-вектора выражаются через старые Xm = (X0, Xa, X5)
следующим образом:

X± =
1√
2

(
X0 ±X5

)
. (2.5)

При этом мы имеем
X± = X∓, Xa = −Xa.

Компоненты оператора импульса P в системе отсчета стандартного импульса (2.4)
(на подпространстве H0) записываются как

P+ = P− =
√
2k, P− = P+ = 0, P a = 0, a = 1, 2, 3, 4. (2.6)

Учитывая условия (2.1) и (2.6) в формуле (1.9), для оператора Казимира C4, огра-
ниченного на H0, мы получаем выражение

Ĉ4 = −Π̂aΠ̂a, (2.7)

где введены эрмитовы операторы:

Π̂a :=
√
2kM+a. (2.8)

Выражение для оператора Казимира (1.10) в координатах светового конуса (на
состояниях (2.2), (2.4)) имеет вид

Ĉ6 = Π̂bMba Π̂cMca − 1

2
MbcMbc Π̂aΠ̂a. (2.9)

В приложении приведен детальный вывод формулы (2.9).
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Из (1.2) следует, что операторы Π̂a и Mab, присутствующие в выражениях (2.7) и
(2.9), образуют алгебру Ли группы ISO(4):

[Π̂a, Π̂b] = 0, [Π̂a,Mbc] = i
(
δabΠ̂c − δacΠ̂b

)
, (2.10)

[Mab,Mcd] = i (δbcMad − δbdMac + δacMdb − δadMcb). (2.11)

Кроме того, операторы Казимира Ĉ4, Ĉ6, действие которых ограничено на H0, даются
выражениями (2.7), (2.9) и, таким образом, являются операторами Казимира алге-
бры iso(4).

Поэтому в безмассовом случае (2.1) унитарные неприводимые представления опре-
деляются собственными значениями операторов Казимира (2.7) и (2.9) алгебры iso(4).
В случае этой некомпактной симметрии существует два различных типа унитарных
неприводимых представлений, определяемых оператором Казимира (2.7):

а) представления конечного спина (спиральные представления) соответствуют
условию нулевой нормы для SO(4) вектора Π̂a:

Π̂aΠ̂a = 0; (2.12)

б) представления бесконечного (непрерывного) спина соответствуют условию нену-
левой нормы для SO(4) вектора Π̂a:

Π̂aΠ̂a = μ2 �= 0. (2.13)

В следующих разделах мы приведем эти унитарные безмассовые представления.

3. БЕЗМАССОВЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНЕЧНОГО СПИНА

Этот случай характеризуется условием (2.12), из которого следует, что все компо-
ненты Π̂a будут нулевыми на данных состояниях:

Π̂a = 0, a = 1, 2, 3, 4. (3.1)

Следовательно, операторы Казимира (2.7) и (2.9) алгебры iso(4) в этом случае рав-
ны нулю. Это свойство сохраняется и при переходе к произвольной системе отсчета.
Следовательно, все операторы Казимира (1.8)–(1.10) алгебры iso(1, 5) принимают ну-
левые значения (см. также [14]) на безмассовых состояниях конечного спина:

C2 = 0, C4 = 0, C6 = 0. (3.2)

Из уравнения (3.1) следует, что на данных представлениях евклидовы трансля-
ции реализуются тривиально. Как результат, такие унитарные неприводимые пред-
ставления группы ISO(4) конечномерны и индуцированы неприводимыми представ-
лениями группы SO(4). При этом операторы Казимира алгебры so(4) определяют
6D-операторы спиральности.
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3.1. Операторы Казимира алгебры so(4) как 6D-операторы спиральности.
В случае представлений конечного спина операторы, коммутирующие со всеми гене-
раторами алгебры so(1, 5), определяются с помощью 6D векторного оператора Υm,
определенного в (1.4), и 6D векторного оператора Sm, определенного выражением 1

(подобная конструкция рассматривалась в [16])

Sm := 3MnkP[mMnk] = MnkMnkPm − 2MknMmnPk. (3.3)

В системе отсчета стандартного импульса (2.6) векторы Υm и Sm имеют следую-
щие компоненты:

Υ+ = Λ1P
+, Υ− = Υa = 0, (3.4)

S+ = Λ2P
+, S− = Sa = 0, (3.5)

где мы ввели обозначения

Λ1 := εabcdMabMcd , Λ2 := MabMab. (3.6)

При выводе (3.4), (3.5) мы воспользовались свойствами полностью антисимметрич-
ного тензора εmnklpr в базисе светового конуса: ε−+abcd = −ε+−abcd = ε+−abcd =
−ε−+abcd = εabcd. Подчеркнем, что Λ1 и Λ2 являются операторами Казимира для
алгебры so(4).

Условия (3.4) и (3.5) показывают, что векторы Υm и Sm коллинеарны вектору
Pm (2.6) в системе отсчета стандартного безмассового тестового импульса. Это свой-
ство сохраняется в любой системе отсчета. А именно, можно показать, что в случае
безмассовых представлений конечного спина, определяемых условиями (3.2), компо-
ненты векторов Υm и Sm удовлетворяют тождествам

PmPm = 0, PmΥm = 0, [Υm, Pl] = 0, (3.7)

SmSm = 0, PmSm = 0, [Sm, Pn] = 0. (3.8)

Следовательно, на состояниях конечного спина векторы Υ и S являются светоподоб-
ными, поперечными вектору P и коммутирующими с ним. Поэтому векторы Υ и S
пропорциональны вектору P (см. также [14,16]):

Υm = Λ1Pm, Sm = Λ2Pm. (3.9)

Операторы Λ1 и Λ2 из (3.6) могут быть определены также посредством соотношений

Λ1 :=
Υ0

P0
, Λ2 :=

S0

P0
. (3.10)

Формулы (3.9), (3.10) подобны формуле для 4D-оператора спиральности, если за-
менить Υm и Sm на 4D-вектор Паули–Любанского. Поэтому мы можем считать, что

1Здесь мы использовали стандартное определение антисимметризации A[n1
Bn2Cn3]=

1

3!
(An1Bn2Cn3+

+An2Bn3Cn1 + An3Bn1Cn2 −An2Bn1Cn3 −An1Bn3Cn2 − An3Bn2Cn1 ).
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операторы Λ1 и Λ2 являются 6D-операторами спиральности, совпадающими в систе-
ме отсчета стандартного безмассового тестового импульса с операторами Казимира
алгебры so(4). Таким образом, безмассовые представления конечного спина харак-
теризуются парой чисел (λ1, λ2), где λ1 и λ2 являются собственными значениями
представленных в (3.10) операторов Казимира Λ1 и Λ2.

При определении спектра операторов Λ1,Λ2 на неприводимых представлениях
удобно воспользоваться изоморфизмом алгебр so(4) и su(2) ⊕ su(2). Следовательно,
операторы (3.6) записываются в терминах генераторов M

(+)
i и M

(−)
i′ ( i, i′ = 1, 2, 3)

двух алгебр su(2), а именно:

Λ1 = 8
(
M

(+)
i M

(+)
i −M

(−)
i′ M

(−)
i′

)
, Λ2 = 4

(
M

(+)
i M

(+)
i +M

(−)
i′ M

(−)
i′

)
. (3.11)

При выводе формул (3.11) использовались символы ’т Хоофта [18], которые связы-
вают (анти)самодуальные части генераторов so(4) с генераторами двух алгебр su(2)
(детали см. в [17]).

В случае унитарных неприводимых представлений операторы M
(+)
i M

(+)
i и

M
(−)
i′ M

(−)
i′ равны j+(j+ + 1) и j−(j− + 1) соответственно, где j± — неотрицатель-

ные целые или полуцелые числа в случае унитарных неприводимых представлений.
Следовательно, собственные значения операторов спиральности (3.10) имеют вид

λ1 = 8j+(j+ + 1)− 8j−(j− + 1), λ2 = 4j+(j+ + 1) + 4j−(j− + 1). (3.12)

3.2. Значения спиральностей некоторых 6D-полей. Для определения значений
спиральностей конкретных 6D безмассовых полей конечного спина можно использо-
вать следующую схему. Сначала рассматриваем неприводимое полевое представление
группы SO(4) с фиксированными собственными значениями операторов спирально-
сти (3.6). Затем восстанавливаем соответствующее лоренц-ковариантное 6D-поле, ко-
торое после фиксаций калибровок и использования 6D-уравнений движения в системе
отсчета стандартного импульса имеет те же независимые компоненты, что и 4D-поле,
описывающее неприводимое представление группы SO(4).

Приведем здесь значения спиральностей для некоторых 6D безмассовых полей
конечного спина, которые были найдены в работе [17] согласно описанной выше
схеме:

• векторное поле Am:

λ1 = 0, λ2 = 6; j+ = j− =
1

2
;

• симметричное тензорное калибровочное поле 2-го ранга hmn = hnm:

λ1 = 0, λ2 = 16; j+ = j− = 1;

• антисимметричное самодуальное тензорное поле 3-го ранга B
(+)
mnk =

εmnklprB
(+)lpr/3!:

λ1 = 16, λ2 = 8; j+ = 1, j− = 0;

• антисимметричное антисамодуальное тензорное поле 3-го ранга B
(−)
mnk =

−εmnklprB
(−)lpr/3!:

λ1 = −16, λ2 = 8; j+ = 0, j− = 1.
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4. БЕЗМАССОВЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОГО
(НЕПРЕРЫВНОГО) СПИНА

В этом случае евклидов четырехвектор Π̂a отличен от нуля вследствие требуемого
условия (2.13). Поэтому представления группы ISO(4), индуцирующие 6D реляти-
вистские безмассовые представления, являются бесконечномерными. На этих пред-
ставлениях оператор Казимира (2.7) имеет ненулевые собственные значения:

C4 = Ĉ4 = −μ2, μ �= 0. (4.1)

Более того, при выполнении (2.13) мы можем перейти в такую систему отсчета, где
у четырехвектора Π̂ ненулевой является только четвертая компонента:

Π̂1 = Π̂2 = Π̂3 = 0, Π̂4 = μ. (4.2)

Зафиксировав компоненты Π̂a в виде (4.2), мы, по существу, снова используем проце-
дуру индуцированных представлений, только в этом случае уже для описания пред-
ставлений группы ISO(4) (см., например, [21]). Подгруппой стабильности вектора
с компонентами (4.2) является компактная подгруппа SO(3) группы ISO(4). Поэтому
в данном случае неприводимые представления группы ISO(4) будут индуцироваться
неприводимыми представлениями подгруппы SO(3).

Продемонстрируем это утверждение более явно. Используя символы ’т Хоофта
в выражении (2.9), можно показать, что оператор Ĉ6 на состояниях с условиями (4.2)
(см. детали в [17]) равен

Ĉ6 = −μ2 J iJ i, (4.3)

где операторы

J i := M
(+)
i +M

(−)
i = −1

2
εijkM jk, i = 1, 2, 3, (4.4)

являются генераторами группы SO(3). В случае унитарных представлений необходи-
мо потребовать, чтобы выполнялось условие

J2 := J iJ i = s(s+ 1), (4.5)

где s — неотрицательное целое или полуцелое число. Следовательно, в случае непри-
водимых представлений бесконечного (непрерывного) спина оператор Казимира (1.10)
принимает собственные значения:

C6 = Ĉ6 = −μ2 s(s+ 1). (4.6)

Таким образом, безмассовые представления бесконечного спина характеризуются па-
рой чисел (μ, s), где вещественный параметр μ определяет собственное значение опе-
ратора Казимира (4.1), а неотрицательное (полу)целое число s (вместе с μ2) необхо-
димо для задания собственного значения оператора Казимира (4.6).

Далее мы продемонстрируем полученные нами утверждения о спектре операто-
ров Казимира для состояний бесконечного спина на примере модели, предложен-
ной в [19]. Данная конструкция является обобщением 4D-модели Вигнера–Баргма-
на [2–4] для более высокой пространственно-временной размерности.
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Согласно [19], система бесконечного целого спина в шестимерном пространстве-
времени описывается в квантовом пространстве пространственно-временными опера-
торами координаты и импульса:

xm, pm, [xm, pk] = iδmk , (4.7)

а также двумя парами дополнительных векторных бозонных операторов:

wm, ξm, [wm, ξk] = iδmk ; um, ζm, [um, ζk] = iδmk . (4.8)

Поле с бесконечным целым спином Ψ удовлетворяет обобщенным 6D-уравнениям
Вигнера–Баргмана [19]

p2 Ψ = 0, ξ ·pΨ = 0, (w·p− μ)Ψ = 0, (ξ ·ξ + 1)Ψ = 0 (4.9)

и дополнительным уравнениям

u·pΨ = 0, ζ ·pΨ = 0, ζ ·ξΨ = 0, ζ ·ζ Ψ = 0, (u·ζ − s)Ψ = 0, (4.10)

где использованы обозначения xy := xmym. В базисе светового конуса (2.6), где
p− = pa = 0, p+ = const �= 0, и в представлении ξm = −i∂/∂wm, ζm = −i∂/∂um

решением уравнений (4.9), (4.10) является поле

Ψ = δ(p+w− − μ) δ(p+u−)Φ(wa, ua). (4.11)

В пространстве полей Ψ алгебра iso(4) (2.10), (2.11) реализована в виде следующих
генераторов:

Mab = i

(
wa

∂

∂wb
− wb

∂

∂wa
+ ua

∂

∂ub
− ub

∂

∂ua

)
, Π̂a = −iμ

∂

∂wa
. (4.12)

Используя уравнения движения (4.9) и (4.10), записанные в базисе светового кону-
са, мы находим, что в представлении (4.12) спектр операторов Казимира (2.7), (2.9)
в пространстве полей Ψ совпадает со значениями (4.1), (4.6) соответственно. Таким
образом, поле бесконечного спина с двумя дополнительными векторными перемен-
ными, подчиняющееся обобщенным 6D-уравнениям Вигнера–Баргмана (4.9) и допол-
нительным уравнениям (4.10), описывает неприводимое представление бесконечного
спина (μ, s).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы изучили операторы Казимира (1.5), (1.6), (1.7) группы Пуан-
каре ISO(1, 5) в базисе светового конуса и провели анализ ее безмассовых унитарных
неприводимых представлений.

Показано, что все такие представления индуцируются неприводимыми представ-
лениями подгруппы стабильности безмассового тестового импульса. Согласно услови-
ям (2.12) и (2.13), неприводимые представления ISO(4) распадаются на два класса,
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что приводит к двум различным типам безмассовых унитарных представлений груп-
пы ISO(1, 5): представлениям конечного спина (спиральным представлениям), кото-
рые классифицируются с помощью двух чисел j+∈Z�0 и j−∈Z�0, и представлениям
бесконечного (непрерывного) спина, описываемым одним вещественным числом μ и
одним неотрицательным (полу)целым числом s. Оба типа представлений изучены, и
приведены примеры для случаев тензорных полей 1-, 2- и 3-го ранга, а также для
полей, описывающих представления бесконечного спина. Результаты исследований
находятся в согласии с [5, 10], где была дана классификация безмассовых представ-
лений групп Пуанкаре в случае произвольной размерности.

В следующих статьях мы планируем провести с помощью аналогичных методов
анализ массивных представлений группы Пуанкаре ISO(1, 5), а также построить тви-
сторную реализацию (см., например, [20]) безмассовых представлений бесконечного
спина.

Благодарности. Работа частично поддержана проектом FEWF-2020-0003 Мини-
стерства образования РФ и грантом РФФИ (проект №19-01-00726а).

Приложение

ОПЕРАТОР КАЗИМИРА C6, ОГРАНИЧЕННЫЙ НА ПРОСТРАНСТВО H0

При выполнении условия C2 = P 2 = 0 выражение (1.10) для C6 принимает вид

(C6)|
P2=0

= −Πk Mkm Π� M
�m +

1

2

(
MmnMmn − 8

)
ΠkΠk. (П.1)

Используя коммутационные соотношения

[Πn, Πk] = −iMnk C2, [Mmn,Πk] = i (ηmkΠn − ηnkΠm) (П.2)

и снова условие C2 = P 2 = 0, мы получаем, что первое слагаемое в (П.1) не изменя-
ется при переносе всех операторов Πm вправо:

ΠkMkm Π�M
�m = (Mkm Πk − 5iΠm)Π�M

�m = Mkm Πk (M �m Π� − 5iΠm) =

= Mkm M �mΠk Π� − iMkm(ηk�Πm − ηkmΠ�)Π� = Mkm M �mΠk Π�, (П.3)

где

ΠmΠ�M
�m =

1

2
[Πm, Π�]M

�m P 2=0
= 0, Mkm Πk Πm = Mkm

1

2
[Πk, Πm]

P 2=0
= 0.

Подставим определение (1.11) для операторов Πn в последнее выражение в (П.3) и
перенесем с помощью коммутационных соотношений (1.1) все компоненты Pn вправо.
В результате этого получаем

Mkm M �mΠk Π� = Mkm M �m(M sk Ps − 5i P k)(Mn�P
n − 5i P�) =

= Mkm M �m(M sk − 5i ηsk)
(
Mn�PsP

n + i(ηs�Pn − ηsnP�)P
n − 5i PsP�

) P 2=0
=

P 2=0
= Mkm M �m

(
M skMn�PsP

n − 6iM sk PsP� − 5iMn�P
kPn − 30P kP�

)
. (П.4)
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После раскрытия скобок и применения (1.2) второй и третий члены в скобке правой
части (П.4) принимают вид

−6iMkmM �mM sk PsP� = −3iMkm[M �m,M sk]PsP�
P 2=0
= 6MmkM

�kPmP� , (П.5)

− 5iMkmM �mMn�P
kPn = −5iM �mMkmMn�P

kPn − 5i[Mkm,M �m]Mn�P
kPn =

= −5

2
iM �m[Mkm, Mn�]P

kPn + 20Mk�M
n�P kPn

P 2=0
= 25MmkM

nkPmPn. (П.6)

Итак, после подстановки (П.5) и (П.6) в (П.4) мы получаем

ΠkMkm Π�M
�m P 2=0

= Mkm M �mM skMn�PsP
n +MmkM

�kPmP�. (П.7)

Второй член в (П.1) преобразуется следующим образом:

1

2

(
MmnMmn − 8

)
ΠkΠ

k P 2=0
=

1

2
MmnMmnM�kM

skP �Ps − 4M�kM
skP �Ps, (П.8)

где использовано тождество

ΠkΠ
k = (M�kP

� − i5Pk)(M
skPs − i5P k)

P 2=0
= M�kM

skP �Ps. (П.9)

Подстановка соотношений (П.7) и (П.8) в (П.1) дает нам следующее выражение
для C6:

(C6)|P 2=0 = −Mkm M �mM skMn�PsP
n − 5MmkM

�kPmP� +
1

2
MmnMmnM�kM

skP �Ps,

(П.10)
в котором учтено условие P 2 = 0 и все векторные компоненты оператора трансляций
Pn находятся справа.

В дальнейшем будут использованы выражения для свертки двух 6D-векторов Xm

и Y m в базисе светового конуса:

XmYm = X+Y+ +X−Y− +XaYa =

= η−+ X−Y+ + η+− X+Y− + ηab XbYa = X−Y+ +X+Y− −XaYa, (П.11)

где компоненты метрического тензора в базисе светового конуса равны η±∓=η±∓=1,
η±± = η±± = 0, ηab = ηab = −δab.

Рассмотрим три члена в правой части (П.10) и найдем отдельно их значения на
состояниях со стандартным безмассовым тестовым импульсом (2.4) в базисе светового
конуса (2.6).
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1) Первый член в правой части (П.10) преобразуется следующим образом:

−Mkm M �mM skMn�PsP
n = −2k2MkmM �mM−kM+� =

= −2k2(MamM �mM−a +M+mM �mM−+)M+� =

= −2k2(MacM
bc +Ma+M

b+ +Ma−M b−)M−aM+b−
− 2k2(MacM

−c +Ma+M
−+)M−aM+−−

− 2k2(M+cM
bc +M+−M b−)M−+M+b − 2k2(M+cM

−c)M−+M+− =

= (MacMbc − Π̂aK̂b − K̂aΠ̂b) Π̂aΠ̂b − (MacΠ̂c + Π̂aM+−) Π̂aM+−−
− (Π̂cMbc +M+−Π̂b)M+−Π̂b + (Π̂cΠ̂c)M+−M+−, (П.12)

где a, b, c = 1, 2, 3, 4 и введено обозначение для оператора

K̂b =
1√
2k

M−b =
1√
2k

M b+. (П.13)

Для дальнейшего упрощения выражения (П.12) используем соотношения

[Π̂a, K̂b] = i (Mab − δabM+−), [Π̂a, Π̂b] = 0 ⇒ McaΠ̂c Π̂a = 0,

[Mbc, M+−] = 0, [Π̂b, M+−] = i Π̂b ⇒ Π̂b M+− = (M+− + i) Π̂b,

[Π̂a,Mbc] = i
(
δabΠ̂c − δacΠ̂b

)
⇒ [Π̂c,Mbc] = −3iΠ̂b,

(П.14)

которые следуют из (1.2). В результате выражение (П.12) принимает вид

MacMbc Π̂aΠ̂b − (K̂bΠ̂a − iδabM+−) Π̂aΠ̂b−
− K̂aΠ̂a Π̂

2
b − (M+− + i)(M+− + 2i) Π̂2

a −
− (M+− + i)(MbcΠ̂c − 3iΠ̂b)Π̂b −M+−(M+− + i)Π̂2

b + (M+− + 2i)2 Π̂2
a =

= MacMbc Π̂aΠ̂b − 2K̂aΠ̂a Π̂
2
b −

(
M2

+− − 4iM+− + 5
)
Π̂2

a. (П.15)

2) Второй член в правой части (П.10) записывается в виде

−5MmkM
�kPmP� = −10k2M+kM

−k = −10k2M+aM
−a = 5Π̂aΠ̂a. (П.16)

3) Третий член в правой части (П.10) преобразуется как

1

2
MmnMmnM�kM

ekPeP
� = −1

2
MmnMmnΠ̂aΠ̂a =

= −1

2
(2M+−M+− + 2M+bM+b + 2M−bM−b +M bcMbc) Π̂aΠ̂a =

= (M+−M+− + K̂bΠ̂b + Π̂bK̂b − 1

2
MbcMbc) Π̂aΠ̂a. (П.17)

Подставляя (П.15), (П.16) и (П.17) в правую часть (П.10), получаем выражение
для оператора Казимира шестого порядка Ĉ6 = (C6)|light-cone в системе отсчета без-
массового стандартного импульса:

Ĉ6 = MacMbc Π̂aΠ̂b − 1

2
MbcMbcΠ̂aΠ̂a = Π̂aMac Π̂bMbc − 1

2
MbcMbcΠ̂aΠ̂a. (П.18)
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