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Разработан метод вычисления вероятностей рождения электрон-позитронных пар в столк-
новениях тяжелых ядер за рамками монопольного приближения с учетом эффектов вращения
межъядерной оси. Учет эффектов вращения производился двумя способами: во вращающей-
ся и инерциальной системах отсчета. Результаты расчетов для симметричных столкновений
ядер урана показывают, что влияние вращения на значение вероятностей рождения пар яв-
ляется пренебрежимо малым для низкоэнергетических столкновений с малыми прицельными
параметрами.

A method has been developed for calculating the electron–positron pair-creation probabilities
in collisions of heavy nuclei beyond the monopole approximation, taking into account the effects of
rotation of the internuclear axis. The effects of rotation were taken into account in two ways: in a
rotating and an inertial frames of reference. The results of the calculations for symmetric collisions
of uranium nuclei show that the effect of the rotational coupling on the pair-creation probabilities
is negligible for low-energy collisions with small impact parameters.

PACS: 12.20.−m; 34.90.+q

ВВЕДЕНИЕ

Наряду с постоянно развивающимися лазерными технологиями столкновения тя-
желых ядер представляют собой инструмент, открывающий доступ к изучению про-
цессов, протекающих в присутствии сильных электромагнитных полей. Одним из
таких процессов является спонтанное рождение электрон-позитронных пар в сверх-
критических кулоновских полях, также известное как распад электрически нейтраль-
ного вакуума. Впервые существование этого явления было независимо предсказано
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в работах советских [1,2] и немецких [3] ученых. Началом работы в этом направле-
нии принято считать статью [4], в которой изучалось поведение энергий связанных
состояний водородоподобных ионов в зависимости от заряда ядра Z. В этой работе
было продемонстрировано, что для протяженных ядер при увеличении Z энергия ос-
новного состояния становится отрицательной и при некотором критическом значении
Zcr достигает границы отрицательно-энергетического континуума. Для 1s-состояния
Zcr ≈ 173. При превышении этого заряда 1s-уровень погружается в отрицательно-
энергетический континуум в виде резонанса. Если до погружения уровень был не
занят, то он приносит с собой две вакансии или дырки. Изначально локализованные
вблизи ядра эти дырки могут уйти на бесконечность, что проявляется как излучение
позитронов. Более подробное описание этого явления можно найти в работах [5–18].
Ввиду отсутствия в природе ядер с настолько большими зарядами единственным до-
ступным способом наблюдения такого процесса является столкновение двух ядер с
суммарным зарядом, превышающим критическое значение. В этом случае спонтанное
рождение пар может происходить, когда на достаточно малых межъядерных расстоя-
ниях наинизший незанятый квазимолекулярный уровень погрузится в нижний конти-
нуум. Однако задача наблюдения пар, рожденных в столкновениях за счет спонтан-
ного механизма, сильно усложняется активным динамическим рождением, дающим
основной вклад в рассматриваемый процесс.

Спонтанное рождение электрон-позитронных пар продолжительное время явля-
лось объектом интенсивных теоретических и экспериментальных исследований [19–
29]. Однако поиски свидетельств существования этого процесса не увенчались успе-
хом. Интерес к этой области возобновился в связи со строительством новых экспери-
ментальных комплексов в Германии (GSI/FAIR) [30,31], Китае (HIAF) [32] и России
(NICA) [33]. Новые исследования посвящены как статическим, так и динамическим
аспектам сверхкритического перехода. Исследовались параметры сверхкритических
резонансов в монопольном приближении [34, 35] и с использованием двухцентрово-
го потенциала [36–38]. В ряде работ изучалась энергия вакуумной поляризации для
сверхкритических кулоновских полей (см., например, [39–41]). Были выполнены чис-
ленные расчеты вероятностей рождения электрон-позитронных пар и энергетических
спектров позитронов в низкоэнергетических столкновениях тяжелых ядер как в мо-
нопольном приближении [42–44], так и за его рамками [45–47]. Первые численные
расчеты угловых распределений вылетающих позитронов можно найти в работе [48].
Ранее угловые спектры позитронов были рассмотрены методом мнимого времени
в работе [26]. Аналитический анализ нестабильности электрон-позитронного ваку-
ума в рамках релятивистского квазиклассического подхода рассмотрен в работе [49].

Не так давно нашей научной группой был предложен способ наблюдения пере-
хода в сверхкритический режим, где возможно спонтанное рождение пар [50, 51].
В его основе лежит исследование столкновений ядер с фиксированным расстоянием
наибольшего сближения Rmin и различными энергиями. В качестве второго пара-
метра для задания траекторий удобно использовать отношение η = E/E0, где E —
энергия столкновения и E0 — энергия лобового столкновения с таким же значением
Rmin. Посредством расчетов, выполненных в рамках монопольного приближения, бы-
ло обнаружено, что поведение вероятностей рождения пар и позитронных спектров
в зависимости от η качественно меняется, когда параметры столкновений соответ-
ствуют достаточно глубокому проникновению в сверхкритическую область. Эти ре-
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зультаты были подтверждены независимым расчетом в работе [52]. В нашей недавней
статье [53] мы расширили технику вычислений за рамки монопольного приближе-
ния и повторили ряд расчетов, выполненных ранее в работах [50, 51]. Результаты
вычислений показали, что все свидетельства перехода к сверхкритическому режиму
сохраняются и при использовании полного двухцентрового потенциала, а проявление
некоторых из них даже усиливается.

В работе [53], как и ранее в [45, 46], расчеты выполнялись в системе отсчета,
в которой ось z направлена вдоль межъядерной оси и вращается вместе с ней. При
переходе в такую систему отсчета в гамильтониане возникает дополнительный член
−Ĵ ·ω, где Ĵ — оператор полного углового момента электрона, а ω — вектор угловой
скорости вращения межъядерной оси. Этот член связывает электронные состояния
с различными проекциями углового момента на ось z. Его учет приводит к значи-
тельному увеличению сложности вычислений. В связи с этим в существующих по
настоящее время расчетах, связанных с рождением электрон-позитронных пар в ион-
атомных столкновениях, этот член отбрасывался, так как предполагалось, что он не
может сильно повлиять на результат [54–56]. В настоящей работе мы разработали
два метода, позволяющих учесть эффект вращения межъядерной оси, и оценили ко-
личественно степень его влияния на вероятности рождения пар в столкновениях ядер
с одинаковыми значениями заряда и массы.

В настоящей работе используется релятивистская система единиц (� = c = 1).

1. ТЕОРИЯ

Для исследования процесса рождения электрон-позитронных пар в сильных внеш-
них электромагнитных полях мы используем формализм квантовой электродинамики
с нестабильным вакуумом, разработанный в [57] (см. также [20]). В рамках дан-
ного подхода интересующие нас величины выражаются через одночастичные ампли-
туды перехода электрона из отрицательно-энергетического континуума в состояния
дискретного спектра и положительно-энергетический континуум или наоборот. Для
нахождения этих амплитуд необходимо решить нестационарное уравнение Дирака

i∂tψ(r, t) = Ĥ(t)ψ(r, t). (1)

Мы делаем это численно с использованием конечного базисного набора. Зависящая
от времени волновая функция электрона приближенно записывается в виде

ψi(r, t) =
∑
κμ

2n∑
j=1

aκμji (t)u
κμ
j (r), (2)

где κ — релятивистское угловое квантовое число; μ — проекция полного углового
момента электрона на ось z, индекс i используется для обозначения определенных
начальных условий. Базисные функции uκμj (r) имеют вид биспиноров, у которых
радиальная часть описывается B-сплайнами Bj(r) [58] в рамках метода дуального
кинетического баланса [59]. Угловая же часть представлена шаровыми спинорами
Ωκμ(r̂) (r̂ = r/|r|). Для каждой пары κ, μ базисный набор состоит из двух поднаборов
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с функциями

uκμj (r) =
1

r

⎛
⎝ Bj(r)Ωκμ(r̂)

1

2me

(
d

dr
+
κ

r

)
Bj(r)Ω−κμ(r̂)

⎞
⎠ (3)

для 1 � j � n и

uκμj (r) =
1

r

⎛
⎝ 1

2me

(
d

dr
− κ

r

)
Bj−n(r)Ωκμ(r̂)

Bj−n(r)Ω−κμ(r̂)

⎞
⎠ (4)

для n < j � 2n, где me — масса электрона.
При использовании разложения (2) дифференциальное уравнение в частных про-

изводных (1) преобразуется в систему обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) на коэффициенты разложения aκμj (t). Перенумеровав все базисные функции,
перейдем для удобства от тройки индексов κ, μ, j к одному новому индексу l, т. е.
введем ul(r) ≡ uκμj (r), l = 1, . . . , N , где N — полное число базисных функций. Тогда
нестационарное уравнение Дирака можно представить в матричной форме

iS
∂ai(t)

∂t
= H(t)ai(t), (5)

где ai = (a1i, . . . , aNi) — набор коэффициентов разложения; Sij = 〈ui|uj〉 — матрица
перекрывания базисных функций; Hij(t) = 〈ui|Ĥ(t)|uj〉 — матрица гамильтониана.
Начальные условия для системы (5) задаются следующим образом:

ai(tin) = ci, (6)

где ci является i-м решением обобщенной задачи на собственные значения матрицы
H(tin), соответствующим собственному числу εi, т. е.

H(tin)ci = εiSci. (7)

Решив систему ОДУ (5) с начальными условиями (6) методом Кранка–Николсон [43,
60], получим набор коэффициентов разложения ai(t) в момент времени tout. После
этого искомые одночастичные амплитуды переходов можно вычислить по формуле

Afi = c†fSai(tout). (8)

И наконец, среднее число рожденных позитронов в состоянии k определяется как

nk =
∑

εi>−1

|Aki|2. (9)

Выше мы описали общую схему расчета. Остановимся теперь подробнее на спо-
собах учета эффектов вращения межъядерной оси. Обычно за рамками монопольного
приближения вычисления производятся в системе отсчета, ось z которой направлена
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вдоль межъядерной оси и вращается вместе с ней. Начало отсчета при этом распола-
гается в центре масс. В такой системе отсчета электронный гамильтониан с хорошей
точностью имеет вид [61]

Ĥ(t) = ĥfree + VTC(r, t)− Ĵ · ω, (10)

VTC(r, t) = VA (|r−RA(t)|) + VB (|r−RB(t)|) , (11)

где ĥfree — гамильтониан Дирака для свободной частицы; VTC — двухцентровый по-
тенциал ядер, движущихся по траекториям RA/B(t); Ĵ — оператор полного электрон-
ного углового момента; ω — вектор угловой скорости вращения межъядерной оси. При
рассмотрении во вращающейся системе отсчета все траектории RA/B(t) аналогичны
траекториям лобовых столкновений, но со своей зависимостью RA/B(t). Первые два
слагаемых в (10) обладают аксиальной симметрией и являются диагональными по μ.
Функции с разными проекциями полного момента замещаются только последним
членом −Ĵ · ω. Учет этого члена существенно усложняет численные расчеты из-за
необходимости значительного увеличения базисного набора, который в таком случае
должен содержать функции с разными значениями μ. В то же время утверждается,
что влияние этого члена на рождение пар мало по сравнению с потенциалом ядер
(см., например, [54–56]). Поэтому он зачастую не рассматривается.

Будем считать, что ядра сталкиваются в плоскости xz. Тогда вектор ω будет
направлен вдоль оси y, т. е. ω = (0, ω, 0). С учетом этого вращательный член −Ĵ · ω
можно представить в виде

−Ĵ · ω = −Ĵyω =
iω

2

(
Ĵ+ − Ĵ−

)
, (12)

где Ĵ+/Ĵ− — операторы повышения/понижения проекции углового момента. Благо-
даря этому матричные элементы вращательного члена в гамильтониане приобретают
довольно простую форму. Они оказываются диагональными по κ, но связывают базис-
ные функции с разностью проекций полного углового момента Δμ = ±1. Потенциал
VTC связывает функции с разными κ, но диагонален по μ. Оператор ĥfree диагона-
лен как по κ, так и по μ. Радиальные интегралы, в свою очередь, отличны от нуля
только для небольшого числа пар B-сплайнов с близкими номерами, независимо от κ
и μ. Вследствие этого полная матрица гамильтониана H(t) получается разреженной.
Используя численные алгоритмы, разработанные для работы с разреженными матри-
цами, можно ускорить решение системы уравнений (5).

С другой стороны, вращение межъядерной оси можно учесть и в инерциальной
системе, начало отсчета которой совпадает с центром масс. При этом в гамильтониане
появляется явная зависимость от угла между межъядерной осью и осью z. В такой
системе отсчета электронный гамильтониан имеет простой вид

Ĥ(t) = ĥfree + VTC(r, t). (13)

Здесь потенциал VTC определяется тем же выражением (11), но теперь с гиперболи-
ческими траекториями RA/B(t). Благодаря симметрии VTC относительно вращений
вокруг межъядерной оси, его можно представить в виде следующего разложения по



Влияние вращения межъядерной оси 205

сферическим гармоникам YLM :

VTC(r, t) =

∞∑
L=0

L∑
M=−L

∑
α=A,B

V α
L (r, Rα(t)) YLM (r̂)Y ∗

LM

(
R̂α(t)

)
. (14)

В этом разложении коэффициенты V α
L (r, Rα(t)) зависят только от L и модулей век-

торов r и Rα(t). При этом вся зависимость от угла поворота межъядерной оси содер-

жится в последнем множителе Y ∗
LM

(
R̂α(t)

)
. В базисе (3), (4) все угловые интегралы,

как и прежде, берутся аналитически. Так как разложение (14) содержит сферические
гармоники со всеми проекциями M , потенциал VTC будет связывать базисные функ-
ции как с разными κ, так и с разными μ, уменьшая разреженность матрицы H(t) по
сравнению с предыдущим методом.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

Следуя описанной выше вычислительной технике, мы произвели расчеты вероят-
ности рождения электрон-позитронных пар с захватом электрона в связанное состо-
яние (Pb) и полной вероятности рождения пар (Pt) в симметричных столкновениях
голых ядер урана. Расчеты выполнялись как во вращающейся системе отсчета с уче-
том члена −Ĵ · ω и без него, так и в инерциальной. Во всех случаях базисный набор
включал в себя пространственно-четные функции с κ = −1, 2,−3. Количество же
проекций углового момента μ, представленных в базисе, зависело от используемого
метода. При расчетах во вращающейся системе отсчета в приближении, не учитываю-
щем вращение межъядерной оси, вычисления производились отдельно для μ = 1/2 и
μ = 3/2, затем полученные значения складывались и умножались на два. Как и в ра-
боте [46], вклад проекции μ = 3/2 оказался на несколько порядков меньше, чем для
μ = 1/2. Другие проекции совсем не оказывают влияния на итоговые значения веро-
ятностей в пределах трех значащих цифр. Расчеты с учетом вращения межъядерной
оси в той же системе отсчета выполнялись в двух базисах: c |μ| � 3/2 и |μ| � 5/2, т. е.
для всех возможных проекций данного набора κ. Расчеты в инерциальной системе
отсчета производились в базисе с |μ| � 5/2. Для описания радиальной части волно-
вых функций использовались B-сплайны девятого порядка, построенные на сетке из
600 узлов. Узлы сетки были распределены степенным образом по промежутку от 0 до
205,5 релятивистских единиц. Результаты расчетов для Rmin = 17,5, 25 фм и η = 1,
5, 10, 20 представлены в таблице. Лобовым столкновениям (η = 1) с минимальными
межъядерными расстояниями Rmin = 17,5 и 25 фм соответствуют энергии E0 ≈ 5,9
и 4,1 МэВ/нуклон. Энергии столкновений с конечными прицельными параметрами
при фиксированном Rmin определяются по формуле E = ηE0. Из таблицы видно, что
оба метода учета вращения межъядерной оси дают идентичные значения в базисе
с |μ| � 5/2 для всех рассмотренных параметров столкновений. Небольшие отличия в
последнем знаке результатов, полученных во вращающейся системе отсчета в бази-
сах с |μ| � 5/2 и |μ| � 3/2, наблюдаются только для η = 20. Таким образом, видно
преимущество расчетов во вращающейся системе отсчета по сравнению с расчетами
в инерциальной системе отсчета. Помимо упомянутой выше разницы в степени раз-
реженности матриц, для расчетов во вращающейся системе достаточно использовать
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Rmin,
фм

Вероятность
рождения пар

Метод
η = E/E0

1 5 10 20

17,5

Pb

A: |μ| � 3/2 1,03 · 10−2 7,95 · 10−3 7,07 · 10−3 5,94 · 10−3

B1: |μ| � 3/2 1,03 · 10−2 7,96 · 10−3 7,09 · 10−3 5,96 · 10−3

B1: все μ 1,03 · 10−2 7,96 · 10−3 7,09 · 10−3 5,96 · 10−3

B2: все μ 1,03 · 10−2 7,96 · 10−3 7,09 · 10−3 5,96 · 10−3

Pt

A: |μ| � 3/2 1,04 · 10−2 1,04 · 10−2 1,18 · 10−2 1,44 · 10−2

B1: |μ| � 3/2 1,04 · 10−2 1,05 · 10−2 1,19 · 10−2 1,46 · 10−2

B1: все μ 1,04 · 10−2 1,05 · 10−2 1,19 · 10−2 1,47 · 10−2

B2: все μ 1,04 · 10−2 1,05 · 10−2 1,19 · 10−2 1,47 · 10−2

25

Pb

A: |μ| � 3/2 4,19 · 10−3 5,15 · 10−3 5,25 · 10−3 4,97 · 10−3

B1: |μ| � 3/2 4,19 · 10−3 5,16 · 10−3 5,27 · 10−3 5,00 · 10−3

B1: все μ 4,19 · 10−3 5,16 · 10−3 5,27 · 10−3 5,00 · 10−3

B2: все μ 4,19 · 10−3 5,16 · 10−3 5,27 · 10−3 5,00 · 10−3

Pt

A: |μ| � 3/2 4,20 · 10−3 5,88 · 10−3 7,11 · 10−3 8,96 · 10−3

B1: |μ| � 3/2 4,20 · 10−3 5,91 · 10−3 7,18 · 10−3 9,15 · 10−3

B1: все μ 4,20 · 10−3 5,91 · 10−3 7,18 · 10−3 9,17 · 10−3

B2: все μ 4,20 · 10−3 5,91 · 10−3 7,18 · 10−3 9,17 · 10−3

Примечание. Вероятности рождения электрон-позитронных пар в столкновениях голых
ядер, полученные в базисе с κ = −1, 2,−3. Pb — вероятность рождения пар с захватом
электрона в связанное состояние, Pt — полная вероятность рождения пар, A — расчет
без учета вращения межъядерной оси, B — расчеты с учетом вращения межъядерной оси:
B1 — во вращающейся системе отсчета, B2 — в инерциальной системе отсчета.

не все возможные проекции углового момента μ, а только функции с |μ| � 3/2. Это
означает возможность использования матриц S и H(t) в уравнении (5) меньшего
размера, что, в свою очередь, в несколько раз уменьшает время расчетов.

Принимая во внимание, что прицельный параметр b выражается через Rmin и η
как

b = Rmin

√
1− 1

η
, (15)

из таблицы явно следует, что влияние эффектов вращения на вероятность рождения
пар является пренебрежимо малым для низкоэнергетических столкновений c малыми
прицельными параметрами. Именно такие столкновения рассматриваются в контексте
обнаружения признаков спонтанного рождения пар. Эффекты вращения практически
не проявляются вплоть до η = 5. Их учет приводит к некоторому росту получаемых
вероятностей рождения пар. При этом изменение полной вероятности оказывается
существенно большим по сравнению с изменением вероятности рождения пар с за-
хватом электрона в связанное состояние. Влияние вращения ожидаемо возрастает по
мере роста прицельного параметра и энергии столкновения.

Для проверки полученных результатов мы провели несколько расчетов другим
методом, который использует естественное для двухатомных молекул двухцентровое
описание в вытянутых сфероидальных координатах. Операторы и волновые функции
подвергались пространственной дискретизации с помощью обобщенного псевдоспек-
трального метода, в котором точки коллокации определяются корнями ортогональных
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полиномов. Использовались абсциссы Гаусса для представления псевдоугловой коор-
динаты (20 точек коллокации) и абсциссы Гаусса–Радау для представления псевдо-
радиальной координаты (320 точек коллокации). Данные этих расчетов находятся в
хорошем согласии с результатами, представленными выше, и подтверждают вывод о
незначительном влиянии вращения межъядерной оси на полную вероятность рожде-
ния электрон-позитронных пар при максимальном сближении ядер 17,5 фм и энергиях
столкновения 6–8 МэВ/нуклон (1 � η � 1,3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработаны два метода вычисления вероятностей рождения электрон-позитрон-
ных пар в столкновениях тяжелых ядер за рамками монопольного приближения с уче-
том вращения межъядерной оси. С их помощью были произведены расчеты вероят-
ностей рождения пар в симметричных столкновениях голых ядер урана. Результаты
расчетов показывают, что влияние вращения межъядерной оси является пренебрежи-
мо малым для низкоэнергетических столкновений с небольшими прицельными пара-
метрами.

Финансирование. Одноцентровые расчеты с использованием мультипольного раз-
ложения потенциала ядер были выполнены при поддержке Фонда развития теорети-
ческой физики и математики «Базис». Расчеты в вытянутых сфероидальных коорди-
натах с применением обобщенного псевдоспектрального метода производились при
поддержке Российского научного фонда (грант №22-62-00004).
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Phys. Rev. A. 2018. V. 98. P. 062709.
47. Popov R.V., Bondarev A. I., Kozhedub Y. S., Maltsev I. A., Shabaev V.M., Tupitsyn I. I.,
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