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� ¸¸¥Ö´¨¥ ¶·μÉμ´   Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ÔËË¥±É¨¢´μ-¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ°
³μ¤¥²¨

�·¥¤¶μ²μ¦¥´μ, ÎÉμ ¶μ²´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ¶·μÉμ´  ¸  Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¸Ê³³μ° ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ Ö¤¥·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤  ¸ ³Ö£±¨³ ±μ·μ³
¨ ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨. „ ´ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨°
 ´ ²¨§ ´¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥´¨Ö Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö-
´¨Ö ¶·μÉμ´  ´   Éμ³¥ ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´Ê²¥¢μ£μ ¶μ²´μ£μ Ê£²μ¢μ£μ ³μ³¥´É .
‚ ¨Éμ£¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ¢Ò¶μ²´¥´´ÒÌ ¢ · ³± Ì ´¥²¨´¥°´μ° ¢¥·¸¨¨ ³¥Éμ¤  Ë §μ¢ÒÌ
ËÊ´±Í¨°, ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¶μÉ¥´Í¨-
 ²  ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ É ±μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ ¶·¨ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É, ´μ ¨³¥¥É
±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ´Ê²¥°.

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¢ ‹ ¡μ· Éμ·¨¨ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ¨³. �.�. 	μ£μ²Õ¡μ¢ 
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Proton-Hydrogen Atom Scattering in Effective Two-Body Model

By assumption, the total proton-hydrogen atom interaction is the sum of the
short-range nuclear Reid potential with a soft core and the long-range ThomasÄ
Fermi potential. The quantum-mechanic analysis of the low-energy peculiarities of
the phase-shift and cross-section of the proton-hydrogen atom scattering is given in
the case of zero total angular momentum. As the result of the calculation performed
in the framework of the nonlinear version to the variable phase approach, it is
shown that due to the long-range asymptotics of the ThomasÄFermi potential, the
cross-section oscillates at low energies but has a ˇnite number of zeros.
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‚‚…„…�ˆ…

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉ¥ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö, ¶·¨´ÖÉÒ¥
¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ÊÎ¥¡´ÒÌ ±Ê·¸ Ì [1,2] ¨ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ³μ´μ£· Ë¨ÖÌ [3Ä9].

‚ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ [1] ¨ ¢  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¥ [5]  Éμ³
¢μ¤μ·μ¤  ¸Î¨É ¥É¸Ö ¸¢Ö§ ´´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥³ ¤¢ÊÌ · §´μ¨³¥´´μ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î -
¸É¨Í: Ô²¥±É·μ´  ¨ ¶·μÉμ´ -Ö¤· . ‡ ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´   Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤ 
μÉ´μ¸¨É¸Ö ± ±² ¸¸Ê § ¤ Î, ´ ¨¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ³Ê ¤²Ö ± Î¥¸É¢¥´´μ£μ ¨ Î¨¸²¥´´μ£μ
 ´ ²¨§ . ‚ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì
Î ¸É¨Í [3] ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ÔÉμ£μ ±² ¸¸  § ¤ Î ´¥ § ¢¥·Ï¥´μ. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´¥-
¨§¢¥¸É´Ò ±μμ·¤¨´ É´Ò¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ¸¨¸É¥³Ò É·¥Ì § ·Ö-
¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ μ¸μ¡ÒÌ μ¡² ¸ÉÖÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨μ´´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , μ¶·¥-
¤¥²Ö¥³ÒÌ ´ ¶· ¢²¥´¨¥³ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶ ·Ò Î ¸É¨Í ¢¶¥·¥¤. �¥¨§¢¥¸É´Ò ¨ Ö¢´Ò¥
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ° Î ¸É¨ÍÒ ´  ¸¢Ö§ ´´μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¤¢ÊÌ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¶·¥¤¥²¥ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö.
…Ð¥ ³¥´¥¥ ¨§ÊÎ¥´´μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö § ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ° Î ¸É¨ÍÒ ´  ¸¢Ö-
§ ´´μ³ ±μ³¶²¥±¸¥ É·¥Ì ¨ ¡μ²¥¥ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í. � ¶·¨³¥·, ¸Éμ²±´μ¢¥´¨¥
¶·μÉμ´  ¸ ÉÖ¦¥²Ò³  Éμ³μ³.

ˆ§-§  ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ É·Ê¤´μ¸É¥° ´¥ Ê£ ¸ ¥É ¨´É¥·¥¸ ± ÔËË¥±É¨¢´μ-
¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´Ò³ ³μ¤¥²Ö³ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö § ·Ö¦¥´´μ° Î ¸É¨ÍÒ ¸ ´¥°É· ²Ó´Ò³
 Éμ³μ³. �¤´  ¨§ É ±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¶·¥¤² £ ¥É¸Ö ¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥°
· ¡μÉ¥ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´   Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤ . ‚ ¶·¥¤-
² £ ¥³μ° ³μ¤¥²¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ´ ²¥É ÕÐ¨³ ¶·μÉμ´μ³ ¨ ¶·μÉμ´μ³,
Ö¢²ÖÕÐ¨³¸Ö Ö¤·μ³  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤ , ¸Î¨É ¥É¸Ö ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¥° Ö¤¥·´μ£μ ¶μÉ¥´-
Í¨ ²  �¨¤  [10] ¸ ³Ö£±¨³ ±μ·μ³ ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ [11,12], μ¶¨¸Ò-
¢ ÕÐ¥£μ ÔËË¥±É Ô±· ´¨·μ¢±¨ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ § ·Ö¤  Ö¤·   Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¥£μ
Ô²¥±É·μ´μ³.

‘Éμ¨É μÉ³¥É¨ÉÓ ¤¢  Ë ±É . „ ¢´μ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ’μ³ ¸ Ä
”¥·³¨ ¨´É¥´¸¨¢´μ ¨ Ê¸¶¥Ï´μ ¶·¨³¥´Ö² ¸Ó ¤²Ö ± Î¥¸É¢¥´´μ£μ ¨ Î¨¸²¥´´μ£μ
¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö [13] Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ Ô²¥±É·μ´μ¢ ÉÖ¦¥²ÒÌ  Éμ³μ¢ ¨ ¨μ´μ¢. �¤-
´ ±μ Ê¶·Ê£μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ Ö¤¥·´μ£μ É¨¶  ´  ´¥°É· ²Ó´μ³  Éμ³¥ ¸ ÊÎ¥Éμ³
ÔÉμ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¨ ´¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ É ±μ£μ ¸Éμ²±´μ¢¥-
´¨Ö ¤¥É ²Ó´μ ´¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ²¨¸Ó.

� ¸ÉμÖÐ Ö · ¡μÉ  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ¶ÒÉ±μ° ¢μ¸¶μ²´¨ÉÓ ÔÉμÉ ¶·μ¡¥² É ±¨³
μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¥¥ ¸μ¤¥·¦ ´¨¥ μ± § ²μ¸Ó Ö¸´Ò³ ¤²Ö ³ ±¸¨³ ²Ó´μ Ï¨·μ±μ£μ
±·Ê£  Î¨É É¥²¥°.
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ƒ² ¢´ Ö Í¥²Ó ´ Ï¥£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö § ±²ÕÎ ¥É¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥´´μ³ ¨ Î¨¸²¥´-
´μ³  ´ ²¨§¥ ´¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° S-¢μ²´μ¢μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μ-
Éμ´  ´   Éμ³¥ ¢μ¤μ·μ¤  ¢ ±· É±μ μ¶¨¸ ´´μ° ¢ÒÏ¥ ÔËË¥±É¨¢´μ-¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ°
³μ¤¥²¨.

� §¤¥² 1 ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¶μ¤·μ¡´μ³Ê μ¶¨¸ ´¨Õ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ ¨ ¥¥
±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±μ³Ê  ´ ²¨§Ê. ‚ · §¤¥²¥ 2 ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò ¶·¥¤²μ¦¥´-
´Ò¥ ¸¶μ¸μ¡Ò Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´   Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  ¨ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. �¸´μ¢´Ò¥ ¢Ò¢μ¤Ò ¸Ê³³¨·ÊÕÉ¸Ö ¢ § -
±²ÕÎ¥´¨¨.

1. Œ�„…‹œ ˆ …… Š‚��’�‚�-Œ…•��ˆ—…‘Šˆ‰ ���‹ˆ‡

„²Ö ´ Î ²  μ¶¨Ï¥³ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ±μ´¸É ´É ¨ ´ ¶μ³´¨³ μ¸μ¡μ
¢ ¦´Ò¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö.

‚¸Õ¤Ê ¤ ²¥¥ � Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö �² ´± , me, e ¨ aB Å ³ ¸¸ , Ô²¥±É·¨Î¥¸±¨°
§ ·Ö¤ (e < 0) ¨ ¡μ·μ¢¸±¨° · ¤¨Ê¸ Ô²¥±É·μ´  e−; mp, |e| ¨ R Å ³ ¸¸ , Ô²¥±-
É·¨Î¥¸±¨° § ·Ö¤ ¶·μÉμ´  ¨ ¡μ·μ¢¸±¨° · ¤¨Ê¸ ¸¨¸É¥³Ò {p, p} ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢.
„²Ö μÍ¥´μ± ¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ §´ Î¥´¨Ö:

me = 0,5110034 ŒÔ‚, mp = 1836,15152 me ≈ 938,2796696 ŒÔ‚,

�
2

mp
≈ 41,49996 ŒÔ‚ · ”³2, e2 = 1,4399758 ŒÔ‚ · ”³,

aB ≡ �
2

mee2
= 52917,706 ”³, R ≡ �

2

mpe2
= aB

me

mp
≈ 28,81990 ”³.

—Éμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¢μ§³μ¦´ÒÌ ´¥¤μ· §Ê³¥´¨°, ´ ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¢ ´¥·¥²ÖÉ¨-
¢¨¸É¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ [1], ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ É¥μ·¨¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸É¢  [2],
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¶·¨´ÖÉμ ´ §Ò¢ ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÊÕ Ô´¥·£¨Õ.

‚ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ [1], ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ · ¸-
¸¥Ö´¨Ö ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Î ¸É¨Í [3] ¨ ¢ ³¥Éμ¤¥ Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° [4]
¶μÉ¥´Í¨ ² v(x), Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨° Ê¸²μ¢¨Õ

xnv(x) → 0, x → ∞; n = 0, 1, 2, . . . , (1)

É. ¥. Ê¡Ò¢ ÕÐ¨° ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨°  ·£Ê³¥´É  x ¡Ò¸É·¥¥ ²Õ¡μ°
ËÊ´±Í¨¨ x−n, ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³. �μÉ¥´Í¨ ², ´¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö-
ÕÐ¨° É ±μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ, ´ Î¨´ Ö ¸ ± ±μ£μ-²¨¡μ §´ Î¥´¨Ö n, ¸Î¨É ¥É¸Ö ¤ ²Ó´μ-
¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³.

’¥¶¥·Ó ±· É±μ μ¶¨Ï¥³ ¨§¢¥¸É´ÊÕ ¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ·¥ ²¨¸É¨Î¥¸±ÊÕ ³μ¤¥²Ó [6]
¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢ ¢ 1S0-¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¸¨¸É¥³Ò {p, p}, ¢ ±μÉμ·μ³ ¥¥
¶μ²´Ò¥ Ê£²μ¢μ° ³μ³¥´É ¨ ¸¶¨´ · ¢´Ò ´Ê²Õ.
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ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸¨¸É¥³Ê Í¥´É·  ³ ¸¸ ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢. �Ê¸ÉÓ ¢ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³¥ r, k
¨ E = (�k)2/mp Å μÉ´μ¸¨É¥²Ó´Ò¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö ¶·μÉμ´ ³¨, ¢μ²-
´μ¢μ¥ Î¨¸²μ ¨ Ô´¥·£¨Ö ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¦¥ ¶·μÉμ´μ¢, ¨§³¥·Ö¥³Ò¥, ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢¥´´μ, ¢ ”¥·³¨, ¢ μ¡· É´ÒÌ ”¥·³¨ ¨ ¢ Ô²¥±É·μ´-¢μ²ÓÉ Ì. …¸²¨ Ô´¥·£¨Ö E
§ ¤ ´  ¢ ±¨²μÔ²¥±É·μ´¢μ²ÓÉ Ì, Éμ ¢μ²´μ¢μ¥ Î¨¸²μ k ¢ μ¡· É´ÒÌ ”¥·³¨ ¢ÒÎ¨-
¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê² ³

k = p
√

E; p ≡
√

0,001mp/�2 ≈ 0,004908809 (±Ô‚1/2 · ”³)−1.

‚ μ¡¸Ê¦¤ ¥³μ° ³μ¤¥²¨ ¶μ²´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö ¶·μÉμ´ ³¨
¸Î¨É ¥É¸Ö ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¥° V (r) ≡ V c(r) + V s(r) μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¥£μ ±Ê²μ´μ¢-
¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V c(r) ≡ e2/r ¨ Ö¤¥·´μ£μ 1S0-¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤  ¸ ³Ö£±¨³
±μ·μ³ [10], ±μÉμ·Ò° ´¥¸²μ¦´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¶μ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ëμ·³Ê² ³:

V s(r) = [g(x)/x]{V1 + g3(x)[V4 + V7g
3(x)]}, g(x) ≡ exp (−x), x ≡ r/rπ ;

V1 = −10,463 ŒÔ‚, V4 = −1650,6 ŒÔ‚, V7 = 6484,2 ŒÔ‚, (2)

rπ ≡ (10/7) ”³.

�μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ (1) ±Ê²μ´μ¢¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² e2/r Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤ ²Ó´μ¤¥°-
¸É¢ÊÕÐ¨³,   ¶μÉ¥´Í¨ ² �¨¤  (2) Å ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³.

�μÖ¸´¨³ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤  V s(r) μÉ · ¸-
¸ÉμÖ´¨Ö r. �¡¸Ê¦¤ ¥³ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¨³¥¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨

V s(r) ∼ V s
0 /r, V s

0 ≈ 6890 ŒÔ‚ · ”³, r/rπ → 0;
(3)

V s(r) ∼ V s
∞ exp (−r/rπ)/r, V s

∞ ≈ −14,9 ŒÔ‚ · ”³, r/rπ → ∞.

C ·μ¸Éμ³  ·£Ê³¥´É  r ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ´  ¨´É¥·¢ ²¥ (0, rs
2),

¢ ÉμÎ±¥ r � rs
1 ≈ 0,6402 ”³ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ¢ ÉμÎ±¥ r = rs

2 ≈ 0,8449 ”³
¤μ¸É¨£ ¥É ¸¢μ¥£μ ³¨´¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö V s(rs

2) = V s
min ≈ −97,2308 ŒÔ‚,  

§ É¥³ ³μ´μÉμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É, ¸Ìμ¤Ö¸Ó ± ´Ê²Õ ¢ ¶·¥¤¥²¥ r/rπ → ∞.
‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶μÉ¥´Í¨ ² �¨¤  (2) ¨³¥¥É ¢ ´ Î ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ r = 0 ¸¨´-

£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ É¨¶ , Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ´  μÉ-
·¥§±¥ [0, rs

1] ¨ ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ´  ¶μ²Êμ¸¨ r > rs
1. „²Ö ¡μ²ÓÏ¥°

Ö¸´μ¸É¨ £· Ë¨± ¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤  ¨§μ¡· ¦¥´ ´  ·¨¸. 1.
�·¨¸ÉÊ¶¨³ ± μ¶¨¸ ´¨Õ ¶·¥¤² £ ¥³μ° ÔËË¥±É¨¢´μ-¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ° ³μ¤¥²¨

· ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´  p  Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  H .
�Éμ³ ¢μ¤μ·μ¤  ¸Î¨É ¥³ Ô²¥±É·¨Î¥¸±¨ ´¥°É· ²Ó´Ò³ ¸¢Ö§ ´´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ-

´¨¥³ ¸¨¸É¥³Ò {e−, p} ¤¢ÊÌ · §´μ¨³¥´´μ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í: Ô²¥±É·μ´  ¨
¶·μÉμ´ . Œ ¸¸Ê  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  mH ¶μ² £ ¥³ · ¢´μ° ³ ¸¸¥ mp ¥£μ Ö¤· . �É-
´μ¸¨É¥²Ó´ Ö ÉμÎ´μ¸ÉÓ É ±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö · ¢´  me/mp ≈ 0,001 ¨ ¢¶μ²´¥
¤μ¸É ÉμÎ´  ¤²Ö ´ Ï¨Ì Í¥²¥°. „²Ö ±· É±μ¸É¨ ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ μ¶¨¸ ´¨Ö ¶·μÉμ´,
´ ²¥É ÕÐ¨° ´   Éμ³ ¢μ¤μ·μ¤ , μ¡μ§´ Î¨³ ¸¨³¢μ²μ³ p,   ¶·μÉμ´, Ö¢²ÖÕÐ¨°¸Ö
Ö¤·μ³ ÔÉμ£μ ¦¥  Éμ³ , Å ¸¨³¢μ²μ³ p′.
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�¨¸. 1. ‘¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å ¶μÉ¥´-
Í¨ ² �¨¤  (2), ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö Å ËÊ´±-
Í¨Ö V s

as(r) ≡ 0

ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸¨¸É¥³Ê Í¥´É·  ³ ¸¸ ¶·μ-
Éμ´μ¢ p ¨ p′. ‚ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³¥ r, k
¨ E Å μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê
ÔÉ¨³¨ ¶·μÉμ´ ³¨, ¢μ²´μ¢μ° ¢¥±Éμ· ¨ ¶μ²-
´ Ö Ô´¥·£¨Ö ¨Ì μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö.
Š ± ¨ · ´¥¥, ¶·¥¤¶μ² £ ¥³, ÎÉμ Ö¤¥·-
´μ¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´ ³¨ p
¨ p′ ¢ 1S0-¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¶ ·´μ° ¶μ¤¸¨-
¸É¥³Ò {p, p′} ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ°
¸¨¸É¥³Ò {p, p′, e−} μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¶μÉ¥´-
Í¨ ²μ³ �¨¤  (2).

—Éμ¡Ò ¸¢¥¸É¨ ´ ÏÊ ¨¸Ìμ¤´ÊÕ § ¤ ÎÊ
É·¥Ì Î ¸É¨Í p, p′ ¨ e− ± ÔËË¥±É¨¢´μ-
¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ° § ¤ Î¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤¢ÊÌ ¶·μ-
Éμ´μ¢ p ¨ p′, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ÊÎ¥¸ÉÓ ÔËË¥±É

Ô±· ´¨·μ¢±¨ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ ¶μ²Ö ¶·μÉμ´  p′ ¢  Éμ³¥ ¢μ¤μ·μ¤  ¥£μ Ô²¥±É·μ-
´μ³ e−. � ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ° ¸¶μ¸μ¡ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ÊÎ¥É  ¢±²ÕÎ¥´¨Ö ÔÉμ£μ
ÔËË¥±É  Å § ³¥´  ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö V c ¢ ¶μ²´μ³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨
V (r) = V c(r) + V s(r) ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´ ³¨ p ¨ p′ ´¥±μÉμ·Ò³ Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò³
Í¥´É· ²Ó´Ò³ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ V �(r). „²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö É ±μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö
¶·¨³¥´¨³ ³μ¤¥²Ó, ±μÉμ·ÊÕ ¢¶¥·¢Ò¥ ¶·¥¤²μ¦¨² ‹. ’μ³ ¸ [11] ¢ 1927 £.,  
£μ¤μ³ ¶μ§¦¥ μ¶¨¸ ² �.”¥·³¨ [12]. �μ¤·μ¡´μ¥ μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä
”¥·³¨ ¨ ³´μ£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¥¥ ´¥¸μ³´¥´´μ Ê¸¶¥Ï´ÒÌ ¶·¨²μ¦¥´¨°
¢  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¥ ¸μ¤¥·¦ É¸Ö ¢ ¶¥·¢μ³ Éμ³¥ ±´¨£¨ [13].

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ É¥·³¨´μ²μ£¨Õ, ¶·¨´ÖÉÊÕ ¢ É¥μ·¨¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸É¢  [2], ´ ¶μ-
³´¨³ ±²ÕÎ¥¢Ò¥ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸²¥¤¸É¢¨Ö ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨.
‚ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ Ö¤·μ  Éμ³  ¸Î¨É ¥É¸Ö ´¥¶μ¤¢¨¦´Ò³ Í¥´É·μ³, ¨³¥ÕÐ¨³ ±Ê²μ-
´μ¢¸±¨° § ·Ö¤ Z|e| ¨ ¶μ³¥Ð¥´´Ò³ ¢ ´ Î ²Ó´ÊÕ ÉμÎ±Ê ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° ¤¥± ·Éμ-
¢μ° ¸¨¸É¥³Ò ±μμ·¤¨´ É ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ±μμ·¤¨´ É´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ R3; ¢ ÔÉμ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¢¸¥ Z Ô²¥±É·μ´μ¢  Éμ³  μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨ ± ± ¶μ²´μ-
¸ÉÓÕ ¢Ò·μ¦¤¥´´Ò° Ô²¥±É·μ´´Ò° £ §, ¶μ¤Î¨´ÖÕÐ¨°¸Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ¸É É¨¸É¨±¥
”¥·³¨ [13]. „ ²¥¥ ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤¢¥ ±²ÕÎ¥¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Ne ¨ ϕ Å ¶²μÉ´μ¸ÉÓ
Ô²¥±É·μ´μ¢ ¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  Éμ³  ´  · ¸¸ÉμÖ´¨¨ r μÉ ¥£μ Ö¤· 
¨ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Å ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, ¸¢Ö-
§ ´´ Ö, ¡² £μ¤ ·Ö ¶μ²´μ³Ê ¢Ò·μ¦¤¥´¨Õ Ô²¥±É·μ´´μ£μ £ § , ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ϕ
· ¢¥´¸É¢μ³

Ne(r; Z) =
1

3π2

[
2

|e|aB
ϕ(r; Z)

]3/2

. (4)

‚ ÔÉμ³ · ¢¥´¸É¢¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ μ¡¥ ËÊ´±Í¨¨ Ne(r; Z) ¨ ϕ(r; Z)
§ ¢¨¸ÖÉ μÉ Î¨¸²  Ô²¥±É·μ´μ¢  Éμ³  Z.
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‡ É¥³ ¸¢Ö§Ó (4) ¨ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´´ Ö ¸¨³³¥É·¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ Ne(r; Z) ¨¸¶μ²Ó-
§ÊÕÉ¸Ö ¤²Ö Éμ£μ, ÎÉμ¡Ò ¸¢¥¸É¨ ¨§¢¥¸É´μ¥ ¢ É¥μ·¨¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸É¢  [2] Ê· ¢´¥´¨¥
�Ê ¸¸μ´ 

�rϕ(r; Z) = −4πρ(r) = 4π |e|Ne(r; Z) (5)

± ¸²¥¤ÊÕÐ¥³Ê μ¤´μ³¥·´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ:

[
∂2

r +
2
r
∂r

]
ϕ(r; Z) =

1
3π

[
27

|e|a3
B

ϕ3(r; Z)
]1/2

. (6)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤μ¶μ²´ÖÉ¸Ö ¤¢Ê³Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¶μ´ÖÉ´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨:

lim
r→0

r ϕ(r; Z) = Z,

∫
R3

Ne(r; Z) dr = Z. (7)

�¥·¢μ¥ ¨§ ´¨Ì ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¢¡²¨§¨ Ö¤·  Ô±· ´¨·μ¢±  μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É,   ¢Éμ·μ¥
¢Ò· ¦ ¥É Éμ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ, ÎÉμ ¶μ²´μ¥ Î¨¸²μ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ³
 Éμ³¥ · ¢´μ Z.

‡ ¢¥·Ï ÕÐ¨° ÔÉ ¶ ·¥¤Ê±Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö �Ê ¸¸μ´  (5) ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö μ¡¥§-
· §³¥·¨¢ ÕÐ¥° ¶μ¤¸É ´μ¢±μ°

ϕ(r; Z) =
γ

x
f(x), x =

r

d
, (8)

£¤¥ · §³¥·´Ò¥ ±μ´¸É ´ÉÒ γ ¨ d μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö · ¢¥´¸É¢ ³¨

d ≡
(

9π2

128Z

)1/3

aB , γ ≡ Z|e|
d

. (9)

‡¤¥¸Ó Ê³¥¸É´μ μ¡· É¨ÉÓ ¢´¨³ ´¨¥ ´  ¤¢  ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢ : ±μ´-
¸É ´É  d μ¡· É´μ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ±Ê¡¨Î¥¸±μ³Ê ±μ·´Õ ¨§ Î¨¸²  Z Ô²¥±É·μ-
´μ¢  Éμ³  ¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¢¥²¨±  ¶μ ³¥·± ³ Ö¤¥·´μ° Ë¨§¨±¨:

d ≈ Z−1/3 0,885341377 aB ≈ Z−1/3 46850,2346977 ”³ .

�μ¤¸É ´μ¢±μ° (8) ¸ ±μ´¸É ´É ³¨ (9) ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (6) ¸¢μ-
¤¨É¸Ö ± ´¥²¨´¥°´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¤²Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x) ¡¥§· §³¥·´μ£μ  ·£Ê³¥´É  x

∂2
xf(x) = f(x)

√
f(x)/x, x > 0, (10)

  £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö (7) ¶·¥μ¡· §ÊÕÉ¸Ö ± ¤μ¢μ²Ó´μ ¶·μ¸ÉÒ³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³

f(x) = 1, x = 0; f(x) → 0, x → ∞. (11)

ˆÉ ±, ¢ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ ¸μ£² ¸´μ Ëμ·³Ê² ³ (8) ¨ (9) Ô²¥±É·¨Î¥-
¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ϕ(r; Z)  Éμ³  ´  § ¤ ´´μ³ · ¸¸ÉμÖ´¨¨ r μÉ ¥£μ Ö¤·  μ¶·¥¤¥-
²Ö¥É¸Ö ± ± ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ϕ(r; Z) = (Z|e|/r)f(x) Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² 
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Ö¤· , · ¢´μ£μ Z|e|/r, ¨ Ô±· ´¨·ÊÕÐ¥° ËÊ´±Í¨¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ f(x) ¡¥§· §-
³¥·´μ£μ  ·£Ê³¥´É  x = r/d.

‘Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ ¶¥·¢μ¥ ¢ ¦´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨: Ô²¥±É·¨-
Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ϕ(r; Z) ¨ · §³¥·´Ò¥ ±μ´¸É ´ÉÒ γ ¨ d § ¢¨¸¨É μÉ Î¨¸² 
Ô²¥±É·μ´μ¢  Éμ³  Z,   ËÊ´±Í¨Ö f(x) μÉ Î¨¸²  Z ´¥ § ¢¨¸¨É ¨ ¢ ÔÉμ³ ¸³Ò¸²¥
Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ° ¤²Ö ¢¸¥Ì  Éμ³μ¢.

“³¥¸É´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¶·¥¤²μ¦¥´¨¥. ‚  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¥ [5]
¶·¨´ÖÉμ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ê¤μ¡´μ° ¥¤¨´¨ÍÒ ¨§³¥·¥´¨Ö · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ¡μ-
·μ¢¸±¨° · ¤¨Ê¸ Ô²¥±É·μ´ . �μ  ´ ²μ£¨¨ ¸  Éμ³´Ò³¨ ¥¤¨´¨Í ³¨ ¶·¥¤¸É ¢²Ö-
¥É¸Ö ²μ£¨Î´Ò³ ´ §¢ ÉÓ ¶ · ³¥É· d ¥¤¨´¨Í¥° ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨, Éμ£¤  ¶¥·¥³¥´-
´ Ö x = r/d ¡Ê¤¥É · ¸¸ÉμÖ´¨¥³ ¢ ¥¤¨´¨Í Ì ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨.

‚ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  · -
¢¥´ ËÊ´±Í¨¨ ϕ(r; Z) ¶·¨ Z = 1, É. ¥. ËÊ´±Í¨¨ (|e|/r)f(x). ‘μ£² ¸´μ É¥μ-
·¨¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸É¢  [2] ¨¸±μ³ Ö Ô²¥±É·¨Î¥¸± Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ Ö Ô´¥·£¨Ö V �(r)
¸¨¸É¥³Ò {p, H}, · ¢´  ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Õ |e|ϕ(r; Z) § ·Ö¤  |e| ´ ²¥É ÕÐ¥£μ ¶·μ-
Éμ´  p ¨ Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²   Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  (|e|/r)f(x).

‘²¥¤ÊÖ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±μ³Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¶μÉ¥´Í¨ ² , ´ °¤¥´´ÊÕ
ËÊ´±Í¨Õ

V �(r) = |e|ϕ(r; Z) =
e2

r
f(x), x =

r

d
,

(12)
d ≈ Z−1/3 46850,2346977 ”³, Z = 1,

´ §Ò¢ ¥³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò {p, p′} ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢.
„ ²¥¥ ¸Î¨É ¥³, ÎÉμ · ¸¸¥Ö´¨¥ ¶·μÉμ´  p  Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤  Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ

· ¸¸¥Ö´¨Õ ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢ p ¨ p′, ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ¸Ê¶¥·¶μ-
§¨Í¨¨ V (r) = V s(r) + V �(r) Ö¤¥·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤  (2) ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² 
’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ (12).

„²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò ¢ÒÖ¢¨ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ μ¡μ¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ V �(r)
¨ V (r), ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¸´ Î ²  μ¡¸Ê¤¨ÉÓ ¨§¢¥¸É´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ËÊ´±Í¨¨ f(x).

‚¶¥·¢Ò¥ ËÊ´±Í¨Õ f(x) ¶·¨ ´¥±μÉμ·ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ¥¥  ·£Ê³¥´É  x, ¶·¨-
´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ¶μ²Ê¨´É¥·¢ ²Ê (0, 30], ¢ÒÎ¨¸²¨² �.”¥·³¨ [12, 13]. �μ§¦¥ ÔÉ 
ËÊ´±Í¨Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ² ¸Ó ³´μ£¨³¨  ¢Éμ· ³¨ [14Ä20]. “¶μ³Ö´¥³ ²¨ÏÓ μ¸´μ¢-
´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ÔÉ¨Ì ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°.

‚ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨°  ·£Ê³¥´É  x ²Õ¡μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ f Ê· ¢´¥´¨Ö (10),
· ¢´μ¥ ¥¤¨´¨Í¥ ¢ ÉμÎ±¥ x = 0, Ö¢²Ö¥É¸Ö · ¢´μ³¥·´μ ¸Ìμ¤ÖÐ¨³¸Ö ·Ö¤μ³ ¶μ
Í¥²Ò³ ¨ ¶μ²ÊÍ¥²Ò³ ¸É¥¶¥´Ö³  ·£Ê³¥´É  x:

f(x) = 1 + Ax +
∑

n=3,4,...

An xn/2, x → 0 . (13)

—¨¸²μ¢Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ An ÔÉμ£μ ·Ö¤  ¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö ·¥±Ê··¥´É´μ° Í¥¶μÎ±¥
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¨ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, É. ¥. ¢ ¶μ·Ö¤±¥ ¢μ§· ¸É ´¨Ö ¨´-
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¤¥±¸  n, ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ¶μ²¨´μ³μ¢  ·£Ê³¥´É  A, · ¢´μ£μ ¶¥·¢μ° ¶·μ¨§-
¢μ¤´μ° ËÊ´±Í¨¨ f ¢ ÉμÎ±¥ x = 0:

A ≡ ∂xf(x)|x=0, A3 =
4
3
, A4 = 0, A5 =

2
5
A, A6 =

1
3
,

A7 =
3
70

A2, A8 =
2
15

A, A9 =
2
27

− 1
252

A3, A10 =
1

175
A2, . . .

‚ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨°  ·£Ê³¥´É  x ²Õ¡μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ f Ê· ¢´¥-
´¨Ö (10), ¸Ìμ¤ÖÐ¥¥¸Ö ± ´Ê²Õ ¢ ¶·¥¤¥²¥ x → ∞, ¶·¥¤¸É ¢¨³μ ¢ ¢¨¤¥ ¶·μ¨§¢¥-
¤¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ 144/x3 Å ÉμÎ´μ£μ, ´μ ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ£μ · ¸ÉÊÐ¥£μ ¶·¨ x → 0
·¥Ï¥´¨Ö ÔÉμ£μ ¦¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ ¸Ìμ¤ÖÐ¥£μ¸Ö ·Ö¤  S(x):

f(x) = 144x−3 S(x); S(x) = 1 + Bx−γ +
∑

n=2,3,...

Bn (Bx−γ)n. (14)

‚ ÔÉμ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ¨·· Í¨μ´ ²Ó´Ò° ¶μ± § É¥²Ó γ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥

γ =
1
2
(
√

73 − 7) ≈ 0,772002,

±μÔËË¨Í¨¥´É B ´¥ μ¶·¥¤¥²¥´, ¢¸¥ μ¸É ²Ó´Ò¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ Bn Ê¤μ¢²¥É¢μ-
·ÖÕÉ ·¥±Ê··¥´É´μ° Í¥¶μÎ±¥  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¨ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ
μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¨§ ÔÉμ° Í¥¶μÎ±¨ ¢ ¢¨¤¥ ¤·μ¡¥°, ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì Î¨¸²μ γ:

B2 =
9

36 − 28γ
, B3 =

18 + 7γ

18(8 − 7γ)
B2,

B4 =
{648 + γ[−252 + γ(196 − 343γ)]}

6(18 + 7γ)(15 − 14γ)
B2 B3, . . .

�¸´μ¢´ Ö ¸²μ¦´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x) ± ± ·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´μ°
±· ¥¢μ° § ¤ Î¨ (10), (11) ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö ¤¢Ê³Ö μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢ ³¨: ²¥¢ Ö £· -
´¨Í  μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö  ·£Ê³¥´É  x ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¢¥²¨±  (x = ∞),   §´ Î¥´¨Ö
±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ A ¨ B  ¸¨³¶ÉμÉ¨± (13) ¨ (14) ¨¸±μ³μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö § · ´¥¥
´¥ ¨§¢¥¸É´Ò. � ¨¡μ²¥¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò°  ²£μ·¨É³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x)
¶·¥¤²μ¦¥´ ¢ · ¡μÉ¥ [19] ¨ μ¸´μ¢ ´ ´   ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ÔÉμ° ËÊ´±Í¨¨ ±μ-
´¥Î´Ò³¨ ²¨´¥°´Ò³¨ ±μ³¡¨´ Í¨Ö³¨ ¢μ¸¥³´ ¤Í É¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ —¥¡ÒÏ¥¢  [7]
¶¥·¥³¥´´μ° y = 2(x/4)1/2 − 1 ´  ¶μ²Ê¨´É¥·¢ ²¥ 0 < x � 4 ¨ ¶¥·¥³¥´´μ°
y = 2(4/x)γ − 1 ´  ¶μ²Êμ¸¨ x > 4. Š ± ÊÉ¢¥·¦¤ ¥É¸Ö ¢ Í¨É¨·Ê¥³μ° · ¡μÉ¥,
É ±μ°  ²£μ·¨É³ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ËÊ´±Í¨Õ f(x) c ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ¤¥¸ÖÉ¨
§´ Î Ð¨Ì Í¨Ë· ¨ ¸ Éμ° ¦¥ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ´ °É¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ A ¨ B ¥¥  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨± (13) ¨ (14):

A = −1,5880710226, B = −13,270973848. (15)
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�¥Ï¥´¨¥ f(x) ±· ¥¢μ° § ¤ Î¨ (10), (11) · ¢´μ ¥¤¨´¨Í¥ ¢ ÉμÎ±¥ x = 0
¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ¸ ·μ¸Éμ³  ·£Ê³¥´É  x, ¶μÔÉμ³Ê ¶·¨ ²Õ¡μ³ x > 0 ÔÉμ
·¥Ï¥´¨¥ ³¥´ÓÏ¥ ¥¤¨´¨ÍÒ.

’¥¶¥·Ó ´¥¸²μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ’μ³ ¸ Ä
”¥·³¨ (12). ‚¸²¥¤¸É¢¨¥ ´¥· ¢¥´¸É¢ 0 < f(x) � 1, £¤¥ x > 0, ¶μÉ¥´Í¨ ²
’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ V �(r) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¸Õ¤Ê μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, ´¥ ¶·¥-
¢ÒÏ ÕÐ¨³ ±Ê²μ´μ¢¸±μ¥ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥ V c(r) = e2/r. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¸ Ë¨-
§¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ ËÊ´±Í¨Ö f(x) μ¶¨¸Ò¢ ¥É ÔËË¥±É Ô±· ´¨·μ¢±¨ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ
μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö e2/r ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´ ³¨ p ¨ p′. �μÔÉμ³Ê ¤ ²¥¥ ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö ´ -
§Ò¢ ¥É¸Ö Ô±· ´¨·ÊÕÐ¥°. �μ Éμ° ¦¥ ¶·¨Î¨´¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² V � ³μ¦´μ ´ §Ò¢ ÉÓ
Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨³ ´¥· ¢¥´¸É¢ ³ 0 < V �(r) <
V c(r) ¶·¨ ¢¸¥Ì r > 0.

’ ± ± ± Ô±· ´¨·ÊÕÐ Ö ËÊ´±Í¨Ö ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ¨ μ¡² ¤ ¥É  ¸¨³¶Éμ-
É¨± ³¨ (13) ¨ (14), Éμ ¶μÉ¥´Í¨ ² ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ Éμ¦¥ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ¸
·μ¸Éμ³ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö r ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´ ³¨ p ¨ p′ ¨ ¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨

V �(r) ∼ e2/r, e2 ≈ 1,4 ŒÔ‚ · ”³, r/d → 0;
(16)

V �(r) ∼ β/r4, β ≡ 144e2d3 ≈ 2 · 1016 ŒÔ‚ · ”³4, r/d → ∞.

�¨¸. 2. ‘¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å ËÊ´±-
Í¨Ö gp(x); ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö Å ËÊ´±Í¨Ö
gp

as(x) ≡ 1

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢ ¶·¥¤¥²¥ ³ ²ÒÌ · ¸¸ÉμÖ-
´¨° ÔÉμÉ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¸É ´μ¢¨É¸Ö ±Ê²μ´μ¢-
¸±¨³ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥³ V c(r) = e2/r,   ¢
¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨° Å ¸¨²Ó´Ò³
μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¶μ²Ö·¨§ Í¨-
μ´´μ£μ É¨¶  V p(r) = βr−4 c μ£·μ³´μ° ¶μ
³¥·± ³ Ö¤¥·´μ° ¨  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¨ ±μ´-
¸É ´Éμ° β.

�μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ (1) ¶μÉ¥´Í¨ ² V �(r)
μÉ´μ¸¨É¸Ö ± ±² ¸¸Ê ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì
¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢. ƒ· Ë¨± μÉ´μÏ¥´¨Ö gp(x) ≡
V �(r)/V p(r), £¤¥ r = x/d, ÔÉμ£μ ¶μÉ¥´-
Í¨ ²  ± ¸É ·Ï¥³Ê Î²¥´Ê V p(r) ¥£μ ¤ ²Ó-
´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¨§μ¡· ¦¥´
´  ·¨¸. 2. Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ÔÉμ£μ ·¨¸Ê´± ,
ËÊ´±Í¨Õ V �(r) ³μ¦´μ  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ÉÓ

ËÊ´±Í¨¥° V p(r) ¸ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ²ÊÎÏ¥°, Î¥³ 0,97, Éμ²Ó±μ ¢ μ¡² -
¸É¨ x > xp = 3000 ¤μ¢μ²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° ¡¥§· §³¥·´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° x.
�Éμ° μ¡² ¸É¨ μÉ¢¥Î ¥É μ¡² ¸ÉÓ μ£·μ³´ÒÌ ¢ Ö¤¥·´μ³ ³ ¸ÏÉ ¡¥ · ¸¸ÉμÖ´¨°
r > rp ≡ d xp ≈ 1,4055 · 108 ”³.

’¥¶¥·Ó μ¶¨Ï¥³ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ V (r) μÉ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö r.
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‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö (3) ¨ (16) ¶μ·μ¦¤ ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ËÊ´±Í¨¨ V (r)

V (r) ∼ V0/r, V0 = V s
0 + e2 ≈ 6891,42 ŒÔ‚ · ”³, r/rπ → 0;

(17)
V (r) ∼ β/r4, β ≡ 144e2d3 ≈ 2 · 1016 ŒÔ‚ · ”³4, r/d → ∞.

�É  ËÊ´±Í¨Ö ¨³¥¥É ¤¢  ´Ê²Ö ¢ ÉμÎ± Ì r = r1 ≈ 0,6418 ”³ ¨ r = r3 ≈
3,4847 ”³ ¨ ¤¢  Ô±¸É·¥³Ê³ : ³¨´¨³Ê³ ¢ ÉμÎ±¥ r = r2 ≈ 0,8457 ”³ ¨ ²μ-
± ²Ó´Ò° ³ ±¸¨³Ê³ ¢ ÉμÎ±¥ r = r4 ≈ 5,6306 ”³. Œ¨´¨³ ²Ó´μ¥ ¨ ³ ±¸¨³ ²Ó-
´μ¥ §´ Î¥´¨Ö É ±μ¢Ò: V (r2) = Vmin ≈ −95,5527 ŒÔ‚, a V (r4) = Vmax ≈
204,0784 ±Ô‚. ”Ê´±Í¨Ö V (r) ³¥´ÓÏ¥ ´Ê²Ö ´  ¨´É¥·¢ ²¥ (r1, r3) ¨ ¡μ²ÓÏ¥
´Ê²Ö ´  ¨´É¥·¢ ²¥ (0, r1) ¨ ´  ¶μ²Êμ¸¨ r > r3. C ·μ¸Éμ³  ·£Ê³¥´É  r μ¡¸Ê¦¤ -
¥³ Ö ËÊ´±Í¨Ö ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ´  ¶μ²Ê¨´É¥·¢ ²¥ (0, r2], § É¥³ ³μ´μÉμ´´μ
¢μ§· ¸É ¥É ´  ¶μ²Ê¨´É¥·¢ ²¥ (r2, r4] ¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ´  ¶μ²Êμ¸¨ r > r4,
³¥¤²¥´´μ ¸Ìμ¤Ö¸Ó ± ´Ê²Õ ¢ ¶·¥¤¥²¥ r/d → ∞.

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶μÉ¥´Í¨ ² V (r) ¨³¥¥É ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ É¨¶ 
¢ ´ Î ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ r = 0, ¸μ£² ¸´μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ (1) μÉ´μ¸¨É¸Ö ± ±² ¸¸Ê ¤ ²Ó-
´μ¤¥°cÉ¢ÊÕÐ¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ´  ¨´É¥·¢ ²¥ (r1, r3) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¨³
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³,   ¢¸Õ¤Ê ¢´¥ ÔÉμ£μ ¨´É¥·¢ ²  Å μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨³.

‚ÒÖ¢¨³ μ¡² ¸É¨ · ¸¸ÉμÖ´¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¶¥·¢Ò³ ¨²¨
¢Éμ·Ò³ ¸² £ ¥³Ò³ ¸Ê³³Ò V = V � + V s. „²Ö ÔÉμ£μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³  ¸¨³¶Éμ-
É¨±¨ (3), (16) ¨ ·¨¸. 3,  , ¡.

Š ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§  ¸¨³¶ÉμÉ¨± (3) ¨ (16),

lim
r→0

V s(r)/V �(r) = V s
0 /e2 ≈ 4784,9 	 1.

�μÔÉμ³Ê ¢ μ¡² ¸É¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²ÒÌ · ¸¸ÉμÖ´¨° r 
 r1 ≈ 0,6418 ”³ ¶μÉ¥´-
Í¨ ² �¨¤  ¸¨²Ó´μ Ô±· ´¨·Ê¥É ¶μÉ¥´Í¨ ² ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨: V s(r) 	 V �(r).

�¨¸. 3. a) ‘¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å ËÊ´±Í¨Ö gs(r) = V s(r)/V �(r), ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö Å
ËÊ´±Í¨Ö gs

as(x) ≡ 0; ¡) ¸¶²μÏ´ Ö, ¶Ê´±É¨·´ Ö ¨ ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö ±·¨¢Ò¥ Å ¶μÉ¥´-
Í¨ ²Ò V (r), V s(r) ¨ V �(r) ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ; ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö Å ËÊ´±Í¨Ö Vas(r) ≡ 0
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�  ·¨¸. 3, a ¶·¥¤¸É ¢²¥´ £· Ë¨± μÉ´μÏ¥´¨Ö gs(r) ≡ V s(r)/V �(r). ‡´ ±μ-
¶¥·¥³¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö gs(r) ¨³¥¥É ´Ê²Ó ¢ Éμ° ¦¥ ÉμÎ±¥ r = rs

1 ≈ 0,6402 ”³,
ÎÉμ ¨ Ö¤¥·´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² V s. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ £· Ë¨± ÔÉμ° ËÊ´±Í¨¨, ¶μ²ÊÎ ¥³
¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ μÍ¥´±¨: V �(r) < 10|V s(r)|, ¥¸²¨ r < 0,6241 ”³ ¨²¨ ¦¥ ¥¸²¨
r ∈ [0,6579, 1,9081] ”³. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢ μ¡² ¸É¨ · ¸¸ÉμÖ´¨° r < 2 ”³ ¢
¸Ê³³¥ V ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ö¤¥·´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ². �μ Éμ° ¦¥ ¶·¨Î¨´¥
¶μ²μ¦¥´¨¥ r = r1 ≈ 0,6418 ”³ ¶¥·¢μ£μ ´Ê²Ö ¸Ê³³Ò V (r) ¡²¨§±μ ± ¶μ²μ¦¥-
´¨Õ ´Ê²Ö r = rs

1 ≈ 0,6402 ”³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V s(r),   £· Ë¨± ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (r)
¢ μ¡² ¸É¨ r < 2 ”³ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¢ ³ ¸ÏÉ ¡¥ ·¨¸. 1 ¸ ¨§μ¡· ¦¥´´Ò³ ´  ´¥³
£· Ë¨±μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V s(r).

�μ¢¥¤¥´¨¥ ¸Ê³³Ò V (r) ¨ ¥¥ ¸² £ ¥³ÒÌ V �(r) ¨ V s(r) ´  μÉ·¥§±¥ [2, 10] ”³
¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·¨¸. 3, ¡. ‘² £ ¥³μ¥ V � ¢¸Õ¤Ê ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö,   ¸² -
£ ¥³μ¥ V s ¸μ£² ¸´μ ·¨¸. 1 ³¥´ÓÏ¥ ´Ê²Ö, ¥¸²¨ r > rs

1 ≈ 0,6402 ”³. �μÔÉμ³Ê
¸Ê³³  V ÔÉ¨Ì ¸² £ ¥³ÒÌ ¨³¥¥É ¢Éμ·μ° ´Ê²Ó ¢ ÉμÎ±¥ r3 ≈ 3,4847 ”³. �μ
Éμ° ¦¥ ¶·¨Î¨´¥ ÔÉ  ¦¥ ¸Ê³³  ¨³¥¥É ²μ± ²Ó´Ò° ³ ±¸¨³Ê³ ¢ ÉμÎ±¥ r = r4 ≈
5,6306 ”³.

‚ ¸¨²Ê  ¸¨³¶ÉμÉ¨± (3) ¨ (16) ¶·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ ¢
¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨ V ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³ ¸É ´μ¢¨É¸Ö μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² V �.
Š ± ¢¨¤´μ ¨§ μ¡¸Ê¦¤ ¥³μ£μ ·¨¸. 3, ¡, μ¡² ¸ÉÓÕ É ±¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö
¶μ²Êμ¸Ó r > 10 ”³. �μÔÉμ³Ê ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨Ö V (r) ¢ μ¡² ¸É¨ ¥Ð¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸-
¸ÉμÖ´¨° r > rp ≈ 1405,5 
A ¸Ìμ¤¨É¸Ö ± ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê V p,   £· Ë¨± μÉ´μÏ¥´¨Ö
g(x) = V (r)/V p(r), r = dx, ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ´¥ μÉ²¨Î ¥É¸Ö ¢ ³ ¸ÏÉ ¡¥ ·¨¸. 2
μÉ ¨§μ¡· ¦¥´´μ£μ ´  ´¥³ £· Ë¨±  μÉ´μÏ¥´¨Ö gp(x) = V �(r)/V p(r).

ˆ§ ¤ ´´μ£μ ¢ÒÏ¥ μ¶¨¸ ´¨Ö ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  V ¸²¥¤Ê¥É ¤¢  ¢ ¦´ÒÌ
¤²Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨Ì · ¸Î¥Éμ¢ ¢Ò¢μ¤ . ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ÎÉμ¡Ò ¸ Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ
ÊÎ¥¸ÉÓ ¢¸¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ÔÉμ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ ¢ μ¡² ¸É¨ ³ ²ÒÌ (r < 10 ”³), ¨ ¢
μ¡² ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì (r � 10 ”³) · ¸¸ÉμÖ´¨° ¸²¥¤Ê¥É ¢ ¶¥·¢μ° μ¡² ¸É¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥
 ·£Ê³¥´É  ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ · §³¥·´ÊÕ ¶¥·¥³¥´´ÊÕ r,   ¢μ ¢Éμ·μ° Å ¡¥§· §³¥·-
´ÊÕ ¶¥·¥³¥´´ÊÕ x = r/d. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ÎÉμ¡Ò ¸ Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ÊÎ¥¸ÉÓ
¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê V p ¶μÉ¥´Í¨ ²  V , ¢¥·Ì´ÕÕ £· ´¨ÍÊ xmax

¨§³¥´¥´¨Ö ¶¥·¥³¥´´μ° x ¸²¥¤Ê¥É ¶μ² £ ÉÓ ´ ³´μ£μ ¡μ²ÓÏ¥°, Î¥³ xp = 3000.
’¥¶¥·Ó, ±μ£¤  ¢ÒÖ¢²¥´Ò ¢¸¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶μ²´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°-

¸É¢¨Ö V = V � + V s ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´ ³¨ p ¨ p′, ´¥¸²μ¦´μ ¶·¥¤¸± § ÉÓ ¶μ·μ¦¤ -
¥³Ò¥ ¨³¨ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ Ê¶·Ê£μ£μ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¶·μÉμ´μ¢.

‘¨³¢μ² ³¨ a, δ(k) ¨ σ(E) μ¡μ§´ Î¨³ ¤²¨´Ê, Ë §Ê ¨ ¸¥Î¥´¨¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V . „²¨´  · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨ ¸¥Î¥´¨¥ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¨§¢¥¸É´Ò³¨ Ëμ·-
³Ê² ³¨ [1,4]

a ≡ − lim
k→0

tg δ(k)
k

, σ(E) ≡ 4π

k2
[sin δ(k)]2. (18)

�μÔÉμ³Ê ¢ ¶·¥¤¥²¥ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ Ë §  μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¶μ § ±μ´Ê
δ(k) ∼ −ak, ¸¥Î¥´¨¥ ¶·¨ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö Î¥·¥§ ¤²¨´Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö
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Ëμ·³Ê²μ° σ(0) = 4π a2,   ¶·¨ ²Õ¡μ° ´¥´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ ¸¥Î¥´¨¥ μ£· ´¨Î¥´μ
¸´¨§Ê ¨ ¸¢¥·ÌÊ:

0 = σmin(E) � σ(E) � σmax(E) ≡ 4π/k2, E > 0. (19)

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö σmin(E) ¨ ±·¨¢ Ö σmax(E) ³μ£ÊÉ μ£¨¡ ÉÓ ±·¨-
¢ÊÕ σ(E).

�·¥¤²μ¦¨³ Ë¨§¨Î¥¸±¨ ¶·μ§· Î´ÊÕ ¨ Ê¤μ¡´ÊÕ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¨Ì μ¡¸Ê¦¤¥-
´¨° É¥·³¨´μ²μ£¨Õ. „²¨´Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö a ¨ ËÊ´±Í¨¨ δ(k) ¨ σ(E) Ô´¥·£¨¨
´ §μ¢¥³ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò³¨; ¤²¨´Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö a�, Ë §Ê δ�(k) ¨ ¸¥Î¥-
´¨¥ σ�(E), ¶μ·μ¦¤¥´´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò³ V �, ´ §μ¢¥³ Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò³¨,   ¤²¨´Ê
· ¸¸¥Ö´¨Ö as, Ë §Ê δs(k) ¨ ¸¥Î¥´¨¥ σs(E), ¶μ·μ¦¤¥´´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò³ V s, ´ -
§μ¢¥³ Ö¤¥·´Ò³¨.

‚ÒÖ¢¨³ ¤¢  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥¤¥²  Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ° Ë §Ò. „²Ö
ÔÉμ£μ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ±¢ §¨±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ [1]. ˆ§¢¥¸É´μ [1,4], ÎÉμ ¢
¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì Ô´¥·£¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ ¤¢ÊÌ Î ¸É¨Í ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¢
μ¡² ¸É¨ ³ ²ÒÌ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´ÒÌ · ¸¸ÉμÖ´¨°,   ¢ ¶·¥¤¥²¥ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨° ¤μ³¨-
´¨·ÊÕÐ¨³ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö · ¸¸¥Ö´¨¥ ¢ μ¡² ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨°. ‘μ£² ¸´μ
·¨¸. 3, ¡ ¶μÉ¥´Í¨ ² V ¢ ÉμÎ±¥ r = r4 ≈ 5,6306 ”³ ¨³¥¥É ²μ± ²Ó´Ò° ³ ±¸¨³Ê³:
Vmax ≈ 204,0784 ±Ô‚. …¸²¨ Ô´¥·£¨Ö E ¶·¥¢ÒÏ ¥É ÔÉμ §´ Î¥´¨¥, Éμ ¶·μ¨¸Ìμ-
¤¨É ´ ¤¡ ·Ó¥·´μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨ · §·¥Ï¥´´μ° (E � V (r)) μ¡² ¸É¨
· ¸¸ÉμÖ´¨° r < r4. ‚ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ Ö¤¥·´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² V s ¸¨²Ó´μ Ô±· ´¨·Ê¥É
¶μÉ¥´Í¨ ² ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ V �. �μÔÉμ³Ê ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì Ô´¥·£¨° Ö¤¥·´μ-
Ô±· ´¨·μ¢ ´´ Ö Ë §  δ(k) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¡²¨§±μ° ± Ö¤¥·´μ° Ë §¥ δs(k). …¸²¨
¦¥ Ô´¥·£¨Ö E ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ¢Ò¸μÉ  Vmax μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¥£μ ¡ ·Ó¥· , Éμ ¶·μ-
¨¸Ìμ¤¨É ¶μ¤¡ ·Ó¥·´μ¥ · ¸¸¥Ö´¨¥ ¢ μ¡² ¸É¨ r4 < r < r0(E) ¨ ´ ¤¡ ·Ó¥·´μ¥
· ¸¸¥Ö´¨¥ ´  ¶μ²Êμ¸¨ r > r0(E), £¤¥ r0(E) Å ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ÉμÎ±  ¶μ¢μ-
·μÉ , · ¢´ Ö ±μ·´Õ Ê· ¢´¥´¨Ö V (r) = E. ‚ μ¡² ¸É¨ r > r4 ¶μÉ¥´Í¨ ² V
 ¶¶·μ±¸¨³¨·Ê¥É¸Ö ¥£μ ±μ³¶μ´¥´Éμ° V �. �μÔÉμ³Ê ¢ ¶·¥¤¥²¥ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨°
Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ Ö Ë §  δ(k) ¸É·¥³¨É¸Ö ± Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ° Ë §¥ δ�(k).

�¡¸Ê¤¨³ μ¦¨¤ ¥³Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥-
´¨Ö. ’ ± ± ± ¸μ£² ¸´μ (17) ¶μÉ¥´Í¨ ² V ¨³¥¥É ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐÊÕ  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨±Ê V p = βr−4 ¸ ¡μ²ÓÏμ° ±μ´¸É ´Éμ° β, Éμ ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ¤²¨´ 
· ¸¸¥Ö´¨Ö a ¡Ê¤¥É ¡μ²ÓÏμ° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ Ö¤¥·´μ° ¤²¨´μ° as,   Ë §  δ(k)
¶·¨ ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ Ô´¥·£¨¨ ¶·¥¢Ò¸¨É ¶μ  ¡¸μ²ÕÉ´μ° ¢¥²¨Î¨´¥ Î¨¸²μ,
±· É´μ¥ π. ’ ± ± ± ÔÉ  Ë §  Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ° ËÊ´±Í¨¥° ¢μ²´μ¢μ£μ Î¨-
¸²  k, Éμ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³¨ ¤¢  μ¸μ¡ÒÌ ¸²ÊÎ Ö: ¢ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥
¶·¨ ´¥±μÉμ·ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ Ô´¥·£¨¨ Ë §  δ(k) ¡Ê¤¥É ±· É´  Î¨¸²Ê π/2,   ¢μ
¢Éμ·μ³ Å Î¨¸²Ê π. ‘μ£² ¸´μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ (18) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ É ±μ° Ë §¥
¸¥Î¥´¨¥ σ ¢ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ²μ± ²Ó´Ò° ³ ±¸¨³Ê³,   ¢μ ¢Éμ·μ³
μ¡· É¨É¸Ö ¢ ´Ê²Ó. ’ ± ± ± ÔÉμ ¸¥Î¥´¨¥ Å ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´ Ö
ËÊ´±Í¨Ö Ô´¥·£¨¨, Éμ ³¥¦¤Ê ± ¦¤Ò³¨ ¤¢Ê³Ö ¸μ¸¥¤´¨³¨ ´Ê²Ö³¨ μ´  ³μ¦¥É
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¨³¥ÉÓ Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ²μ± ²Ó´Ò° ³ ±¸¨³Ê³. �μÔÉμ³Ê ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ μ¸Í¨²²¨-
·ÊÕÐÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö μÉ Ô´¥·£¨¨ ¢ μ¡² ¸É¨
¥¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨°.

•μ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ ¨ Ö·±¨³ ¶·¨³¥·μ³ μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥° § ¢¨¸¨³μ¸É¨
S-¢μ²´μ¢μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö μÉ Ô´¥·£¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²ÊÎ ° ±Ê²μ´μ¢¸±μ£μ μÉÉ ²±¨¢ -
´¨Ö [1]. � ¶μ³´¨³ ¥£μ ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¤¢ÊÌ ¶·μÉμ´μ¢. ŠÊ²μ´μ¢¸± Ö Ë §  δc(k),
¶μ·μ¦¤¥´´ Ö ±Ê²μ´μ¢¸±¨³ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥³ e2/r, ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¢μ§· ¸É ¥É ¢ ¶·¥-
¤¥²¥ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨° ¶μ § ±μ´Ê

δc(k) ∼ π/4 + η (ln η − 1), η ≡ 1/(2kR), kR → 0.

�μÔÉμ³Ê ÔÉ  Ë §  ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ¥ Î¨¸²μ · § ¶·¨´¨³ ¥É §´ Î¥´¨Ö, ±· É´Ò¥
Î¨¸²Ê π,   ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¥° ±Ê²μ´μ¢¸±μ¥ S-¢μ²´μ¢μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ σc(E) ≡
4πk−2 sin2 δc(k) ¡Ò¸É·μ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¢ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ¨ ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ¥, ´μ
¸Î¥É´μ¥ Î¨¸²μ ´Ê²¥°. �μ²μ¦¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ´Ê²¥° ¸£ÊÐ ÕÉ¸Ö ¢ ÉμÎ±Ê E = 0.

…Ð¥ μ¤´  μ¦¨¤ ¥³ Ö μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥-
´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤¸É¢¨¥³ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨¥° · ¸¸¥Ö´¨Ö Ö¤¥·´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¨
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨. �μÖ¸´¨³ ÔÉÊ μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ. ˆ§¢¥¸É´μ [6], ÎÉμ
Ö¤¥·´ Ö Ë §  · ¸¸¥Ö´¨Ö δs(k), ¶μ·μ¦¤¥´´ Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ �¨¤  (2), ¢¸Õ¤Ê
´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Ô´¥·£¨¨. �±· ´¨·μ¢ ´´ Ö Ë §  δ�(k) ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö
μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ ¨ ¶μÔÉμ³Ê Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ·¨Í É¥²Ó-
´μ° ¶·¨ ²Õ¡μ° ´¥´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨. �·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ° Ô´¥·£¨¨ ¤²Ö
Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ° Ë §Ò δ(k) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò³ ¶¥·¢μ¥ ¡μ·´μ¢-
¸±μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ [4]:

δ(k) ≈ δB(k) ≡ −k−1

∫ ∞

0

[V �(r) + V s(r)](sin kr)2 dr = δ�
B(k) + δs

B(k).

‚ ÔÉμ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ Ë §  δ(k) · ¢´  ¸Ê³³¥ ¡μ·´μ¢¸±¨Ì Ö¤¥·´μ° δs
B(k) ¨

Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ° δ�
B(k) Ë §, ¨³¥ÕÐ¨Ì ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´Ò¥ §´ ±¨. �μÔÉμ³Ê ¶·¨

´¥±μÉμ·μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ E = ER Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò¥ Ë §  ¨ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¥° S-¢μ²´μ¢μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ σ(E) μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó,   ¶μ²´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥
Ê¶·Ê£μ£μ pH-· ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·¨ É ±μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ²μ± ²Ó´Ò°
³¨´¨³Ê³.

�·¥¤¸± § ´´Ò° ¢ÒÏ¥ ÔËË¥±É Ö¢²Ö¥É¸Ö  ´ ²μ£μ³ ¤ ¢´μ ¨§¢¥¸É´μ£μ ¢  Éμ³-
´μ° Ë¨§¨±¥ [5] ÔËË¥±É  � ³§ Ê¥· , ¢¶¥·¢Ò¥ μ¡´ ·Ê¦¥´´μ£μ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ -
´¨¨ ¶μ²´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö σR Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ³¥¤²¥´´μ£μ Ô²¥±É·μ´   Éμ³μ³
±¸¥´μ´ . �ÉμÉ ÔËË¥±É Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤¸É¢¨¥³ ¨´É¥·Ë¥·¥´Í¨¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö μÉÉ ²-
±¨¢ ÕÐ¨³ ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³ μ¡³¥´´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¨ ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¨³
¶μ²Ö·¨§ Í¨μ´´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¨ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ± ± £²Ê¡μ±¨° ²μ± ²Ó´Ò° ³¨-
´¨³Ê³ ¸¥Î¥´¨Ö σR.

�É³¥É¨³, ÎÉμ ´ ²¨Î¨¥  ´ ²μ£μ¢ ÔËË¥±É  � ³§ Ê¥·  ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ ¢
Ê¶·Ê£μ³ · ¸¸¥Ö´¨¨ ²Õ¡ÒÌ ³¥¤²¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í, ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶μ¸·¥¤-
¸É¢μ³ ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨ ±μ·μÉ±μ- ¨ ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¨³¥ÕÐ¨Ì
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· §´Ò¥ §´ ±¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  Ê¶μ³Ö´¥³ ´¥°É·μ´-´¥°É·μ´´Ò°  ´ ²μ£ ÔË-
Ë¥±É  � ³§ Ê¥· . �ÉμÉ  ´ ²μ£ ¶·¥¤¸± § ´ ¢ · ¡μÉ Ì [21, 22] ¨ ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö
¸μ¢³¥¸É´Ò³ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥³ Ö¤¥·´μ£μ ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ ¤ ²Ó-
´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ³ £´¨É´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢ ´¥°É·μ´μ¢. ‚¸²¥¤¸É¢¨¥
É ±μ£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¶μ²´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ É·¨¶²¥É´μ£μ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ´¥°É·μ´ 
´  ´¥°É·μ´¥ ¤μ²¦´μ ¨³¥ÉÓ £²Ê¡μ±¨° ³¨´¨³Ê³ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ´¥°-
É·μ´μ¢, ¶·¨³¥·´μ · ¢´μ° 20 ±Ô‚ ¢ ¨Ì ¸¨¸É¥³¥ Í¥´É·  ³ ¸¸.

2. Œ…’�„› ‚›—ˆ‘‹…�ˆ‰ ˆ �…‡“‹œ’�’›

Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, ¢ Ê¶μ³Ö´ÊÉμ° · ¡μÉ¥ [19] ´¥ Ê± § ´Ò ´¨ ´¨¦´ÖÖ, ´¨ ¢¥·Ì-
´ÖÖ £· ´¨ÍÒ a ¨ b μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö  ·£Ê³¥´É  x, ¢ ±μÉμ·μ° ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö
¤¥¸ÖÉ¨§´ Î´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x) ·Ö¤ ³¨ —¥¡ÒÏ¥¢ , ±·μ³¥ Éμ£μ,
´¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  ¶μÉμÎ¥Î´ Ö ´¥¢Ö§±  D(x) Ê· ¢´¥´¨Ö (10), ±μÉμ·ÊÕ Ê¤μ¡´μ
μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ± ±

D(x; f) ≡ |∂2
xf(x)/f(x)

√
f(x)/x − 1|. (20)

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉ¥ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x) ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö ¨´μ°  ²£μ-
·¨É³. �¶¨Ï¥³ ¥£μ μ¸´μ¢´Ò¥ ÔÉ ¶Ò.

�  μÉ·¥§±¥ 0 ≤ x ≤ a ≡ 10−5 ËÊ´±Í¨Ö f(x)  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ² ¸Ó
¸Ê³³μ° Sa(x) ¤¢ ¤Í É¨ ¶¥·¢ÒÌ ¸² £ ¥³ÒÌ ¥¥ · §²μ¦¥´¨Ö (13). ‚ ± Î¥¸É¢¥
¸É ·Éμ¢μ£μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó §´ Î¥´¨¥ (15) ±μÔËË¨Í¨¥´É  A, ¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ ¢ · -
¡μÉ¥ [19]. ‚ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¢ ÉμÎ±¥ x = a §´ Î¥´¨Ö Sa(x) ¨ ∂xSa(x) § ¶μ-
³¨´ ²¨¸Ó.

„ ²¥¥ ´  μÉ·¥§±¥ [a, b], £¤¥ b = 100+a, ¸É·μ¨² ¸Ó · ¢´μ³¥·´ Ö ¸¥É±  �[a,b]

¸ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨³ Î¨¸²μ³ Ê§²μ¢ N = 104. “· ¢´¥´¨¥ (10) ¸μ ¸¤¢¨´ÊÉÒ³¨
¢ ÉμÎ±Ê x = a £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨

f(x) = Sa(x), ∂xf(x) = ∂xSa(x), x = a ,

Î¨¸²¥´´μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ²μ¸Ó ´  ¸¥É±¥ �[a,b] ³¥Éμ¤μ³ �Ê´£¥ÄŠÊÉÉ  ¶ÖÉμ£μ ¶μ-
·Ö¤±  [8].

‚ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ Ê§²μ¢Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f ¨ ¥¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ∂xf ¨ ∂2
xf

¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¨´É¥·¶μ²¨·ÊÕÐ¥£μ ÔÉÊ ËÊ´±Í¨Õ ´  μÉ·¥§±¥
[a, b] ¸¶² °´  S5,3(x) ¶ÖÉμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¨ ¤¥Ë¥±É , · ¢´μ£μ É·¥³ [9]. ”Ê´±Í¨Ö f
§ ³¥´Ö² ¸Ó ÔÉ¨³ ¸¶² °´μ³ ¢ Ëμ·³Ê²¥ (20), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥° ´¥¢Ö§±Ê D(x; f).
�μ²ÊÎ¥´´ Ö É ±¨³ μ¡· §μ³ ´¥¢Ö§±  D(x; S5,3) ¢ÒÎ¨¸²Ö² ¸Ó ´  É·¥Ì · §´ÒÌ
¸¥É± Ì, ¸μ¤¥·¦ ¢Ï¨Ì 105 Ê§²μ¢, ´¥ ¸μ¢¶ ¤ ¢Ï¨Ì ¸ Ê§² ³¨ · ´¥¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´-
´μ° ¸¥É±¨ �[a,b]. —Éμ¡Ò ³¨´¨³¨§¨·μ¢ ÉÓ μ¡¸Ê¦¤ ¥³ÊÕ ´¥¢Ö§±Ê D(x; S5,3),
¶ · ³¥É· A ¢ ·Ó¨·μ¢ ²¸Ö ¢¡²¨§¨ ¥£μ ¸É ·Éμ¢μ£μ §´ Î¥´¨Ö (15). �·¨ §´ Î¥´¨¨
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A = −1,58807102262 Ê¤ ²μ¸Ó ³¨´¨³¨§¨·μ¢ ÉÓ ´¥¢Ö§±Ê D(x; S5,3) ¤μ ¢¥²¨-
Î¨´Ò ¶μ·Ö¤±  O(10−6) ´  ¢¸¥³ μÉ·¥§±¥ [a, b]. �·¨ É ±μ³ ¦¥ §´ Î¥´¨¨ ¶ · -
³¥É·  A ´¥¢Ö§±  D(x; Sa), ¢ÒÎ¨¸²¥´´ Ö ¢ ÉÒ¸ÖÎ¥ · §´ÒÌ ÉμÎ± Ì μÉ·¥§±  [0, a],
μ± § ² ¸Ó ¢¥²¨Î¨´μ° Éμ£μ ¦¥ ¶μ·Ö¤± .

�μ¸²¥¤´¨° ÔÉ ¶ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ f(x) § ±²ÕÎ ²¸Ö ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³.
‚ μ¡² ¸É¨ x > b ËÊ´±Í¨Ö f(x)  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ² ¸Ó ¸Ê³³μ° Sb(x) ¤¢ ¤Í É¨
¸² £ ¥³ÒÌ ¥¥ · §²μ¦¥´¨Ö (14), ¸μ¤¥·¦ Ð¥° ´¥¨§¢¥¸É´Ò° ¶ · ³¥É· B. …£μ
§´ Î¥´¨¥ B = −13,270973849 μ¶·¥¤¥²Ö²μ¸Ó ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö ®¸Ï¨¢±¨¯ ¢ ÉμÎ±¥
x = b ÔÉμ° ¸Ê³³Ò ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö S5,3 ¢ÒÎ¨¸²¥´´μ£μ ´  ¶·¥¤Ò¤Ê-
Ð¥³ ÔÉ ¶¥:

S5,3(x) = Sb(x), ∂xS5,3(x) = ∂xSb(x), x = b.

� °¤¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´É  B ¡²¨§±μ ± §´ Î¥´¨Õ (15), ¢ÒÎ¨¸²¥´´μ³Ê
¢ [19]. �¶·¥¤¥²¥´¨¥ ËÊ´±Í¨¨ f(x) ¡Ò²μ § ¢¥·Ï¥´μ μÍ¥´±μ° ´¥¢Ö§±¨ D(x; Sb)
¢ μ¡² ¸É¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨°  ·£Ê³¥´É  x. ‚ ¨Éμ£¥ ¡Ò²μ Ê¸É -
´μ¢²¥´μ, ÎÉμ ´  μÉ·¥§±¥ b � x � 104 É ± Ö ´¥¢Ö§±  Ö¢²Ö¥É¸Ö Î¨¸²μ³ ¶μ-
·Ö¤±  O(10−6).

�¶¨¸ ´´Ò³ ¢ÒÏ¥ ¸¶μ¸μ¡μ³ ´ ³ Ê¤ ²μ¸Ó ´¥ Éμ²Ó±μ ÊÉμÎ´¨ÉÓ · ´¥¥ ¨§-
¢¥¸É´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö (15) ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ A ¨ B, ´μ ¨ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¶μÉμÎ¥Î´μ¥,
¨ ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥, Ï¥¸É¨§´ Î´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ËÊ´±Í¨¨ f(x) ´  ¢¸¥³ μÉ-
·¥§±¥ [0, 104] ¨§³¥´¥´¨Ö ¥¥  ·£Ê³¥´É .

„²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¤²¨´Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö a ¨  ´ ²¨§  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° § ¢¨¸¨-
³μ¸É¨ Ë §Ò δ(k) ¨ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ´¥²¨´¥°´ Ö ¢¥·¸¨Ö ³¥Éμ¤ 
Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ [4].

‚ ÔÉμ° ¢¥·¸¨¨ ¤²¨´  · ¸¸¥Ö´¨Ö a ¨ Ë §  δ(k) μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ± ± ¶·¥¤¥²Ó-
´Ò¥ ¶·¨ r → ∞ §´ Î¥´¨Ö Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° a(r) ¨ δ(r; k), · ¢´ÒÌ ´Ê²Õ ¢
´ Î ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ r = 0 ¨ ¶μ¤Î¨´¥´´ÒÌ ¶·¨ r > 0 ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ ´¥²¨´¥°-
´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³

∂ra(r) = V (r)[r − a(r)]2, (21)

∂rδ(r; k) = −k−1 V (r)[sin (kr + δ(r; k)]2. (22)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ ¸¨³¢μ² ³¨ V , V � ¨ V s μ¡μ§´ Î ÕÉ¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ¢ ¶·¥-
¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, Ê³´μ¦¥´´Ò¥ ´  ¢¥²¨Î¨´Ê mp/�

2. �¥·¥μ¶·¥-
¤¥²¥´´Ò¥ É ±¨³ μ¡· §μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò V (r) ¨ V �(r) ¨ V s(r) ¨³¥ÕÉ · §³¥·-
´μ¸ÉÓ ”³−2,   ¸É ·Ï¥¥ ¸² £ ¥³μ¥ V p(r) ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨
¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ V (r) ¨ V �(r) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ëμ·³Ê² ³¨

V p(r) = α/r4, α ≡ (mp/�
2)β ≈ 5,138132 · 1014 ”³2.

“· ¢´¥´¨Ö (21) ¨ (22) μ¡² ¤ ÕÉ ´¥μ¸¶μ·¨³Ò³¨ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢ ³¨: μ´¨
¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶·¥¤¸± § ÉÓ ³´μ£¨¥ ¢ ¦´Ò¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¤²¨´Ò ¨ Ë §Ò
· ¸¸¥Ö´¨Ö ¤μ ¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö.
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�¡¸Ê¦¤¥´¨¥ É ±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ´ Î´¥³ ¸ ¸ ³μ£μ £² ¢´μ£μ ¨§ ´¨Ì.
�Ê¸ÉÓ b Å ´¥±μÉμ·μ¥ §´ Î¥´¨¥  ·£Ê³¥´É  r. �μ²μ¦¨³ V (r) ≡ 0 ´ 

¶μ²Êμ¸¨ r > b, É. ¥. μ¡·¥¦¥³ ¶μÉ¥´Í¨ ² V ¢ ÉμÎ±¥ r = b. ’μ£¤  ´  ÔÉμ°
¶μ²Êμ¸¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (21) ¨ (22) ¢Ò·μ¤ÖÉ¸Ö ¢ μ¤´μ·μ¤´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ∂ra(r) ≡ 0
¨ ∂rδ(r; k) ≡ 0 ¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ a(r) = a(b) ¨ δ(r; k) = δ(b; k) ¢
ÉμÎ±¥ r = b. ’ ±¨³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¶·¨ ¢¸¥Ì r > b, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ¨ ¢ ¡¥¸±μ´¥Î´μ
Ê¤ ²¥´´μ° ÉμÎ±¥ r = ∞, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ a(r) ≡ a(b) ¨
δ(r; k) ≡ δ(b; k).

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, Ë §μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ a(r) ¨ δ(r; k) ¨³¥ÕÉ ¶·μ§· Î´Ò° Ë¨§¨-
Î¥¸±¨° ¸³Ò¸²: ¨Ì §´ Î¥´¨Ö a(b) ¨ δ(b; k) ¢ ´¥±μÉμ·μ° ÉμÎ±¥ r = b Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
¤²¨´μ° ¨ Ë §μ° · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V , μ¡·¥§ ´´Ò³ ¢ ÔÉμ° ÉμÎ±¥.

’¥¶¥·Ó ¤μ¶μ²´¨³ ³¥Éμ¤ Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° [4] ± Î¥¸É¢¥´´Ò³  ´ ²¨§μ³
¶μ¢¥¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° (21) ¨ (22) ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² , ¨³¥ÕÐ¥£μ
´Ê²¨. „²Ö ÔÉμ£μ ¢Ò¢¥¤¥³ ¸²¥¤¸É¢¨Ö μ¡¸Ê¦¤¥´´μ° ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥ § -
¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (r) = V �(r) + V s(r) μÉ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö r. � ¶μ³´¨³,
ÎÉμ ËÊ´±Í¨Ö V · ¢´  ´Ê²Õ ¢ ÉμÎ± Ì r1 ≈ 0,6402 ”³ ¨ r3 ≈ 3,4847 ”³;
´  ¨´É¥·¢ ²¥ r < r1 ¨ ¶μ²Êμ¸¨ r > r3 ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö,   ´ 
μÉ·¥§±¥ [r1, r3] Å μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö. ‘μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Ö³ (21) ¨ (22) ¢¸Õ¤Ê, § 
¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ ÉμÎ¥± r = r1 ¨ r = r3, ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¨³¥ÕÉ μ¤¨-
´ ±μ¢Ò¥ §´ ±¨,   §´ ±¨ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  Å · §´Ò¥. ‚ ¢Ò¤¥²¥´´ÒÌ
ÉμÎ± Ì r = r1, r3 ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ∂ra(r) ¨ ∂rδ(r; k) · ¢´Ò ´Ê²Õ. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
¢ ÔÉ¨Ì ¨ ´¨ ¢ ± ±¨Ì ¤·Ê£¨Ì ÉμÎ± Ì Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ a(r) ¨
δ(r; k) ¨³¥ÕÉ ²μ± ²Ó´Ò¥ Ô±¸É·¥³Ê³Ò.

�  μÉ·¥§±¥ [0, r1] ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ∂ra(r) ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö. �μÔÉμ³Ê ´  ÔÉμ³
μÉ·¥§±¥ ËÊ´±Í¨Ö a(r) Éμ¦¥ ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö ¨ ¢μ§· ¸É ¥É ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ¥¥
 ·£Ê³¥´É  r μÉ ¸¢μ¥£μ ´Ê²¥¢μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = 0 ¤μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ §´ -
Î¥´¨Ö, ±μÉμ·μ¥ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = r1. �  ¨´É¥·¢ ²¥ (r1, r3) ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö
∂ra(r) μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö, ¶μÔÉμ³Ê ËÊ´±Í¨Ö a(r) Ê¡Ò¢ ¥É ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ · ¸¸Éμ-
Ö´¨° ¨ ¤μ¸É¨£ ¥É ¸¢μ¥£μ ³¨´¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = r3. ’ ± ± ± ´ 
¶μ²Êμ¸¨ r > r3 ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ∂ra(r) ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö, Éμ ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³  ·£Ê-
³¥´É  ËÊ´±Í¨Ö a(r) ¢μ§· ¸É ¥É, ¶·¨¡²¨¦ Ö¸Ó ± ¸¢μ¥³Ê ¶·¥¤¥²Ó´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ
a(∞). ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¸¶· ¢¥¤²¨¢  μÍ¥´±  a(∞) ≤ a(r3). ‘Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ ¤μ-
± § ´´μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³: ¤²¨´  · ¸¸¥Ö´¨Ö a ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³,
¨³¥ÕÐ¨³ ´Ê²¨, ³¥´ÓÏ¥ §´ Î¥´¨Ö Ë §μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ a(r) ¢ ÉμÎ±¥ r, ¢ ±μÉμ·μ°
¶μÉ¥´Í¨ ² ¶μ¸²¥¤´¨° · § μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó.

�´ ²μ£¨Î´Ò³ ¸¶μ¸μ¡μ³ ´¥¸²μ¦´μ ¶·¥¤¸± § ÉÓ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ Ë §μ¢μ° ËÊ´±-
Í¨¨ δ(r; k) ¶·¨ ²Õ¡μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ E. �  μÉ·¥§±¥ [0, r1] ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö
μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö ¨ Ê¡Ò¢ ¥É μÉ ¸¢μ¥£μ ´Ê²¥¢μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = 0 ¤μ ³¨´¨-
³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = r1. �  μÉ·¥§±¥ [r1, r3] μ¡¸Ê¦¤ ¥³ Ö ËÊ´±Í¨Ö
¢μ§· ¸É ¥É ¤μ ¸¢μ¥£μ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ r = r3,   ´  ¶μ²Ê-
μ¸¨ r > r3 Ê¡Ò¢ ¥É, ¶·¨¡²¨¦ Ö¸Ó ± ¸¢μ¥³Ê ¶·¥¤¥²Ó´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ δ(∞; k).
‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶·¨ ²Õ¡μ° Ô´¥·£¨¨ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ μÍ¥´±  δ(k) ≤ δ(r3).
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„²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö Ë §μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ± ¥¥ ¶·¥¤¥²Ó-
´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ¶·¨ r → ∞ Ê¤μ¡´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ËÊ´±Í¨Õ

gδ(t; k) ≡ δ(t; k)/δ(∞; k). (23)

�É  ËÊ´±Í¨Ö ¨³¥¥É ¶·μ§· Î´Ò° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸²: μ´  Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó-
´Ò³ ¢±² ¤μ³ ¢ Ë §Ê δ(k) · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V (r), ¢±²ÕÎ¥´´Ò³ ²¨ÏÓ ¢
μ¡² ¸É¨ · ¸¸ÉμÖ´¨° r � t.

�μ¸²¥ § ³¥´Ò V → V s ¨²¨ V → V � Ê· ¢´¥´¨Ö (21) ¨ (22) ¸É ´μ-
¢ÖÉ¸Ö Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¤²Ö Ö¤¥·´ÒÌ ¨²¨ Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° as(r)
¨ δs(r; k) ¨²¨ a�(r) ¨ δ�(r; k).

’ ± ± ± ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò V s ¨ V = V �(r)+V s(r) Å §´ ±μ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ËÊ´±-
Í¨¨, Éμ ¡¥§ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ´¥²Ó§Ö μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ §´ ±¨ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¶·¨ r → ∞
§´ Î¥´¨° Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° as(r) δs(r; k) ¨ a(r), δ(r; k), É. ¥. §´ ±¨ ¤²¨´ as, a
¨ Ë § δs(r; k) ¨ δ(k) · ¸¸¥Ö´¨Ö. �μÉ¥´Í¨ ² V � Å ¢¸Õ¤Ê μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨°,
¶μÔÉμ³Ê Ë §μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö a�(r) ¢¸¥£¤  ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö,   Ë §μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö
δ�(r; k) ¢¸¥£¤  μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö.

“· ¢´¥´¨Ö (21) ¨ (22) ¶μ¤¸É ´μ¢±μ°

ã(x) = a(r)/d, Ṽ (x) = d2V (r), δ̃(x; q) = δ(r; k); x = r/d, q = dk,

¸¢μ¤ÖÉ¸Ö ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤²Ö ¡¥§· §³¥·´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ã(x) ¨ δ(x; q):

∂xã(x) = Ṽ (x)[x + ã(x)]2 (24)

∂xδ̃(x; q) = −q−1Ṽ (x)[sin (qx + δ̃(x; q)]2. (25)

‚ ÔÉ¨Ì Ê· ¢´¥´¨ÖÌ ¶ · ³¥É· q Å ¡¥§· §³¥·´μ¥ ¢μ²´μ¢μ¥ Î¨¸²μ,   ¡¥§· §³¥·-
´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² Ṽ (x) ¢ ¶·¥¤¥²¥ x → ∞ ¨³¥¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê Ṽp(x) = α̃/x4.
…¥ ±μ´¸É ´É  α̃ ≈ 2,34089 · 105 ´  ¸¥³Ó ¶μ·Ö¤±μ¢ ³¥´ÓÏ¥, Î¥³ ±μ´¸É ´É  α
¶μÉ¥´Í¨ ²  V p(r) = α/r4, ÎÉμ § ³¥É´μ Ê¶·μÐ ¥É ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨° ã(x)
¨ δ̃(x; q) ¢ μ¡² ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° ¨Ì  ·£Ê³¥´É  x.

—Éμ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ  ·¨Ë³¥É¨Î¥¸±¨Ì μ¶¥· Í¨° ¸ μÎ¥´Ó ³ ²¥´Ó±¨³¨ ¨²¨ ¡μ²Ó-
Ï¨³¨ Î¨¸² ³¨ ¨ ÊÎ¥¸ÉÓ ¢¸¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V ¨ ¢ μ¡² ¸É¨ ³ ²ÒÌ, ¨
¢ μ¡² ¸É¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨°, ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¤²¨´Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö a ¨ Ë §Ò δ(k)
¢Ò¶μ²´Ö²¨¸Ó ¶μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¸Ì¥³¥.

‘´ Î ²  £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° a(r) ¨ δ(r) ¸¤¢¨£ ²¨¸Ó
¨§ ¶μ²Õ¸  r = 0 ËÊ´±Í¨¨ V ¢ ÉμÎ±Ê r = r0 > 0. „²Ö ÔÉμ£μ §´ Î¥´¨Ö
¨¸±μ³ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ ÔÉμ° ÉμÎ±¥  ¶¶·μ±¸¨³¨·μ¢ ²¨¸Ó ¶¥·¢Ò³¨ ¨É¥· Í¨Ö³¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì Ê· ¢´¥´¨° (21) ¨ (22):

a(r0) =
∫ r0

0

t2 V (t) dt, δ(r0; k) = −k−1

∫ r0

0

V (t)[sin (kt)]2 dt. (26)
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‡ É¥³, ÎÉμ¡Ò ÊÎ¥¸ÉÓ ¸ Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¸É·μ¥´¨¥ ¸² £ ¥³μ£μ V s ËÊ´±-
Í¨¨ V ¢ μ¡² ¸É¨ ³ ²ÒÌ · ¸¸ÉμÖ´¨° (r < 10 ”³), Ê· ¢´¥´¨Ö (21) ¨ (22) c
´ °¤¥´´Ò³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (26) Î¨¸²¥´´μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ²¨¸Ó ³¥Éμ¤μ³
�Ê´£¥ÄŠÊÉÉ  ¶ÖÉμ£μ ¶μ·Ö¤±  [8] ´  ±μ´¥Î´μ³ μÉ·¥§±¥ [r0, rmax].

„ ²¥¥, ÎÉμ¡Ò ¸ Ìμ·μÏ¥° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ÊÎ¥¸ÉÓ ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐÊÕ  ¸¨³¶Éμ-
É¨±Ê ËÊ´±Í¨¨ V , É¥³ ¦¥ ³¥Éμ¤μ³ Î¨¸²¥´´μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ²¨¸Ó Ê· ¢´¥´¨Ö (24)
¨ (25) ´  ±μ´¥Î´μ³ μÉ·¥§±¥ [x0, xmax] ¸ ²¥¢μ° £· ´¨Í¥° x0 ≡ rmax/d. ‚ÒÎ¨-
¸²¥´´Ò¥ · ´¥¥ §´ Î¥´¨Ö a(rmax) ¨ δ(rmax; k) ËÊ´±Í¨° a(r) ¨ δ(r; k) ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ²¨¸Ó ± ± £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ã(x0) = a(rmax)/d ¨ δ̃(x0; q = dk) = δ(rmax; k)
¢ ÉμÎ±¥ x = x0.

‚ ¨Éμ£¥ Î¨¸²¥´´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ Ê¤ ²μ¸Ó ¤μ± § ÉÓ, ÎÉμ ¢Ò¡μ· r0 =
10−5 ”³, rmax = 100 ”³ ¨ xmax = 104 ¶μ§¢μ²Ö¥É ¤μ¸É¨ÎÓ Ï¥¸É¨§´ Î´μ°
ÉμÎ´μ¸É¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨° a(r) ¨ δ(r; k) ´  ¢¸¥³ μÉ·¥§±¥ 0 � r � 104d:
Ï¥¸ÉÓ §´ Î Ð¨Ì Í¨Ë· ÔÉ¨Ì ËÊ´±Í¨° ´¥ ¨§³¥´ÖÕÉ¸Ö ´¨ ¶·¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¨ Ê± -
§ ´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö r0, ´¨ ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Ê± § ´´ÒÌ §´ Î¥´¨° rmax ¨²¨ xmax.
�μÔÉμ³Ê ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¢ ÉμÎ±¥ x = xmax §´ Î¥´¨Ö ËÊ´±Í¨° d ã(x) ¨ δ(x; q)
 ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÉ ¨Ì ¶·¥¤¥²Ó´Ò¥ ¶·¨ x → ∞ §´ Î¥´¨Ö, Éμ ¥¸ÉÓ ¤²¨´Ê · ¸¸¥Ö-
´¨Ö a ¨ Ë §Ê δ(k), c Ï¥¸É¨§´ Î´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. ’ ± ± ± É ± Ö ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢¶μ²´¥
¤μ¸É ÉμÎ´  ¤²Ö ´ Ï¥£μ Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§ , Éμ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¤²¨´Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö a
¨ Ë §Ò δ(k) ¶·¨´¨³ ²¨¸Ó §´ Î¥´¨Ö d ã(xmax) ¨ δ̃(xmax; q).

“· ¢´¥´¨Ö (22) ¨ (25) μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ §´ Î¥´¨Ö Ë § δs(k), δ�(k) ¨ δ(k) ¢
· ¤¨ ´ Ì. „²Ö μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ÔÉ¨Ì Ë § μÉ Ô´¥·£¨¨ ¨ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
£· Ë¨Î¥¸±¨³ ¸¶μ¸μ¡μ³ ¶μ²μ¦¥´¨° Em ´Ê²¥° ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) Ê¤μ¡´¥¥ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ÉÓ ¡¥§· §³¥·´Ò¥ Ë §Ò δa(E) ≡ δa(k)/π, a = �, s ¨ δ(E) ≡ δ(k)/π.
ƒ· Ë¨Î¥¸±¨° ¸¶μ¸μ¡ μ¸´μ¢ ´ ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì Ë ±É Ì: ¶μ²μ¦¥´¨Ö Em ´Ê²¥°
¸¥Î¥´¨Ö σ(E) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ·´Ö³¨ Ê· ¢´¥´¨° δ(E) = −n ¸ ¶· ¢Ò³¨ Î ¸ÉÖ³¨
±n = 1, 2, . . .,   ÔÉ¨ ±μ·´¨ · ¢´Ò  ¡¸Í¨¸¸ ³ ÉμÎ¥± ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö £· Ë¨± 
Ë §Ò δ(E) ¸ ¶·Ö³Ò³¨ yn(E) = ±n.

�¨¸. 4. �´¥·£¥É¨Î¥¸± Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ö¤¥·´ÒÌ Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥´¨Ö: a) ¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å
Ö¤¥·´ Ö Ë §  δs(E); ¡) ¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å Ö¤¥·´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ σs(E), ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö Å
ËÊ´±Í¨Ö σs

as(E) = 0
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�¥·¥Î¨¸²¨³ ¨ μ¡¸Ê¤¨³ μ¸´μ¢´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°.

‚ÒÎ¨¸²¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ as ≈ −16,98021 ”³ Ö¤¥·´μ° ¤²¨´Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤μ-
¢μ²Ó´μ ¡²¨§±μ ± ¥¥ ¤ ¢´μ ¨§¢¥¸É´μ³Ê [6,10] §´ Î¥´¨Õ as = −17,0 ”³. Ÿ¤¥·´ Ö
Ë §  δs(E) Å ¢¸Õ¤Ê ´¥μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö Ô´¥·£¨¨, ¨³¥ÕÐ Ö μ¤¨´ ³ ±-
¸¨³Ê³ δs(Es

b ) ≈ 0,35 ¢ ÉμÎ±¥ E = Es
b ≈ 1,5 ŒÔ‚. �·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨

ÔÉ  Ë §  ³μ´μÉμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É ´  μÉ·¥§±¥ [0, Es
b ] μÉ ¸¢μ¥£μ ´Ê²¥¢μ£μ §´ Î¥´¨Ö

¢ ÉμÎ±¥ E = 0 ¨ ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É μ¡² ¸É¨ E > Es
b , ¸Ìμ¤Ö¸Ó ± ´Ê²Õ ¢ ¶·¥-

¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì Ô´¥·£¨°. Ÿ¤¥·´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ σs(E), ¶·¨´Ö¢ ¸¢μ¥ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥
§´ Î¥´¨¥ σs(0) = 4π(as)2 ≈ 3623,2 ”³2 ¶·¨ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨, ³μ´μÉμ´´μ ¨
¤μ¢μ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ Ê¡Ò¢ ¥É ¸ ¥¥ ·μ¸Éμ³. �´¥·£¥É¨Î¥¸±ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ö¤¥·´ÒÌ
Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥´¨Ö ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·¨¸. 4.

‚ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ ¤²¨´Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö a ≈
2,19345 ·107 ”³ ¨ ¸¥Î¥´¨Ö ¶·¨ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ σ(0) ≈ 6,04059 ·1015 ”³2 ´ 
´¥¸±μ²Ó±μ ¶μ·Ö¤±μ¢ ¡μ²ÓÏ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì Ö¤¥·´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ as ¨ σs(0).

�¨¸. 5. �´¥·£¥É¨Î¥¸± Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ë §: ¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ Ö
Ë §  δ(E); a)Ä¢) ¶·Ö³Ò¥ ²¨´¨¨ Å ËÊ´±Í¨¨ yn(E) ≡ −n, n = 1, 2, . . . 12; £) ¶Ê´±-
É¨·´ Ö ¨ ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö ±·¨¢Ò¥ Å Ô±· ´¨·μ¢ ´´ Ö ¨ Ö¤¥·´ Ö Ë §Ò δ�(E) ¨ δs(E)
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ
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Ÿ¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ Ö Ë §  δ(E) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó Éμ²Ó±μ ¶·¨ ¤¢ÊÌ
±μ´¥Î´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ E = 0 ¨ E = ER ≈ 1,54 ŒÔ‚. �É  Ë §  ¶·¨´¨-
³ ¥É ¸¢μ¥ ³¨´¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ δ(Ea) ≈ −12,911 ¢ ÉμÎ±¥ E = Ea ≈ 11 Ô‚,  
³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ δ(Eb) ≈ 0,13156 Å ¢ ÉμÎ±¥ E = Eb ≈ 4,4 ŒÔ‚. �  ¨´É¥·¢ ²¥
E < ER Ë §  δ(E) μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö,   ´  ¶μ²Êμ¸¨ E > ER Å ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö.
�·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ μÉ ´Ê²Ö μ¡¸Ê¦¤ ¥³ Ö Ë §  ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É ´ 
¨´É¥·¢ ²¥ E < Ea, ³μ´μÉμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É ´  ¶μ²Êμ¸¨ E > Ea ¨ ¸Ìμ¤¨É¸Ö ±
´Ê²Õ ¢ ¶·¥¤¥²¥ E → ∞. �¶¨¸ ´´ÊÕ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ë §Ò δ(E)
¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·¨¸. 5.

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ÔÉ¨ ·¨¸Ê´±¨, μ¶·¥¤¥²¨³ Î¨¸²μ ´Ê²¥° Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ£μ
¸¥Î¥´¨Ö ¨ μ¶¨Ï¥³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¨Ì ¶μ²μ¦¥´¨° ¶μ Ô´¥·£¨¨.

�·¨ ²Õ¡μ° Ô´¥·£¨¨ Ë §  δ(E) Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ´¥· ¢¥´¸É¢ ³

−13 < −12,911 � δ(E) � 0,13156 < 1.

‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, Ê· ¢´¥´¨¥ δ(E) = −n · §·¥Ï¨³μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ô´¥·£¨¨ ²¨ÏÓ
¶·¨ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì ¤¢¥´ ¤Í É¨ §´ Î¥´¨ÖÌ n = 1, 2, . . . , 12. ’ ± ± ± Ë §  δ(E)
¨³¥¥É Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ³¨´¨³Ê³ ¢ ÉμÎ±¥ E = Ea ≈ 11 Ô‚, Éμ ¶·¨ ± ¦¤μ³ ¤μ-
¶Ê¸É¨³μ³ §´ Î¥´¨¨ n ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¤¢  · §´ÒÌ ±μ·´Ö En ¨ En+12. �É¨ ±μ·´¨
¶μ¤Î¨´ÖÕÉ¸Ö ´¥· ¢¥´¸É¢ ³

0 < En < Ea < En+12 < ER.

„ ²¥¥ ¡Ê¤¥³ ´Ê³¥·μ¢ ÉÓ ±μ·´¨ En ¢ ¶μ·Ö¤±¥ ¢μ§· ¸É ´¨Ö ¨Ì §´ Î¥´¨°:
En+1 > En.

‘μ£² ¸´μ ·¨¸. 5, a £· Ë¨± Ë §Ò ´  ¨´É¥·¢ ²¥ E < Ea ¶¥·¥¸¥± ÕÉ ¤¢¥´ -
¤Í ÉÓ ¶·Ö³ÒÌ yn = −n, n = 1, 2, . . . , 12. �¡¸Í¨ccÒ ÔÉ¨Ì ÉμÎ¥± ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¤¢¥´ ¤Í ÉÓÕ ±μ·´Ö³¨ En. ˆ§ Éμ£μ ¦¥ ·¨¸Ê´±  ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶ÖÉÓ ¶·Ö-
³ÒÌ yn = −n, n = 8, 9, . . . , 12 ¶¥·¥¸¥± ÕÉ £· Ë¨± ËÊ´±Í¨¨ δ(E) ´¥ Éμ²Ó±μ
´  ¨´É¥·¢ ²¥ E < 11 Ô‚, ´μ ¨ ´  μÉ·¥§±¥ [11, 350] Ô‚. �¡¸Í¨¸¸Ò ¶ÖÉ¨ ÉμÎ¥±
¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ÔÉμ³Ê μÉ·¥§±Ê, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨ ¶ÖÉÓÕ
±μ·´Ö³¨ Em, m = 13, 14, . . . , 17.

Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸. 5, ¡, ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Î¥ÉÒ·¥ ±μ·´Ö Em, m = 18, 19, 20, 21,
¶·¨´ ¤²¥¦ É μÉ·¥§±Ê [0,5, 7] ±Ô‚. ˆ§ ·¨¸. 5, ¢ ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉμ μ¸É ¢Ï¨¥¸Ö ¤¢  ¨§
¤¢ ¤Í É¨ Î¥ÉÒ·¥Ì ±μ·´¥° Ê¤ ²¥´Ò μÉ ¶· ¢μ° £· ´¨ÍÒ ÔÉμ£μ μÉ·¥§±  ¨ ¤·Ê£ μÉ
¤·Ê£ : E23 ≈ 20 ±Ô‚,   E24 ≈ 85 ±Ô‚.

‘Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ £² ¢´Ò° ¢Ò¢μ¤ ¢Ò¶μ²´¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö: ´  ¶μ²Ê-
¨´É¥·¢ ²¥ (0, 85] ±Ô‚ ¨³¥¥É¸Ö ¤¢ ¤Í ÉÓ Î¥ÉÒ·¥ · §´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö Em Ô´¥·-
£¨¨ E, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ Ë §  δ(E) ¶·¨´¨³ ¥É μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò¥ Í¥²Ò¥ §´ Î¥´¨Ö
−n = 1, 2, . . . , 12; §´ Î¥´¨Ö Em ¸£ÊÐ ÕÉ¸Ö ± ´Ê²Õ ¶·¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¨ ¨Ì ´μ-
³¥·  m.

‚ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ° ¨ Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ°
Ë § δ(E) ¨ δ�(E) μ± § ²¨¸Ó ¡²¨§±¨³¨ ¤·Ê£ ± ¤·Ê£Ê ¸ ¶ÖÉ¨§´ Î´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ
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¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ ³¥´ÓÏ¨Ì, Î¥³ ¢Ò¸μÉ  Vmax ≈ 204,0784 ±Ô‚ μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¥£μ ¡ -
·Ó¥·  V (r) ¢ μ¡² ¸É¨ r > r3 ≈ 3,4847 ”³. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¶·¨ É ±¨Ì ´¨§±¨Ì
Ô´¥·£¨ÖÌ μ¸´μ¢´Ò¥ ¢±² ¤Ò ¢ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´Ò¥ Ë §Ê ¨ ¸¥Î¥´¨¥ μ¡Ê¸²μ-
¢²¥´Ò ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ V �; ¡² £μ¤ ·Ö ÔÉμ³Ê ¸² £ ¥³μ³Ê ¸Ê¶¥·-
¶μ§¨Í¨¨ V = V � + V s Ë §  δ(k) ¶·¨´¨³ ¥É μÉ·¨Í É¥²Ó´Ò¥ Í¥²Ò¥ §´ Î¥´¨Ö,
¶μ·μ¦¤ ÕÐ¨¥ ´Ê²¨ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E).

—Éμ¡Ò μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ, ¢ ± ±μ° ¨³¥´´μ μ¡² ¸É¨ · ¸¸ÉμÖ´¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² V
¤ ¥É μ¸´μ¢´μ° ¢±² ¤ ¢ Ë §Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö δ(k) ¶·¨ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ · ¸¸¥Ö-
´¨Ö (E < Vmax), ËÊ´±Í¨Ö (23) ¢ÒÎ¨¸²Ö² ¸Ó ¶·¨ ¤¢ ¤Í É¨ · §²¨Î´ÒÌ §´ Î¥-
´¨ÖÌ Eδ

n Ô´¥·£¨¨, · ¢´μ³¥·´μ · ¸¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¢ μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° (0, 200) ±Ô‚.
‚ ¨Éμ£¥ Ê¤ ²μ¸Ó ¢ÒÖ¢¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ § ±μ´μ³¥·´μ¸ÉÓ: ¶·¨ ²Õ¡μ³ ¨§ É ±¨Ì
§´ Î¥´¨° ËÊ´±Í¨Ö (23) ³μ´μÉμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É ´  μÉ·¥§±¥ 100 � r � 104d ¨
¶·¥¢ÒÏ ¥É Î¨¸²μ 0,2 ¶·¨ r = 300 d. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨° ¢±² ¤
¢ Ë §Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö δ(k) ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V , ¢±²ÕÎ¥´´Ò³ ¢ μ¡² ¸É¨
¤μ¢μ²Ó´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨° r > 300 d. ‘μ£² ¸´μ ·¨¸. 2 ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ μÉ¢¥-
Î ¥É μ¡² ¸ÉÓ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° x > 300, ¢ ±μÉμ·μ° μ¡  ¶μÉ¥´Í¨ ²  V � ¨ V
¡²¨§±¨ ± ¸¢μ¥° ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ V p. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ± ± ¨
Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥, μ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) ¶μ·μ¦¤ ÕÉ¸Ö
¨³¥´´μ ÔÉμ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ°.

�μ¢¥¤¥´¨¥ É·¥Ì Ë § δs(E), δ�(E) ¨ δ(E) ´  ¨´É¥·¢ ²¥ Ô´¥·£¨°
(0,2, 10) ŒÔ‚ ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·¨¸. 5, £. Š ± ¢¨¤´μ, ÔÉ¨ É·¨ Ë §Ò ¸· ¢´¨³Ò ¶μ
¶μ·Ö¤±Ê ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° (0,5, 10) ŒÔ‚. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢ ÔÉμ°
μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° ¢±² ¤Ò ¢ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÊÕ Ë §Ê · ¸¸¥Ö´¨Ö μ¡μ¨Ì ¸² -
£ ¥³ÒÌ V � ¨ V s ¶μÉ¥´Í¨ ²  V ¨³¥ÕÉ μ¤¨´ ¨ Éμ ¦¥ ¶μ·Ö¤μ±,   ¶·¨ ¤ ²Ó-
´¥°Ï¥³ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ ¤μ³¨´¨·ÊÕÐ¨³ ¡Ê¤¥É ¢±² ¤ δs(E) μÉ Ö¤¥·´μ£μ
¸² £ ¥³μ£μ V s. ‚ μ¡¸Ê¦¤ ¥³μ° μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° Ë §Ò δs(E) ¨ δ�(E) ¨³¥ÕÉ
· §´Ò¥ §´ ±¨: δs(E) > 0,   δ�(E) < 0. �μÔÉμ³Ê Ë §  δ(E) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó
Éμ²Ó±μ ¶·¨ μ¤´μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ E = ER ≈ 1,54 Œ¥‚. �É  μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ
Ë §Ò δ(E) ¶μ·μ¦¤ ¥É  ´ ²μ£ ÔËË¥±É  � ³§ Ê¥· .

’¥¶¥·Ó, ±μ£¤  ¢ÒÖ¢²¥´μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢¸¥Ì ¶μ²μ¦¥´¨° ´Ê²¥° ¸¥Î¥-
´¨Ö σ(E), ³μ¦´μ ¶μ¤·μ¡´μ μ¶¨¸ ÉÓ ¥£μ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ Ô´¥·£¨¨. ‘¥Î¥´¨¥ σ(E),
¶·¨´Ö¢ ¸¢μ¥ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ σ(0) = 4πa2 ≈ 6,04597·1015 ”³2 ¢ ÉμÎ±¥
E = 0, ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ ¤μ ¥¥ §´ Î¥´¨Ö E = E24 ≈ 85 ±Ô‚ Ê¡Ò¢ ¥É,
μ¸Í¨²²¨·ÊÖ. ‚ μ¡² ¸É¨ (0,085, 1,54) ŒÔ‚ ÔÉμ ¸¥Î¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö £² ¤±μ° ËÊ´±-
Í¨¥° Ô´¥·£¨¨ ¨ Ê¡Ò¢ ¥É ¸ ¥¥ ·μ¸Éμ³; ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ E = ER ≈ 1,54 ŒÔ‚
¸¥Î¥´¨¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó,   ¤ ²¥¥ ¢μ§· ¸É ¥É ¨, ¤μ¸É¨£´Ê¢ ¸¢μ¥£μ ³ ±¸¨-
³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö σ(Eb) ≈ 191,29 ”³2 ¢ ÉμÎ±¥ E = Eb ≈ 4,4 ŒÔ‚, ³μ´μ-
Éμ´´μ Ê¡Ò¢ ¥É, ¸Ìμ¤Ö¸Ó ± ´Ê²Õ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì Ô´¥·£¨°. �´¥·£¥É¨Î¥¸±ÊÕ
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·¨¸. 6.

�  ·¨¸. 6, a ¸¶²μÏ´μ° ±·¨¢μ° ¶·¥¤¸É ¢²¥´ £· Ë¨± ¸¥Î¥´¨Ö ´  ¨´É¥·¢ ²¥
Ô´¥·£¨° (17, 400) Ô‚. ‘μ£² ¸´μ ·¨¸. 5, a ´  ÔÉμ³ ¨´É¥·¢ ²¥ £· Ë¨± Ë §Ò δ(E)
¤¢ ¦¤Ò ¶¥·¥¸¥± ¥É ¶·Ö³ Ö y12,   ¶·Ö³Ò¥ yn c ¨´¤¥±¸μ³ n = 9, 10, 11 Å ¶μ
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�¨¸. 6. �´¥·£¥É¨Î¥¸± Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¸¥Î¥´¨°: ¸¶²μÏ´ Ö ±·¨¢ Ö Å Ö¤¥·´μ-
Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ σ(E); a)Ä¢) ¶·Ö³ Ö ²¨´¨Ö ¨ ¶Ê´±É¨·´ Ö ±·¨¢ Ö Å ¸¥Î¥´¨Ö
σmin(E) = 0 ¨ σmax(E) = 4π/k2 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ; £) ¶Ê´±É¨·´ Ö ¨ ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´ Ö
±·¨¢Ò¥ Å Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ¥ ¨ Ö¤¥·´μ¥ ¸¥Î¥´¨Ö σ�(E) ¨ σs(E) ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ

μ¤´μ³Ê · §Ê. �μÔÉμ³Ê ¸¥Î¥´¨¥ σ(E) ¨³¥¥É ¶ÖÉÓ ´Ê²¥° ¨ ¸Éμ²Ó±μ ¦¥ ²μ± ²Ó´ÒÌ
³ ±c¨³Ê³μ¢.

Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸. 5, ¡, ´  ¨´É¥·¢ ²¥ Ô´¥·£¨° (0,4, 8) ±Ô‚ £· Ë¨± Ë §Ò δ(E)
¶μ μ¤´μ³Ê · §Ê ¶¥·¥¸¥± ¥É ± ¦¤ Ö ¨§ ¶ÖÉ¨ ¶·Ö³ÒÌ yn = −n ¸ ´μ³¥·μ³
n = 3, 4, . . . , 7. �μÔÉμ³Ê ´  ÔÉμ³ ¨´É¥·¢ ²¥ ¸¥Î¥´¨¥ σ(E), £· Ë¨± ±μÉμ·μ£μ
¶·¥¤¸É ¢²¥´ ´  ·¨¸. 6, ¡, ¨³¥¥É ¶ÖÉÓ ´Ê²¥°.

ƒ· Ë¨± ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) ´  ¨´É¥·¢ ²¥ Ô´¥·£¨° (2, 60) ±Ô‚ ¨§μ¡· ¦¥´
´  ·¨¸. 6, ¢. ‘μ£² ¸´μ ·¨¸. 5, ¢ ´  ÔÉμ³ ¨´É¥·¢ ²¥ £· Ë¨± Ë §Ò δ(E) ¶μ μ¤´μ³Ê
· §Ê ¶¥·¥¸¥± ÕÉ É·¨ ¶·Ö³Ò¥ yn(E) ≡ −n, n = 2, 3, 4. �μÔÉμ³Ê μ¡¸Ê¦¤ ¥³μ¥
¸¥Î¥´¨¥ ¨³¥¥É É·¨ ´Ê²Ö.

„²Ö ¸· ¢´¥´¨Ö ´  ·¨¸. 6, £ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò £· Ë¨±¨ É·¥Ì ¸¥Î¥´¨Ö σs(E),
σ�(E) ¨ σ(E) ¢ μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° (0.5, 10) ŒÔ‚. ‚ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ μ¡  ¸¥Î¥´¨Ö
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σs(E) ¨ σ�(E) ³μ´μÉμ´´μ Ê¡Ò¢ ÕÉ,   ¸¥Î¥´¨¥ σ(E) ¨³¥¥É £²Ê¡μ±¨° ³¨´¨¨³Ê³
¶·¨ Ô´¥·£¨¨ E = ER ≈ 1,54 ŒÔ‚. �É  μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) Ö¢²Ö¥É¸Ö
 ´ ²μ£μ³ ÔËË¥±É  � ³§ Ê¥· .

Š ± μÉ³¥Î ²μ¸Ó ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥, ´ ²¨Î¨¥ Ê Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ£μ
¸¥Î¥´¨Ö σ(E) ´Ê²¥° ¢ μ¡² ¸É¨ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤¸É¢¨¥³ ¡μ²ÓÏμ°
¢¥²¨Î¨´Ò ±μ´¸É ´ÉÒ β = 144e2d3 ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¶μÉ¥´Í¨-
 ²  ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨. �ÉμÉ ¢Ò¢μ¤ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´ Ï¨Ì ¤μ¶μ²´¨-
É¥²Ó´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ¢Ò¶μ²´¥´´ÒÌ ¶μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¸Ì¥³¥.

‘´ Î ²  ¢ ¸Ê³³¥ V = V � + V s ¶μÉ¥´Í¨ ² ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ V � § ³¥´Ö²¸Ö
¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V �(r; Z) ≡ (e2/r)f(rd/Z1/3), ±μ´¸É ´É  ¤ ²Ó´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°
 ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ±μÉμ·μ£μ β(Z) = 144e2d3/Z Ê¡Ò¢ ¥É ¸ ·μ¸Éμ³ ¶ · ³¥É·  Z.
‡ É¥³ ¶·¨ ± ¦¤μ³ ´ ¶¥·¥¤ § ¤ ´´μ³ §´ Î¥´¨¨ Z ¢ÒÎ¨¸²Ö²μ¸Ó ³¨´¨³ ²Ó´μ¥
§´ Î¥´¨¥ δmin Ë §Ò δ(E). „ ²¥¥ ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö −n � δmin μ¶·¥¤¥²Ö²μ¸Ó Î¨¸²μ
´Ê²¥° N(Z) = 2n ¸¥Î¥´¨Ö σ(E; Z).

Š ± ¨ μ¦¨¤ ²μ¸Ó, ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨ Z ±μ´¸É ´É  β(Z) Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö,  
ËÊ´±Í¨Ö N(Z) ¸Ìμ¤¨É¸Ö ± ´Ê²Õ. � ¶·¨³¥·, ¥¸²¨ Z = 10n, £¤¥ n =
0, 1, 2, . . . , 7, Éμ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, N = 24, 16, 10, 6, 4, 2, 2, 0. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
¥¸²¨ Ê³¥´ÓÏ¨ÉÓ ±μ´¸É ´ÉÊ β = 144 e2d3 ¢ 107 · §, Éμ ¸¥Î¥´¨¥ σ(E; Z) ¡Ê¤¥É
£² ¤±μ° ËÊ´±Í¨¥° Ô´¥·£¨¨.

‘Éμ¨É μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ μ¡¸Ê¦¤¥´´Ò¥ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨-
¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §Ò
¨ ¸¥Î¥´¨Ö ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ¢¸¥ ¢Ò¢μ¤Ò ¢Ò¶μ²´¥´´μ£μ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥
± Î¥¸É¢¥´´μ£μ  ´ ²¨§  ´¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ÔÉ¨Ì ËÊ´±Í¨°.

’¥¶¥·Ó μ¡μ¡Ð¨³ μ¸´μ¢´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉÒ ´  ¸²ÊÎ ° Ê¶·Ê-
£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´  ²Õ¡Ò³  Éμ³μ³ ¢ ³μ¤¥²¨ ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨. �Ê¸ÉÓ Ö¤·μ
 Éμ³  ¨³¥¥É § ·Ö¤ Z|e|, Éμ£¤  ÔËË¥±É¨¢´μ-¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¢§ ¨³μ-
¤¥°¸É¢¨Ö ¶·μÉμ´  ¸  Éμ³μ³ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥³ V �(r) = (Ze2/r)f(x),
£¤¥ r Å · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·μÉμ´μ³ ¨ Ö¤·μ³  Éμ³ , x = r/d,   ¶ · ³¥É·
d μ¶·¥¤¥²¥´ ¶μ¸²¥¤´¥° ¨§ ¸¶¨¸±  Ëμ·³Ê² (9). �ÉμÉ ¶ · ³¥É· μ¡· É´μ ¶·μ-
¶μ·Í¨μ´ ²¥´ Î¨¸²Ê Z−1/3,   ¸μ£² ¸´μ (14) Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ Ö ¤²Ö ¢¸¥Ì  Éμ³μ¢
ËÊ´±Í¨Ö f(x) ¨³¥¥É ¶·¨ r → ∞  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê 144/x3 = 144 d3r−3, μ¡· É´μ
¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ÊÕ Î¨¸²Ê Z. �μÔÉμ³Ê ±μ´¸É ´É  β ¸É ·Ï¥£μ ¸² £ ¥³μ£μ ¤ ²Ó-
´μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ V p(r) = βr−4 ¶μÉ¥´Í¨ ²  V �(r) = (Ze2/r)f(x)
´¥ § ¢¨¸¨É μÉ § ·Ö¤  Z|e| Ö¤·   Éμ³ :

β = 144 e2

(
9π2

128

)
a3

B.

Š ± ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ¢ ¶·¥¤¥²¥ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨° ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¨³¥´´μ
ÔÉμ ¸² £ ¥³μ¥ ¶μ·μ¦¤ ¥É ¢¸¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ S-¢μ²´μ¢ÒÌ Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §Ò
¨ ¸¥Î¥´¨Ö · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´   Éμ³μ³ ¢μ¤μ·μ¤ . ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¢ ³μ¤¥²¨
’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ S-¢μ²´μ¢μ¥ Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¶·μÉμ´  ²Õ-
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¡Ò³  Éμ³μ³ ¢ μ¡² ¸É¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ´¨§±¨Ì Ô´¥·£¨° ¡Ê¤¥É μ¸Í¨²²¨·μ¢ ÉÓ, μ¡· -
Ð Ö¸Ó ¢ ´Ê²Ó 24 · § .

‡�Š‹�—…�ˆ…

‘Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ μ¸´μ¢´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉÒ.
‚ · ³± Ì ¶·¥¤²μ¦¥´´μ° ÔËË¥±É¨¢´μ-¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ° ³μ¤¥²¨ ¶·¥¤¸± § ´Ò

¨ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´Ò · ¸Î¥É ³¨ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ´¨§±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö
S-¢μ²´μ¢ÒÌ Ë §Ò ¨ ¸¥Î¥´¨Ö Ê¶·Ê£μ£μ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö ¶·μÉμ´  ¸  Éμ³μ³ ¢μ¤μ-
·μ¤ , ¶μ·μ¦¤¥´´Ò¥ ³¥¤²¥´´Ò³ Ê¡Ò¢ ´¨¥³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ’μ³ ¸ Ä”¥·³¨ ¢ ¶·¥-
¤¥²¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì · ¸¸ÉμÖ´¨° ¨ ¢§ ¨³´Ò³ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥³ ´  ¶·μÍ¥¸¸ · ¸¸¥Ö´¨Ö
ÔÉμ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ Ö¤¥·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  �¨¤ .

�¸μ¡¥´´μ¸É¨ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´ÒÌ Ë §Ò δ(k) ¨ ¸¥Î¥´¨Ö σ(E) É ±μ¢Ò:
¢ μ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨° (0, 85] ±Ô‚ Ë §  24 · §  ¶·¨´¨³ ¥É §´ Î¥´¨Ö, ±· É´Ò¥ π,
¶μÔÉμ³Ê ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ ¥° ¸¥Î¥´¨¥ μ¸Í¨²²¨·Ê¥É ¨ ¨³¥¥É
24 ´Ê²Ö. …Ð¥ μ¤´  μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ Å  ´ ²μ£ ÔËË¥±É  � ³§ Ê¥·  Å ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö
± ± £²Ê¡μ±¨° ³¨´¨³Ê³ Ö¤¥·´μ-Ô±· ´¨·μ¢ ´´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ E ≈
1,54 ŒÔ‚.
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