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��*�������� ��������- 2��������� � )����$��*�1�# 4����-,�1� �� 5�4�.����1�
)���1����� � ���1��� 
*- 5��1�*������ 1���1���.����/ 1���*�� � ��4��?��6
�� �*�����1�� ��7���- ������� �*���� )���1����.����/ N��*M$�����/ ������/
4���. )��1��-M��- �*��?�� ����1�.����� ��11�����# ������.����� )���?��4�6
����-# ��1��*&��� � .��*����� 1����� �)�*&4������ ��1��*&��/ 1������ ��6
,�������� �)��,��� )��$��� 5��1�*������ � ���*�4� 1���1���.����� 1���*�#
)�4��*-�� �4?�0��& �7�?�� �����*���-# )�*�.��& ��7���� )�����*����� 4���6
.� �*- ���?/���1�� �?*���� �)����*���- ��?��� ��/����/ )���1�����# � ���0�
����1�������& �����*-���� 5���$�� � �4�.��& �/ ���1)����.����� )�������� 

D<



DC �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

���1�0���.��� ��4�*&���� ��1��*&��/ ��.��*����# ��� )����*�# �1�M� ?�*&6
7�� �?O�1# � �/ )���?��4������ � ����1�� 5��1� ���?��� 4��.���*&��/ ��16
)&M�����/ �������� ��N��1�# ���?/���1� ��4��?���� ��1)*�����/ �*�����1��#
��.���M,�/ ����������� ��1��*&��/ � .��*����/ 1������ � )�4��*-M,�/ ��4�6
�*�4������& ���*����1�� ��7���-# 4����-,�� �� ��?��� 5�4�.����/ )���1����� 

*- �����������- ��4��?������1�/ �*�����1�� � ������*- N55���������� �/
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� N��*M$�����/ ���1����/ ������/ 4���. ��������� 1�/�����# )�������*����/
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4���(��� ��1�*&������ �����1� n6��-4����/ ��$�**-����� � ��,��������1�
.������1� ων � ����������� ��.�� ���������- (p(0), q(0)) ∈ Rn ×Rn 5�4����� )��6
��������� Rn × Rn )��������1 � )�*���1��*&��1 ����A

H(q, p) = H(2)(q, p)+
jmax∑
j=3

H(j)(q, p), !;"

H(2)(q, p) =
n∑

ν=1

ων

2
(p2

ν + q2ν), H(j)(q, p) =
∑

|l|+|m|=j

Vlmq
lpm.

��� l# m 1�*&���������# 4����� ��?���1 $�*�/ .���* l = (l1, l2, ..., ln)# m =
(m1,m2, ...,mn)# |l| = l1 + l2 + ...+ ln# |m| = m1 +m2 + ...+mn# ql = ql1

1 · ql2
2 · ... · qln

n #
pm = pm1

1 · pm2
2 · ... · pmn

n  ���$����� ���1�*�4�$�� ������� � ��/�0����� ������
��1�*&�������

Γ(ξ, η) =Γ(2)(ξ, η) +
smax∑
s=3

Γ(s)(ξ, η), Γ(2)(ξ, η) =
n∑

ν=1

ων

2
(η2

ν + ξ2ν) !D"

� ������.������ )���?��4�����- (q, p) → (ξ, η)# ��-4���M,��� ��1�*&������� !;"
� !D" P���& Γ(s)(ξ, η) 6 ���������� )�*���1� ���)��� s# ������� ����*�����-��
������7���M �� ���?��1� �������� { , }

{
Γ(2)(ξ, η),Γ(s)(ξ, η)

}
=

n∑
ν=1

ων

(
ξν

∂

∂ην
− ην

∂

∂ξν

)
Γ(s)(ξ, η) = 0. !@"
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� 4�����1���� �� �)���?�� 4�����- )���?��4�����- (q, p) → (ξ, η) ��,�������
�����*&�� 1������ )�*�.���- ���1�*&��/ 5��1 o;;p 

'���� +�����5�6���������� !xy" o;;p# ������� � ����0���� �����/ �1)�*&���
p � ����/ ��������� ξ .���4 ����� �1)�*&�� η � ������ ���������� q

pν =
∂WBG

∂qν
, ξν =

∂WBG

∂ην
, WBG(q, η) =

n∑
ν=1

qνην +
smax∑
s=3

W
(s)
BG(q, η) !B"

� )�1�,&M )���4���-,�� 5���$�� ������� ��)� WBG(q, η) 
'���� 
�)��69��� !{L" o;;p# ������� � ����0���� �����/ ������.����/ )�6

��1����/ (q, p) .���4 ����� (ξ, η)

qν = ξν +

smax−2∑
k=1

1

k!
Lk

W ξν , pν = ην +

smax−2∑
k=1

1

k!
Lk

W ην , WDH(ξ, η) =

smax∑
k=3

W
(k)
DH(ξ, η) (0+

� )�1�,&M ���������� WDH(ξ, η) �)������ Lk
W �)����*�� �����������1 ��6

����7����1 Lk
W = LW (Lk−1

W )# L0
W = 1 .���4 ��55����$��*&��� �)������ %�A

LW f ≡ L(f,W ) = {f,W}. �������*-- �-�� !B" �*� !E" � �������� ���������

H(q, p) = Γ(ξ, η),

��4*���- *���M � )����M .���� � �-�� ���*��� )� ���)��-1 ������.����/ )���6
1����/ (q, η) �*� (ξ, η)# � ����*-- ���������� )�*���1� ���)��� s = 3, 4, . . . , smax

�� N��/ )���1����/# )�*�.�1 �����1� ���������

Γ(s) = {Γ(2),W (s)} +H(s) + Ts, !F"

������- ��7����- )��*�������*&��# ��.���- � s = 3 � ��������� !F"# ���4������6
1� ��*�.���1� -�*-M��- ��1)������ ������ ��1�*&������� Γ(s) � )���4���-,��

5���$�� W (s) = W
(s)
BG �*� ���������� W (s) = W

(s)
DH  ��)�1�����*&��� )�*���1�

Ts 4����-� �� ����� ��������/ ��1)����� Γ(s′)# W (s′)# H(s′)# ��� s′ = 3, . . . , s − 1#
)�� N��1 T3 ≡ 0 
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���*�4������� � �����1� ��1��*&��/ ��.��*���� I�{�K� ���� � o;@p �������6
������� �*�����1 
�)��69��� !
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��?��� o@p# � �)������ )�����11� �J�~# ���*�4������� � �����1� I�{�K�# ����
� o;Bp �*�����1� +� � 
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�� ��4*�.��/ �����1�/ I�{�K�!gY]"# X~���!h�j" � X~�L�X~�JK~!`f"# )��6
����1 ��?*�$� ;# � ������� ���4��� .��*� 1���1�� NM � ���1- ��.��*���- T
!� �������/" ���1�*&��� 5��1� G � ���������� WDH �� 4�������� )��-��� smax#



@= �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

smax H G WBG WDH BG DH BG DH BG DH 1203
mws mws nb nb red red red

(7) 40 3 230 209 209 89.1 25.4 16.4 20.9 90.5 18.5 106.0

(8) 4 5 14 22 17 2.0 1.3 2.1 1.1 0.2 0.2 0.3

(9) 4 8 46 590 410 54.2 29.6 16.2 3.8 78.8 18.2 2.3

(10) 6 26 200 164 164 7.9 5.1 4.6 2.0 3.0 2.8 8.2

��?*�$� ;A � ����($�* :;< ���� ������ �� �����	������� �� ������* �����
������	�� =���� � ������ �������
�$�� smax� ����($� >;? �����@�� A����
�������� �����@���*� � ��*����� �����	������� BHC� ������	��� =���� BGC�
� ����
������ =���$�� WBG � � ���������� WDH � � ����($�* D;:< ���������
���� ��������� ���$����� �������
�$�� B� �������*C �� EF;> ?GGHIJ :<KHL�
MNOPQMR SK� �������� ������=�;!��������� BBGC � -����;"��� BDHC� �����;

�������� �� TUPVFU BWXYC� HZE[U B\]6C � HZ9IUHZ9NFZB5^C� � ����($�
:> ���� ���� ��������� ��������� �������
�$�� ������� -" _:`a� �������;
��� �� TUPVFU�

�*- �*���M,�/ )�*���1��*&��/ ��1�*&�������� H A

H(q, p) =
ω1

2
(p2

1 + q21) + aq41 , ω1 = 1, !<"

H(q, p) =
ω1

2
(p2

1 + q21) +
ω2

2
(p2

2 + q22) + aq21q2, !C"

H(q, p) =
3∑

ν=1

ων

2
(p2

ν + q2ν) + αq1q
2
3 + βq2q

2
3 , !H"

H(q, p) =
4∑

ν=1

ων

2
(q2ν + p2

ν) − 4F
ω3

(q21 + q22 + q23 + q24)(q
2
1 − q22 − q23 + q24),

−4γ
ω4

(q21 + q22 + q23 + q24)(q
2
1 + q24)(q22 + q23), ων = 1. !;="

� )��1���/ !<"W!;="# a# α# β# F # ω# γ W ��,��������� )���1���� � )��1���/ !C"
� !H"# ω1# ω2 � ω3 �����41���1�� .������# � � � ∃bν ∈ Z#

∑n
ν=1 ωνbν = 0 

��� ����� �4 ��?*�$� ;# ���1- ��.��*���- 4������ �� �� .��*� 1���1�� �
��������� 4�����- )���1����� ��1)����� H(s), s ≥ 3 ��/������ ��1�*&�������
H  ��� N��1# 4������ .����� ων � ���� �����41���1�/ )���1����� � )��1���/ !C"#
!H"# )� ��������M � -���1 4������1 ���41���1�/ .����� ων = 1 � )��1���/ !<"#
!;="# 4��.���*&�� ���*�.����� ���1- ��.��*���-# )����*&�� � )��1�0���.��/
�*��?���.����/ ����0���-/ �����0���- ��$����*&��� ���?� � )�*���1��*&��1�
4��1�����*-1� P�1���1# .�� ���������� N��/ ����0���� ���?�*�� N55�������
��)�*�-���- � �����1� X~�L�X~�JK~ 

�*�����1 ���4��*����.������ ����������- o@p# ���*�4������� � ���� )�����16
1� ��~��yJ� � �����1� I�{�K�# )���?��4��� �*����.����M ���1�*&��M 5��6
1� � ��1)*�����/ )���1����/ zk = 1√

2
(ηk + iξk)# z∗k = 1√

2
(ηk − iξk) � )�1�,&M
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)���������� ���*-

zm
k z

∗n
k −→ 1

2m

m∑
l=0

m!
l!(m− l)!

â+l
k ân

k â
+ m−l
k , !;;"

� ��������M ���1�*&��M 5��1�

Γ̂(a+, a) =
smax∑
s=2

Γ̂(s)(a+, a), !;D"

� ���1���/ �)�������� a, a+, [ak, a
+
l ] = δkl ����������� � )�1�,&M )�����11�

��~��yJ� �)������ Γ̂ ��)�*&4����- �*- ��7���- 4���.� �� ��?�������� 4��.�6
��-

Γ̂(a+, a)|λ〉 = λ(E)|λ〉. !;@"

��� )�*�.����� ���1�*&��� 5��1� 4������ �� ������7���- 1�0�� .������6
1�A ��*� .������ ων �����41���1�# � � ������7���-

∑n
ν=1 ων(mν − lν) = 0 ��)�*6

�-M��- ��*&�� )�� mν = lν # ν = 1, 2, ..., n# �� ��1�*&������ �1��� n ��4�����1�/
�������*�� ���0���- Iν = (ξ2ν+η2

ν)/2 ����� �������� �����������M,��� ��������6
�� �)������� Γ̂ )����1��� �������*&��� ��� G = Γ̂|k1, k2, ..., kn〉 = γ|k1, k2, ..., kn〉
� �*- ��7���- 4���.� �� ��?�������� 4��.���- !;@" �������.�� ��7��& ������6
��� γ = λ(E) ��� N��1 ��?�������- 5���$�- 4���.� ���)����� � ��?��������
5���$��� |k1, k2, ...kn〉 �)������� Γ̂(2) ��*� .������ ων # r 6 ���41���1� ∃bkν ∈ Z#∑

ν ωνbkν = 0# k = 1, ..., r# �� n− r ��*�.�� Iν =
∑

ν asν(ξ2ν + η2
ν)/2# s = 1, ..., n− r#

-�*-M��- �������*�1� ���0���-# ��� asν �)����*-M��- �4 �����1� ���������∑
ν asνbkν = 0# k = 1, ..., r# � �������� �)������� ���1�*&��� 5��1� �� ?�4�� n6

1������ ���1���.������ ��$�**-���� G �� )����1��� �������*&��� ��� �?,��
�/�1� ��7���- 4���.� �� ��?�������� 4��.���- !;@" � ���������*&��1 )�������*�6
��� �1���� � �*�����1�1 ��.��*���- )��?*�0����/ �������*�� ���0���- ����
� oEp 

� ��.����� )��1��� ����1����1 ��1�*&������ ���1������ ���1� �������� !n =
2" � 4��-��1 Za � N*�����.����1 )�*� ���*������ ��.�.���� 4��-�� Zb )�� 5��6
���������1 4��.���� E < 0

H =
1

2
(p2

1 + p2
2 + q21 + q22) +

Zb(−2E)−3/2

2R2
(q41 − q42) (2)+

− Zb(−2E)−2

4R3
(q21 + q22)(q42 − 4q21q

2
2 + q41) + ...,

��� ε = R−1 � 16 ��*�.��� �?�����- ������-��M 1�0�� 4��-��1� Za � Zb � ��6
4�*&���� ��)�*����- �*�����1� ; ?�*� )�*�.��� +��8 !D" )�� smax = 8 ��� .*���
��.������ )��-��� ������� ����� ��*M �������1 ��*&�� )����� ��� ����*���/
.*���

Γ(2) =
1

2
(η2

1 + η2
2 + ξ21 + ξ22), (20+

Γ(4) =
3Zb(−2E)−3/2

16R2
((η2

1 + ξ21)
2 − (η2

2 + ξ22)2).



@D �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

�)�*&4�- �*�����1 B# �����1 �������� ���1�*&��� 5��1� �� ��?�������M
5���$�M 261������ ���1���.������ ��$�**-���� !|k1, k2〉"A

G = Γ|k1, k2〉 = (a+
1 a1 + a+

2 a2 + 1)|k1, k2〉

− 3Zb(−2E)−3/2

4R2
(a+

1
2a2

1 + 2a+
1 a1 − a+

2
2a2

2 − 2a+
2 a2)|k1, k2〉 + ...

= (k1 + k2 + 1)|k1, k2〉 − 3Zb(−2E)−3/2

4R2
(k1 + k2 + 1)(k1 − k2)|k1, k2〉

− 3Zb(−2E)−2

8R3
(k1 + k2 + 1)

√
(k2

1 − k1)(k2
2 + 3k2 + 2)|k1 − 2, k2 + 2〉

− 3Zb(−2E)−2

8R3
(k1 + k2 + 1)

√
(k2

1 + 3k1 + 2)(k2
2 − k2)|k1 + 2, k2 − 2〉 + ....


*- ��7���- 4���.� �� ��?�������� 4��.���- !;@" )��������1 � ���� �-��� ���6
����� G �)������� ���1�*&��� 5��1� Γ̂ �� ������ |k1, k2〉

G = (k1 + k2 + 1)|k1, k2〉 +
jm∑
j=1

R−j

j−1∑
a=−j+1

f
(j)
k1+a,k2−a|k1 + a, k2 − a〉, !;F"

� ���0� ����1�� ��?�������� ������

|λ〉 =
jm−1∑
j=0

R−j

j−1∑
a=−j+1

b
(j)
k1+a,k2−a|k1 + a, k2 − a〉 !;<"

� �)�����*&��� )���1���

λ(E) =
jm∑
j=0

R−jλ(j). !;C"


*- ��/�0����- ��N55�$������ b
(j)
k1+a,k2−a � λ(j) ��4*�0���� !;<" � !;C" � 1�*�1

)���1����1 ε = R−1 )��1��-���- 5���1��� �*�����1� ��7���- 4���.� �� ��?6
�������� 4��.���- !;@" � ���� �����1� �����������/ �*��?���.����/ ���������
oDpA

f
(j)
k1,k2

= 0 → λ(j), !;H"

f
(j)
k1+a,k2−a = 0 → b

(j−2)
k1+a,k2−a, a �= 0

� ��.�*&��1� ��*���-1�

b
(0)
k1,k2

= 1, b
(0)
k1+a,k2−a = 0, a �= 0 λ(0) = k1 + k2 + 1. !D="

���4��*����.����� �)���� En,d ���1� �������� � )�*� ���*������ ��.�.����
4��-��# �����1 �4 �*��?���.������ ��������- �

λ(En,d) = Za

√
−2/En,d,

�+������, ��� -�.����/�0 ��1�2 ���3� ��24/� ���	1� .	���	�5 k1, k2



,	����-��.�	����� � ��$��	&� ��/��	� ������ "��� @@

��� n = (k1 + k2)/2 + 1/2# d = (k1 − k2)/2# � )�1�,&M ����������� �����$������
)��$�����A

En,d = − Z2
a

2n2
+

3Zb

2ZaR2
nd+

n2Zb

2Z2
aR

3
(n2 − 6d2 − 1 + δ

(3)
1 ) !D;"

− n3dZb

64Z3
aR

4
(156n2 − 436d2 − 227 + δ

(4)
1 ) − n4Z2

b

64Z4
aR

4
(68n2 − 12d2 + 85 + δ

(4)
2 ) + ....

P���& ��N55�$����� δ
(j)
i ≡ 0 �)����# �)����*-�1�� 1�����1 ��������1�/���.�6

���� ������ ��41�,���� oDp# ��*�.����- �� ���4��*����.������ �)����� !D;" ��*&��

�����������M,�1� 4��.���-1� δ
(j)
i # � .�������� δ

(3)
1 = δ

(4)
1 = 0# δ

(4)
2 = −18 ��*6

��� ���1- �.��� ������� )��1��� !smax = 10" �� ��1)&M���� �K6@ F==XLn ;DCXx#
�J�{��z HC � �����1� X~��� ������*-�� H= ������ 

K "=�5�4B& 5('U%2"%��< �2%5(4�5( V��"#C�� �"< �%'4(C���(5��E
=� �5(��%��< T5%���=%5( ����1����1 4���.� ��7� �*- �����$���������
��������- 2��������� � ��1�*&�������1 H(x, t)# �)�����M,�� ����1��� ���1�
�� ���7��1 )�*�# �� �������*� ���1��� t ∈ [t0, T ] �*- ��.�*&���� �����-��- ψ0(x)A

i
∂ψ(x, t)
∂t

= H(x, t)ψ(x, t), ||ψ||2 =
∫

|ψ(x, t)|2dx = 1, ψ(x, t0) = ψ0(x), !DD"

ψ(x, t) ∈ W1
2(R

n ⊗ [t0, T ]), ψ0(x) ∈ W1
2(R

n).

����1����1 4���.� �� �����1����� ����� )� ���1����� )���1����� t

Ωτ [t0, T ] = {t0, tk+1 = tk + τ, tK = T } !D@"

� 7���1 τ = tk+1− tk# (k = 0, 1, ...K) ��7���� 4���.� ψ(tk+1) ≡ ψ(x, tk+1) �� k+16
�1 �*�� �)����*-���- .���4 ��7���� ψ(tk) �� )������,�1 k6�1 �*�� � )�1�,&M
�)������� N��*M$�� U(tk+1, tk, λ)# ������� )��������1 � ����A

ψ(tk+1) = U(tk+1, tk, λ)ψ(tk), U(tk+1, tk, λ) = exp{−ıτAk(tk+1, λ)}. !DB"

�)������� ����0�M��- � ���� �-��

Ak(t, λ)=
1
τ

∞∑
j=1

λjA(j)k(t, λ), Ak(tk, λ) = 0, !DE"

)� ���)��-1 5��1�*&���� )���1���� λ 
���*� ��.��*���- ���4������/ �)�������� A(j)(t) ≡ A(j)k(t, λ)# )� �*�����1�

;# �)������1� ��0�# N��� )���1��� )�*������- �����1 �����$� !λ = 1" 
�*�����1 ;A

�� b��� ?) �)������� A(j)(t) ��.��*-M��- �4 �)���������� ��0������

−ıλH(t) =
∞∑

n=1

∞∑
q=0

∞∑
l1,...,lq=1

λn+Σq
i=1li(adA(l1)(t))...(adA(lq)(t))

.
A(n) (t)

(q + 1)!
, !DF"

P���& *������� �)������ (adA) : L(X) → L(X) �)����*�� �*- �)�������� A,B ∈
L(X) � ���� (adA)B = [A,B] ≡ AB−BA � �1��� �*���M,�� ��������A (adA)0B =



@B �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

B, (adA)jB = (adA)j−1(adA)B; ��.��� ��� �)�������1 A(n)(t) �?�4��.��� .�����-

)���4�����-
.
A(n) (t) = ∂tA(n)(t) )� ���1����� )���1����� � 1�1��� ���1��� t 

�� b��� G) )���������- ��N55�$����� )�� ���������/ ���)��-/ )���1����
λ � *���� � )����� .���-/ �)���������� ��0������ !DF" )�*�.��1 �����������M
�����1� ��55����$��*&��/ ��������� )������ )��-���A

ıH(t)+
.
A(1) (t) = 0, !D<"

1/2(adA(1)(t))
.
A(1) (t)+

.
A(2) (t) = 0, ... .

�� b��� K) �,���- ��7���� �����1� !D<" ��������*&�� ���4������/ �)��������
A(i)(t), i = 1, 2, ..., 2M  
�� b��� L) )������*-- ��������� �)������� A(i)(t), i = 1, 2, ..., 2M � ��46

*�0���� !DE"# ��/���1 ����1�� N55�������� �)������� Ak ≡ Ak(tk+1, λ = 1)#
��4����-,�� -��� �� ���1����� )���1����� t � �?��)�.���M,�� )���/�� �� k6��
���1������ �*�- � k+ 161� ��1���1# .�� N�� �)������� ��-4��� � �4������1 ��6
1�*&�������1 H(t)# 4����-,�1 �� ���1����� )���1����� t# ��4*�0����1 '������

Ak =
1
τ

tk+1∫
tk

dtH(t) +
ı

2τ

tk+1∫
tk

dt′
t′∫

tk

dt′′(adH(t′′))H(t′) + · · · . !DC"

� )���)�*�0����# .�� �)������ H(t) ≡ H(x, t) 4������ �*���� �� t# �������.��
������.��&�- ����.��1 .��*�1 .*���� L = 2M ��4*�0���- !DC" �*- ����# .��6
?� )�*�.��& �))�����1�$�M ���������� �)������� N��*M$�� !DB" � ��.����&M
)��-��� O(τ2M+1)# �� ����� !D@" � 7���1 τ

U (M)(tk+1, tk; τ) = exp(−ıτA(M)
k (tk+1)) A

(M)
k (t, λ)=

ı

τ

2M∑
j=1

λjA(j)k(t, λ).!DH"

�� b��� P) ��)�*&4�- ��4*�0���� ���*��� �)������� H(tc) � ����������� ��.6
�� t = tc ≡ tk + τ/2

H(t) =
∞∑

j=0

(t− tc)j

j!
∂j

tH(tc) !@="

� ��.��*-- �������*� � !DC"# )�*�.��1 ����0���- �*- �)�������� A
(M)
k (tk+1) 

�� b��� W) 5��1������- ����.��� ��?�� �)�������� A
(M)
k ≡ A

(M)
k (tk+1) �

���*���.����1 ���� � �*�.�� M = 1 ��N55�$���� A
(1)
k �1��� ��� 0� ���# .�� �

� �/�1� ������6����*����A

A
(1)
k =

1∫
0

dξH(tk + ξτ) = H(tk +
τ

2
) +O(τ2).

��� M ≥ 2 ���*�4�$�- �/�1� !DB"W!@=" )������� � ���1�4���1 ��.��*���-1 

��N��1� ������$�- ��?��� �)�������� A
(M)
k # ���?/���1��� �*- �))�����1�$��



,	����-��.�	����� � ��$��	&� ��/��	� ������ "��� @E

!DH" � ���?��1�� ��.����&M O(τ2M+1)# ��)�*�-���- �*�����1�1 ;# ���*�4������1
� �����1� X~��� � )�������*����1 � ���� )��������� � ��?��� oBp 

�(B%$(��<)

; ������*�# ������� ��4����M� �� 7��� @ ��.��*-M��- -��� �� 7��� E )��*�
)���������� ��4*�0���- ��1�*&������� H(x, t) � �-� ���*��� !@=" )� )���6
1����� t � ����������� ��.�� t = tc = tin + τ/2 

D ���1������ )��/��-,�/ �����������/ 5��1�* �*- ��.��*���- �������*��
�� 7��� @ )�4��*-�� �����������& ��4*�.��� �)��������6��4������� �/�6
1� � ���,�)*����1 �)������� N��*M$��# �.�����M,�1 ��� ��1�*&�������
H(x, t) 

"=�5�4B G �����*&�� ��1�*&������ H(t) )��������1 �-��1 !@="# � ������6
����� ��.�� t = tc ≡ tk+τ/2# �� Ak(tk+1) ?���1 �����& � ���� �-�� � ���4������1�
��N55�$�����1� A(j)kA

Ak(tk+1) =
∞∑

j=0

τ jA(j)k. !@;"

P�1���1# .�� �)������ U(tk, tk+1, λ) -�*-���- �?�����1 � �)������� U(tk+1, tk, λ)#
� � Ak+1(tk) = Ak(tk+1) ��� ��� ����0���� �*- Ak+1(tk) )�*�.����- �4 !@;"
5��1�*&��� 4�1���� τ → −τ # �� �-� !@;" �����0�� ��*&�� .����� ���)��� τ  

����� �1���� !DF" �1��� 1���� �)��������� ��0������

∞∑
j=0

(adAk(tk+1))j

(j + 1)!

.
Ak (tk+1) = −ıH(tk+1) − ı

∞∑
j=0

(adAk(tk+1))j

j!
H(tk). !@D"

��� 4������/ ��N55�$�����/ ��4*�0���- !@=" ��1�*&������� H(t) �4 ������6
7���- !@D" �*����� �����1� �����������/ ��������� ��������*&�� ���4������/
��N55�$������ �-�� !@;"A

(j + 1)A(j)(tc) =
1 + (−1)j

2j+1j!
∂j

tH(tc) +
j∑

q=1

j−q∑
n=0

n+q+Σq
i=1li=j∑

l1,...,lq=0

(−ı)qBn
l1,...,lq

(tc)

q!
,

Bn
l1,...,lq(tc) = (adA(l1)(tc)) . . . (adA(lq)(tc))

{
(−1)n

2n+1n!
∂n

t H(tc) − n+ 1
q + 1

A(n)(tc)
}
. !@@"

�*�����1 D# ���*�4������� � �����1� X~���# )�������*�� � ���� )��������� �
��?��� oBp 

"=�5�4B K 
*- ������$�� �4 !DB" ��-���� �)��������6��4������� �/�1�

� )�1�,&M N55�������/ �)�������� A
(M)
k # ��.��*����/ � )�1�,&M �*�����1�

; �*� D# )��������1 N��*M$������ �)������ !DH" �� ��0��1 k6��1 �*�� � ����
�?�?,������ [M/M ] ���� ��4*�0���-

exp(−ıτA(M)
k ) =

M∏
ζ=1

Tζk +O(τ2M+1), Tζk =
I + τ

2M α
(M)
ζ A

(M)
k

I + τ
2M ᾱ

(M)
ζ A

(M)
k

. !@B"



@F �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

P���& ��N55�$����� α
(M)
ζ , ζ = 1, . . . ,M # M ≥ 1 -�*-M��- ����-1� )�*���1��*&6

���� ��������- 1F1(−M,−2M, 2Mı/α) = 0, ��� 1F1 ����0�����- ��)�����1����6

.����- 5���$�-# ��N55�$����� ᾱ
(M)
ζ ��1)*����� ��)�-0����� � α

(M)
ζ  ��N55�6

$����� α
(M)
ζ �1�M� �*���M,�� ��������A �α(M)

ζ < 0 � 0.6 < |α(M)
ζ | < μ−1, ���

μ ≈ 0.28 �����& �����$���������� ��������- μ exp(μ+ 1) = 1 P�1���1# .�� ��*�6

��� τ < 2Mμ||A(M)
k ||−1 ����������� �)�����*�����& )��?*�0���- !@B" �*- ��-����

������.������ �)������� A
(M)
k  

�)�*&4�- ��4*�0���� !@B"# )���4����1 =������
�$�c d���c$������� �����;
����� � � )��������1 !DB"# � ���� �����1� M ��������� ��������*&�� ��?���

M − 1 ��)�1�����*&��/ 5���$�� ψk+ ζ
M A

ψk+ζ/M = Tζkψ
k+(ζ−1)/M , ζ = 1, ...,M. !@E"

��7���� ������� �?��)�.����� )���/�� �� ψ(tk) �� k6��1 �*�� � ψ(tk+1) �� k + 16

��1 �*�� �����*&�� �α(M)
ζ < 0# ��)�1�����*&��� �)������� Tζk �4�1����.�����#

�*�������*&�� ���1� ���/ ‖ψk+ζ/M‖ ����� �����$�# � � ‖ψk‖ = ‖ψk+1/M‖ = · · · =
‖ψk+1‖ = 1 

���1������ ������7���� !@E" �� ��0��1 k6��1 �*�� ����� Ωτ �*- )��?*�6
0������ ��7���- 4���.� ��7� !DD" )�4��*-�� �����������& ��-���M �)��������6
��4������M �/�1�A

ψ0 = ψ(t0),(
I +

τ

2M
ᾱ

(M)
ζ A

(M)
k

)
ψk+ ζ

M =
(
I +

τ

2M
α

(M)
ζ A

(M)
k

)
ψk+ ζ−1

M , ζ = 1, 2, . . . ,M,

ψ(T ) = ψK , k = 0, 1, . . . ,K − 1. !@F"

��)�1�����*&��� 5���$�� ψk+ζ/M !ζ = 1, ...,M − 1" � !@F" 1�0�� ����1�������&
��� ��������� )��?*�0����� ��7���- �� ���?��/ 7���/ tk+ζ/M = tk + τζ/M,
ζ = 1, ...,M − 1 ���1������ �������*� [tk, tk+1]# �����1 7��� τ �����1����� �����
!D@" 

T�� ��-���- ��������- M 6�*����- �/�1� ��/���-�� ���1� ��4�������� ��7�6
��- � -�*-���- ���?�*&��� ��0��� ��������� )� ����*&����� �4 �����1� M ����6
����� !@F" �1��� )��-��� �))�����1�$�� �� ��7� �������# ����� ��� ��- �/�1�
!@F" �1��� ��11����M �))�����1�$�M 2M 6���� )��-��� O(τ2M ) )� ���1����1�
7��� ����� P�1���1# .�� )�� 2M = 2 �/�1� !@F" �������- � �������*&��� ����6
�))�����1�$�� ����� [1/1] �)������� N��*M$��# �4������� ��� �/�1� ������6��6
��*���� 


*- )�*�.���- �/�1 � .����.��1 ���,�)*����1 �)������� N��*M$��# � � � ��6

��*����1 ��11����.��� .���� Ã
(M)
tc

�)������� A
(M)
tc

= Â
(M)
tc

+ ıĂ
(M)
tc

# )��1��-���-
�*�����1# ��)�*&4�M,�� ��*�?����.��� )���?��4������ oBpA

ψ̂ = exp
(
ıS

(M)
tc

)
ψ, Ã

(M)
tc

= exp
(
ıS

(M)
tc

)
A

(M)
tc

exp
(
−ıS(M)

tc

)
.

� ��4�*&����# �� ��0��1 k6��1 �*�� ����� !D@"# �1���� �/�1� !@F" �1��1 �/�1�
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���� �� ,�-���	����� � 
��
�� ����� ��!���� ψ(x, t) .����!��� � ���������� ���/
	��0 ��� ���
� 1�!��/%������ ��� t = T = 10 � ��2��!����� Er(t; i), i = 1, 2, 3 .!����/
����������# ���������� � ����!��� ���	��0 ��� ���
 	����2� .�34�0# ���	����2�
.�34(0 � !����2� .�3450 �������	�

� .����.��1 ���,�)*����1 �)������� N��*M$��

ψ̂k := exp
(
ıS

(M)
tc

)
ψ(tk),(

I +
τ

2M
ᾱ

(M)
ζ Ã

(M)
k

)
ψ̂k+ ζ

M =
(
I +

τ

2M
α

(M)
ζ Ã

(M)
k

)
ψ̂k+ ζ−1

M , ζ = 1, 2, . . . ,M

ψ(tk+1) := exp
(
−ıS(M)

tc

)
ψ̂k+1. !@<"

�����������M,�� �*�����1 @# ���*�4������� � �����1� X~���# )�������*�� �
���� )��������� � ��?��� oBp 

�5�B%5) ���%"@ ?XE(4�B( � 2�"% "(A%5��=� �B2�"@'( 
P���.� ��7� ��7�*��& �� �������*� t0 = 0 ≤ t ≤ T = 10 �*- �����$���������

��������- 2���������#

ı
∂

∂t
ψ(x, t) = H(x, t)ψ(x, t), H(x, t) = H(x) + q(x, t), !@C"

H(x) = −1
2
∂2

∂x2
+ V (x), ψ(±∞, t) = 0, ψ(x, t0) = ψ0(x),

�)�����M,��� ����1��� ;{6���1� � )����$��*�1 ��7*-6��**���# V (x) =
− cosh−2 x# � )�*� *�4������ �1)�*&�� � ��)�*&��1 )��?*�0����

q(x, t) = xf(t), f(t) =
{
f0 sin2( πt

2t0
), 0 < t < 2t0;

0, |t− t0| ≥ t0,
!@H"

)�� f0 = t0 = 1 � ��.����� ��.�*&���� �����-��- ψ(x, t0) ?�*� ��?���� 5���$�-
��������� �����-��- ψ0(x) = 1/(

√
2 coshx) 


*- �))�����1�$�� )� )��������������� )���1����� ��)�*&4���*��& ����.��6
N*�1�����- �����

Ωp
h = {−1500(200)− 300(200)− 20(200)− 1(400)1(200)20(200)300(200)1500},



@C �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

��� .��*� � ���?��/ �4��.��� .��*� ����.��/ N*�1����� �� �������*� '�0��
��0��1� ���1- �4*�1� ����� )��1��-*��& �����)�*-$�����- 5��1�*� %�����0�
7������ )��-��� !p = 6" ��.��*���- �������*�� )������*��& )� �����������1
5��1�*�1 ������ �*- )�*���1�� %�0����� )��-��� p+ 1 = 7 


*- ���*�4� �/���1���� �� )��*�������*&����� ���/ ����� ���,�M,�/�- ���6
1����/ ����� ��.��*-*��& �?��*M���� )����7����� Er(t, j) !j = 1, 2, 3" � ��N56
5�$���� ����� αM (t)A

Er2(t, j) =

xmax∫
xmin

|[ψ(x, t) − ψτj (x, t)]|2dx, αM (t) = ln
|Er(t; 1) − Er(t, 2)|
|Er(t; 2) − Er(t, 3)|/ ln 2.

��.��*���- )� ��������������1 �/�1�1 � 2M = 2, 4, 6 �� ���1����/ �����/
Ωτ [0, 10] � 7���1� )� ���1��� τ = = =;# = ==E# = ==DE# = ==;DE )������*��& �� -4�6
�� ��I�I~� � .�������� ��.����&M !@@ 4��.�,�� $�5��" �� ��� ; )���4���
���5��� Er(t; j)# j = 1, 2, 3 �*- �/�1 � M = 1, 2, 3 ���/��� ��� ������ �������6
����M� �/�1� !@<" � M = 1# ������� W � M = 2 � ��0��� W � M = 3 ��4*� ��0���
������ �����/ )���4��� ������� 4��.���� α )� ���1 4��.���-1 α(tk) �� �����
Ωτ [0, 10] � ��4�*&���� )������0���� �������.����� �$���� )��-��� �/���1����
)���*�0����/ �/�1 !@<"# ��������������# ������� !M = 1"# .��������� !M = 2" �
7������ !M = 3" )��-��� ��.����� O(τ2M ) ���1- �.��� ������*-�� F@D �������
�� ��1)&M���� ~X{ ~�L��� @yLn# Dyx I~X# zGdY`ZdmG �`dl K�I� B 

�(B%$(��% ��� M ≤ 3 �)������ S
(M)
k )�������*-�� ��?�� �)������ �1��6

0���- ������ )�� M = 4 �� ������- �4?����&�- �� ����11����.���� �)�������

ıĂ
(M)
tc

# �����0�,��� ����&M .�����M )���4�����M )� )��������������� )���1��6

��� ∂3

∂x3 # ��*� S
(4)
k �)����*�� ��� �)������ �1��0���- ��N��1�# )�� )���������

�/�1 ?�*�� ������/ )��-����M ≥ 4# S
(M)
k )�������*-�� ��?�� ��55����$��*&���

�)������ 

L ��B��"@��E$�'"%��&% ("=�5�4B& 5%Y%��< ���B%5�&R 35(%�&R
A(�($ � 3�(�4���; B%R(��3% B%4���B �(�4�5���$( 	�������� 2�����6
���� �*- ��*����� 5���$�� Ψ̂(r,θ,ϕ) = Ψ(r, θ)exp(ımϕ)/

√
2π ��������)���?����

���1� � 4��-��1 -��� Z# ��/��-,�1�- � �����*&�� ��11����.��1 1�������1 )�6
*� �B = (0, 0, B)# 4�)������� � �5���.����/ ����������/ (r,θ,ϕ) )�� 5���������6
��1 4��.���� 1��������� ���������� .��*� m = 0,±1, . . . � n6.������� σ = ±1
�������- � N**�)��.����1� ��������M ������� )��-��� � .�����/ )���4�����/ �
�?*���� Ω = {0 < r <∞,−1 < η = cos θ < 1}A

(
− 1
r2

∂

∂r
r2
∂

∂r
+
Â(0)

r2
− 2Z

r
−ε
)
Ψ(r,η)=0. !B="

P���& ε = 2E ��������- N�����- !� ���?����/ ;I|r!;SD" � � " �����-��- |mσ〉 )��
5�����������/ 4��.���-/ m � σ# Â(0) = A(0) + γmr2# �)������ A(0) ≡ A(0)(p) W
������������� �)������� ���4���*����� ��������- �*- �)*M�����/ �5������*&6
��/ 5���$��#

A(0)(r, η) = − ∂

∂η
(1 − η2)

∂

∂η
+

m2

1 − η2
+ p2(1 − η2), !B;"



,	����-��.�	����� � ��$��	&� ��/��	� ������ "��� @H

��� �*����1�� � )���1����1 p = γr2/2 ������������� )����$��*&��� N������ �4��6
1��������- N*������� � 1�������1 )�*�1 � )��?*�0���� ?������.��� 1���� -���
� ���1��� �����1� �����$ !� = me = e = 1"# m = 0,±1, . . . 1�������� ���������
.��*� P���& γ = B/B0# B0

∼= 2.35 × 109G ?�4��41����� )���1���# /��������4�M6
,�� 1�������� )�*� B 

��*����� 5���$�� Ψ(r, η) ≡ Ψmσ(r, η) � ��0��1 )��)����������� Hmσ ��*&6
?������ )����������� ����*�����-M� ������1 ��*���-1 �� �����$� �?*���� Ω

lim
η→±1

(1 − η2)
∂Ψ(r, η)
∂η

= 0, ��*� m = 0; Ψ(r,±1) = 0, ��*� m �= 0; !BD"

∂Ψ(r, 0)
∂η

= 0, ��*� σ = +1; Ψ(r, 0) = 0, ��*� σ = −1; lim
r→0

r2
∂Ψ(r, η)
∂r

= 0.

��*����� 5���$�� ����������� �)����� ε≡ {εi}imax
i=1 )�� ?�*&7�/ r=rmax ���6

�*�����-M�# �*���M,�1� �4 ���1)����� ��7���- ������1� ��*���M )������ ����#

lim
r→∞ r2Ψ(r, η) = 0 → Ψ(rmax, η) = 0. !B@"

P���& )��?*�0����� 4��.���� N������ ε ≡ ε(rmax) W ���4������� ��?�������� 4��6
.���� εi≡ εi(rmax) � 4���.� !B="W!B" �� ����.��1 �������*� 0≤ r ≤ rmax# rmax�1#
)�� N��1 ��)�*�-���- ��*���� ���1������∫ rmax

0

∫ 1

−1

r2|Ψ(r, η)|2drdη = 1. !BB"

��*����� 5���$�� ��)��������� �)����� )�� ?�*&7�/ r = rmax � 5������6
�����1 4��.���� N������ ε ����*�����-M�# �*���M,�1� �4 ���1)����� ��7���-
������1� ��*���M ����&��� ����#

∂Ψ(r, η)
∂r

− μΨ(r, η) = 0. !BE"

K*���- ���������.�# )��������1 ��7���� Ψmσ
i (r, η) � ���� ��4*�0���- )� ��6

?��� ����1����/ ?�4����/ 5���$�� Φj(η; r) ≡ Φmσ
j (η; r) )�� 5�����������/

4��.���-/ m � .������� σA

Ψmσ
i (r, η) =

jmax∑
j=1

Φmσ
j (η; r)χ(i)

j (r). !BF"

T�� 5���$�� Φj(η; r) )�� ��0��1 5�����������1 4��.���� )���1���� r -�*-M��-
��7���-1� ����1����� )���1����.����� 4���.� �� ��?�������� 4��.���-

Â(0)(r, η)Φj(η; r) = Ej(r)Φj(η; r),
∫ 1

−1

Φi(η; r)Φj(η; r)dη = δij . !B<"

�������*-- ��4*�0���� !BF" � ��������- !B="# !B;" � �.���1 !B<"# )�*�.��1 ���6
���M 4���.� �*- �����1� �?���������/ ��55����$��*&��/ ��������� �������

)��-��� ��������*&�� ���4�������� ������� χ(i)(r) = {χ(i)
j (r)}jmax

j=1(
−I

1
r2

d

dr
r2
d

dr
+

U(r)
r2

+ Q(r)
d

dr
+

1
r2
dr2Q(r)
dr

)
χ(i)(r) = εi Iχ(i)(r), !BC"



B= �	�	'�	� ��	�� $��� ����� ���&��'�� ����� ���#��&�� ��

��� I W �����.��- 1����$�# U(r) � Q(r) 1����$� ����.��� ��41������� jmax×
jmaxA

Uij(r)=
Ei(r)+Ej(r)−4Zr

2
δij +r2Hij(r),

Hij(r)=
∫ 1

−1

∂Φi(η; r)
∂r

∂Φj(η; r)
∂r

dη=Hji(r), !BH"

Qij(r)=−
∫ 1

−1

Φi(η; r)
∂Φj(η; r)

∂r
dη=−Qji(r).

������.����� � ����*-���� ��7���- χ(i)(r) )��.��-M��- ������1 ��*���-1 )��
r → 0A

lim
r→0

r2
(
dχ(i)(r)
dr

− Q(r)χ(i)(r)
)

= 0. !E="

��7���- ����������� �)����� ε ≡ {εi}imax
i=1 # �����������M,�� ���4������1 ��?6

�������1 4��.���-1 εi# )��.��-M��- ������1 ��*���-1

lim
r→∞ r2χ(i)(r) = 0 → χ(i)(rmax) = 0, !E;"

� ��*���-1 �������1������∫ rmax

0

r2(χ(i)(r))T χ(j)(r)dr = δij . !ED"


*- ��)��������� �)����� )�� 5�����������/ 4��.���-/ N������ ε � ����6
�*&��� )���1����� r = rmax ��?�� ������.����/ ��7���� χ(r) = {χ(i)(r)}No

i=1#
No ≤ jmax )��.��-M��- ������1� ��*���M ����&��� ���� � 1����$�� ���4������/
)���1����� Λr{δijμi}No

i,j=1

dχ(r)
dr

− Q(r)χ(r) = χ(r)Λ, !E@"

��� No W .��*� �������/ ����*�� )�� ��*���� p2
io

= 2E − Eio(∞) > 0 

*- �����$�� ��/����� ���1����� 4���.� � �����1� �����*&��/ ���������

��7��1�� �� ����.��1 �������*� r ∈ (0, rmax)# � ������1� ��*���-1� ����&���
��)�# ��4��?���� ��?�� ��1��*&��6.��*����/ �*�����1�� ��7���- )���1����.�6
���� 4���.� �� ��?�������� 4��.���- � ��.��*���- N55�������/ )����$��*��#
��*M.�- )��������� ���1)����� N55�������/ )����$��*�� � ��7���� �����*&6
��/ ��������� )�� 1�*�/ � ?�*&7�/ 4��.���-/ )���1���� r 

��������� ��1��*&��6.��*����/ �*�����1�� )����� ���LX� )�������*��� �
���� ������11�# ��� $�5�� �?�4��.��� ��1�� 4���.�# � ��1�� ���4��� ��4�����
��1�� )��$�����# � ����*��1� �/ 5���$����*&��- ��-4& oE# FpA

→ ; �Jy��� → @ X~�I~
↘ ↓ ↘

D X~�IX B ~z�XIz
↓ ↘↙ ↓

�~��x�!J" �~��x�!JJ"

↘ ↓
E {J���� →
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���� ��  ������ ������������� �� ����	��2� ��������� 1s ���������2� ������� 	 ��	�/
��
���� �� 6���2�� �������2� ��������� E .��� σ = −1# m = 00 ��� B0 = 2.35 × 104 T
.γ = 1 × 10−10� ,����	�� ������� �������	��2� ������� ΨEmσ

1 �� ��������� 78 ���
σ = −1# Z = 1# m = 0 9:; γ = 1 × 10−1 � 6���2��� E = 0.0596 .����0 ����	����	�&-��
���	�
� 
���
�
� ��������

• �Jy��� ��.��*-�� .��*����� 4��.���- ��*���/ �)*M�����/ �5������*&6
��/ 5���$�� Φi ≡ Φmσ(η; r) )� )���1����� η ∈ [−1, 1]# 4����-,�/ �� )���6
1���� r# �� ����� 4��.���� �4 ����.���� �������*� r ∈ [0, rmax] 

• X~�IX ��.��*-�� � .��*����� 4��.���- 1����.��/ N*�1����� Qij(r)#
Hij(r) �� ����� 4��.���� �����*&��� )���1����� �4 ����.���� �������*�
r ∈ [0, rmax] 

• X~�I~ ��.��*-�� � ���*���.����1 ���� ��N55�$����� ���1)����.����/
��4*�0���� 1����.��/ N*�1����� !i, j = 1, . . . , jmax" )�� ?�*&7�/ 4��.���-/
�����*&��� )���1����� r � 1 

• ~z�XIz ��.��*-�� � ���*���.����1 ���� ���1)������ 5����1����*&��/
��7���� �����1� ��55����$��*&��/ ��������� ������� )��-��� )� ����6
�*&��� )���1����� )�� r > rmax � rpio � 1 ��)�*&4��1�/ �*- )��������-
������/ ��*���� �� ����$��������1 �������*� 

• �~��x� o<p ��.��*-�� .��*����� 4��.���- ��7���- !����������� �*� ��)��6
������� �)�����" ������/ 4���. !;;"# !;D" �*- �����1� ��55����$��*&��/
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