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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ШРЁДИНГЕРОВСКОГО ТИПА
МЕТОДОМ КАНТОРОВИЧА∗

В ряде случаев малочастичные квантово-механические задачи сводятся к решению
многомерного стационарного уравнения Шрёдингера [1–6]:

H(r, Ω)Ψ(r, Ω) = EΨ(r, Ω), H(r, Ω) = − 1
f1(r)

∂

∂r
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∂
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(
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. (1)

Здесь Λ̂2
Ω – самосопряжённый дифференциальный оператор эллиптического типа

с частными производными в конечной области X̂ ⊂ R
d−1, Ω = {Ωj}d−1

j=1 ∈ X̂ – на-
бор независимых переменных, r ∈ (r1, r2) ∈ B ⊂ R

1 – независимая переменная, X =
= B ⊗ X̂ ⊂ R

d – конечная область координатного пространства R
d; E – спектральный

параметр, соответствующий энергии квантовой системы. Предполагается, что функ-
ции f1(r) > 0, f2(r) > 0, f3(r) > 0, ∂rf2(r), U(r, Ω) и ∂rU(r, Ω) – непрерывны и огра-
ничены при всех (r, Ω) ∈ X . Предполагается также, что самосопряжённый оператор
L(Ω; r) = −Λ̂2

Ω + U(r, Ω) имеет только дискретный вещественный спектр ε(r). Решение
Ψ(r, Ω) ∈ L2(X) уравнения (1) подчиняется краевым условиям третьего рода:

μl
∂Ψ(rl, Ω)

∂r
− λl Ψ(r, Ω) = 0, Ω ∈ ∂X̂ ∪ X̂, l = 1, 2;

a
∂Ψ(r, Ω)

∂n
− b(r)Ψ(r, Ω) = 0, Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2], (2)

где μ1, λ1, μ2, a – вещественные константы; λ2 ≡ λ2(r2) – вещественная функция, завися-
щая от r2; μ2

l +λ2l �= 0; функции b(r), ∂rb(r) – непрерывны и ограничены; n – единичный
вектор нормали к границе ∂X̂ области X̂.

В методе Канторовича (МК) решение Ψ(r, Ω) ищется в виде разложения по однопа-
раметрическому набору базисных функций {ψj(Ω; r)}jmax

j=1 ∈ Fr ∼ L2(X̂):

Ψ(r, Ω) =
∑jmax

j=1
ψj(Ω; r)χj(r). (3)

В разложении (3) вектор-функция χ(r) = (χ1(r), . . . , χjmax(r))T – искомая. В качестве
базисных функций ψj(Ω; r) выбираем решения параметрической задачи на собственные
значения

L(Ω; r)ψj(Ω; r) = εj(r)ψj(Ω; r), (4)

a
∂ψj(Ω; r)

∂n
− b(r)ψj(Ω; r) = 0, Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2].

Они образуют ортонормированный базис по набору переменных Ω ∈ X̂ для каждого
значения параметра r ∈ [r1, r2] ∈ B:∫

X̂

ψi(Ω; r)ψj(Ω; r)dΩ = δij . (5)
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Здесь ε1(r) < · · · < εjmax(r) < · · · ∈ ε(r) – искомый набор вещественных собственных
значений, расположенных в порядке возрастания.

В результате проецирования (3)–(5) задача (1), (2) сводится к задаче на связанные
состояния (относительно искомых E, χ(r)) или к многоканальной задаче рассеяния (от-
носительно набора искомых {λ2,io}No

io=1, {χio
(r)}No

io=1 при фиксированном значении E)
для системы из jmax обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ):

H(r)χ(r) = Eχ(r), r ∈ (r1, r2) (6)

с краевыми условиями третьего рода в граничных точках интервала r ∈ Ω̄r = (r1, r2) :

μl

(
I

d

dr
−Q(r)

)
χ(r) − λlχ(r) = 0, r = rl, l = 1, 2, (7)

где I – единичная матрица, H(r) – самосопряжённый матричный оператор:

H(r) = − 1
f1(r)

I
d

dr
f2(r)

d

dr
+ V(r) +

f2(r)
f1(r)

Q(r)
d
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+

1
f1(r)

d f2(r)Q(r)
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. (8)

Собственная функция χ(r) задачи на связанные состояния (6)–(8) нормирована:

‖χ(r)‖0 = 1, ‖χ(r)‖20 =
∫ r2

r1

f1(r)χ(r)T χ(r)dr. (9)

Для многоканальной задачи рассеяния (6)–(8) число открытых каналов No = max j �
� jmax определяется условием E � limr2→∞ Vjj(r2), если limr2→∞ f2(r2)/f1(r2) = const,
а нормировкa ограниченного решения Φ(r) = {χio

(r)}No

io=1 – условием:

Φ(r2) = Φreg(r2) + Φirr(r2)K, (10)

где K – искомая матрица реакции размерностью No×No, а Φreg(r) и Φirr(r) – асимптоти-
ки регулярных и нерегулярных решений уравнения (6), построенные в [1, 2]. В системе
(8) переменные элементы матриц V(r) и Q(r) размерностью jmax × jmax выражаются
через решения задачи (4) и их производные по параметру:

Vij(r)=Vji(r)=
εi(r) + εj(r)

2f3(r)
δij +

f2(r)
f1(r)

Wij(r),

Wij(r)=Wji(r)=
∫

X̂

∂ψi(Ω; r)
∂r

∂ψj(Ω; r)
∂r

dΩ, (11)

Qij(r)=−Qji(r)=−
∫

X̂

ψi(Ω; r)
∂ψj(Ω; r)

∂r
dΩ.

Дифференцирование по параметру задачи (4), (5) приводит к неоднородной краевой
задаче относительно искомой производной по параметру ∂rψj(Ω; r) ∈ Fr ∼ L2(X̂):

(L(Ω; r)− εj(r)) ∂ψj(Ω; r)
∂r

=
(

∂εj(r)
∂r

− ∂L(Ω; r)
∂r

)
ψj(Ω; r), (12)

a
∂2ψj(Ω; r)

∂r∂n
− b(r)

∂ψj(Ω; r)
∂r

=
∂b(r)
∂r

ψj(Ω; r), Ω ∈ ∂X̂, r ∈ [r1, r2],∫
X̂

ψj(Ω; r)
∂ψj(Ω; r)

∂r
dΩ = 0.
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Реализация МК приводит к необходимости разработки эффективных вычислитель-
ных схем для решений следующих задач:

1. Вычисление конечного набора собственных значений и собственных функций па-
раметрической краевой задачи (4), (5).

2. Вычисление первой производной собственных функций по параметру из неодно-
родной краевой задачи (12).

3. Вычисление элементов матриц Q(r) и V(r) по формулам (11).
4. Решение задачи на связанные состояния для системы ОДУ (6)–(9).
5. Решение многоканальной задачи рассеяния для системы ОДУ (6)–(8), (10).
Разработаны эффективные вариационно-проекционные вычислительные схемы

и экономичные алгоритмы [6, 7] для численного решения задач 1–5 на основе теории
R-матрицы, асимптотических методов и метода конечных элементов (МКЭ). Созда-
ны проблемно ориентированные комплексы программ KANTBP [8, 9], POTHMF [10]
и ODPEVP [11].

Комплекс программ KANTBP предназначен для численного решения задач 4 и 5.
Построенная численная схема обеспечивает известные оценки следующих погрешно-
стей численного решения на неравномерной сетке Ωp

rh
[r1, r2]:∣∣Ej − Eh

j

∣∣ � c1h
2p,

∥∥χj(r) − χh
j

∥∥
0

� c2h
p+1, (13)

где Ej и χj(r) ∈ H2 – искомые собственные значения и соответствующие собственные
функции задачи на связанные состояния; Eh

j и χh
j ∈ H1 – соответствующие числен-

ные решения; h – максимальный шаг конечноэлементной сетки Ωp
rh

[r1, r2]; p – порядок
аппроксимации; а c1 и c2 – положительные константы, не зависящие от h и p. Подоб-
ные оценки верны также для численного решения многоканальной задачи рассеяния,
где λh

j – собственные значения матрицы реакции, а χh
j – соответствующие собственные

функции.
Комплекс программ ODPEVP в рамках задач 1–3 предназначен для численного

решения однопараметрической задачи Штурма–Лиувилля на конечном интервале z ∈
∈ Ω̄z = (z1, z2): (

− 1
g1(z)

d

dz
g2(z)

d

dz
+ U(r, z)

)
ψj(z; r) = εj(r)ψj(z; r). (14)

Здесь r ∈ Ωr = [r1, r2] – вещественный параметр, εj(r) – собственные значения, завися-
щие от параметра r. Предполагается, что функции g1(z) > 0, g2(z) > 0, dzg2(z), U(r, z)
и ∂rU(r, z) – непрерывны и ограничены при всех z ∈ Ω̄z и r ∈ Ωr. Параметрические соб-
ственные функции ψj(z; r) подчиняются краевым условиям третьего рода в граничных
точках интервала z ∈ Ω̄z:

alg2(z)
dψj(z; r)

dz
+ bl(r)ψj(z; r) = 0, z = zl, l = 1, 2, (15)

и удовлетворяют условию нормировки

‖ψj(z; r)‖0 = 1, ‖v(z)‖20 =
∫ z2

z1

g1(z)v(z)2dz. (16)

Здесь a1 � 0, a2 � 0 – вещественные константы, функции b1(r) � 0, b2(r) � 0, ∂rb1(r)
и ∂rb2(r) – непрерывны и ограничены при r ∈ Ωr, a2

l + b2
l (r) �= 0.
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Представлен экономичный алгоритм вычисления с заданной точностью набора jmax

собственных значений, собственных функций и их первых производных по параметру
r и интегралов

Wij(r) =
∫ z2

z1

g1(z)
∂ψi(z; r)

∂r

∂ψj(z; r)
∂r

dz, Qij(r) = −
∫ z2

z1

g1(z)ψi(z; r)
∂ψj(z; r)

∂r
dz. (17)

В МКЭ для численного решения εhj и ψh
j доказаны следующие оценки погрешностей:∣∣εj(r) − εhj ∣∣ � c1h

2p,
∥∥ψj(z; r)− ψh

j

∥∥
0

� c2h
p+1, (18)

где εj(r) и ψj(z; r) ∈ H2 – точные решения; εhj и ψh
j ∈ H1 – соответствующие численные

решения; h – максимальный шаг конечноэлементной сетки Ωp
zh

[zmin, zmax]; p – порядок
аппроксимации; c1 и c2 – положительные константы, не зависящие от h и p.

Доказано, что имеет место следующая оценка [7]:

Теорема 1. При заданном значении параметра r погрешности аппроксимаций
первой производной по параметру от собственных значений, собственных функций
краевой задачи (14), (15) и интегралов (17) ограничены неравенствами:∣∣∣∣∣∂εj(r)∂r

− ∂εhj
∂r

∣∣∣∣∣ � c3h
2p,

∥∥∥∥∥∂ψj(z; r)
∂r

− ∂ψh
j

∂r

∥∥∥∥∥
0

� c4h
p+1, (19)∣∣Qij(r)−Qh

ij

∣∣ � c5h
2p,

∣∣Wij(r) −Wh
ij

∣∣ � c6h
2p,

где ∂rεj(r) и ∂rψj(z; r) ∈ H2, Qij(r) и Wij(r) – точные функции; ∂rε
h
j и ∂rψ

h
j ∈ H1,

Qh
ij и Wh

ij – соответствующие численные значения; c3, c4, c5 и c6 – положительные
константы, не зависящие от h и p.

Вышеназванные комплексы программ KANTBP и ODPEVP позволяют решать с за-
данной точностью краевую задачу для двумерного уравнения эллиптического типа в
рамках МК с дискретизацией последовательности краевых задач МКЭ. Комплекс про-
грамм POTHMF предназначен для численного решения задач 1–3 для угловых сплюс-
нутых сфероидальных функций.

Эффективность разработанных методов, алгоритмов и созданных комплексов про-
грамм KANTBP [8, 9], POTHMF [10] и ODPEVP [11] подтверждена результатами чис-
ленного анализа полученных теоретических оценок погрешности решений краевых за-
дач и результатами моделирования следующих физических процессов в малочастичных
квантовых системах.

Проведено численное исследование модели резонансного механизма фотоионизации
и лазерно-стимулированной рекомбинации атома водорода в однородном магнитном
поле γ = H/H0. Впервые предсказаны эффекты резонансного прохождения и полного
отражения разноимённо заряженных частиц в однородном магнитном поле [1, 3].

Выполнено численное исследование модели осевого каналирования одноименно за-
ряженных частиц в осцилляторном приближении непрерывного потенциала взаимо-
действия каналируемых частиц с цепочками ионов канала кристалла. Выявлен немо-
нотонный характер зависимости от энергии E столкновения коэффициента усиления
скорости ядерной реакции K(E), обусловленный впервые предсказанными резонанс-
ными эффектами отражения и прохождения встречных каналированных ионов [4, 5].
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