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Представлен экономичный алгоритм численного решения параметрической задачи
Штурма-Лиувилля с краевыми условиями третьего рода на конечном интервале мето-
дом конечных элементов с автоматическим выбором сдвига спектра. Алгоритм включает
вычисление с заданной точностью набора ∼ 10–50 собственных значений, собственных
функций и их первых производных по параметру, а также интегралов — матричных
элементов между собственными функциями и их производными по параметру. Эффек-
тивность алгоритма продемонстрирована численным анализом интегрируемой задачи с
параметрическими краевыми условиями третьего рода.
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1. Введение

Математические модели физических процессов фотоионизации и лазерно-
стимулированной рекомбинации атома водорода в однородном магнитном по-
ле при воздействии лазерного излучения, осевого каналирования одноимённо-
заряженных частиц в канале кристалла, возбуждения и де-возбуждения волно-
вого пакета атома водорода в однородном магнитном поле при воздействии по-
следовательности сверхкоротких лазерных импульсов изучались в недавних ра-
ботах [1–4]. Подобные задачи возникают также при изучении модели процессов
фотоабсорбции в квантовой яме с водородоподобным примесным центром [5].

Математические модели этих процессов объединены объектом численного ис-
следования, которым являются сингулярные спектральные, краевые и эволюци-
онные задачи для многомерного уравнения Шрёдингера в конфигурационном
пространстве [6, 7]. Наличие нескольких потенциалов взаимодействия между ча-
стицами или частиц со внешними полями приводит к разбиению конфигурацион-
ного пространства на подобласти, в каждой из которых доминирует тот или иной
потенциал. Кроме того, сингулярная краевая задача с помощью асимптотических
разложений решения в асимптотической области конфигурационного простран-
ства редуцируется к регулярной переносом асимптотических краевых условий в
виде условий третьего рода на границу конечной области [8].

Для решения краевой задачи в сложной области проекционными методами
строятся базисные функции с нелинейными параметрами в одной из подобластей
или в каждой подобласти. На границах этих подобластей для согласования состав-
ных базисных функций в общем случае следует использовать условия третьего
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рода. При этом количество нелинейных параметров в вариационном функциона-
ле существенно увеличивается, что требует для их оптимизации значительных
ресурсов ЭВМ.

Метод Канторовича (МК) [9] даёт возможность построить экономичный алго-
ритм вычисления параметрических базисных функций, которые учитывают все
особенности сложных областей и условия согласования между ними. Использо-
вании такого базиса позволяет понизить размерность исходной краевой задачи
сведением к системе бесконечного числа обыкновенных дифференциальных урав-
нений с матрицами переменных коэффициентов и краевыми условиями третье-
го рода [6, 7]. При этом требуется исследовать скорость сходимости разложения
искомого решения по числу базисных функций. Дискретизация краевых задач
методом конечных элементов (МКЭ) [10, 11] приводит к последовательности па-
раметрических алгебраических задач, для решения которых требуется разработ-
ка экономичных алгоритмов и программ [12, 13]. Требования заданной точности
результатов вычислений и экономичности алгоритмов определяются необходи-
мостью вычисления набора элементов для матриц переменных коэффициентов
размерностью порядка ∼ 10–50. Заметим, что при вычислении изолированного
собственного решения, зависящего от параметра, методами Ньютона или обрат-
ных итераций в качестве начального приближения или сдвига спектра обычно ис-
пользуют собственные значения и их производные, вычисленные при достаточно
близком предыдущем значении параметра. В случае плохо изолированных реше-
ний такой подход требует проведения вычислений на достаточно плотной сетке
значений параметра из заданного интервала с учётом дополнительных условий
ортогональности вычисленного набора решений [14]. Это затруднение преодоле-
вается в рамках метода обратных итераций в подпространстве с автоматическим
выполнением условия ортогональности [11].

В данной работе представлен экономичный алгоритм численного решения с
заданной точностью набора ∼ 10–50 собственных значений, собственных функ-
ций и их первых производных по параметру параметрической задачи Штурма-
Лиувилля с краевыми условиями третьего рода на конечном интервале. МКЭ
применяется для дискретизации задачи и построения численных схем вычисле-
ния собственных функций и их производных по параметру с точностью порядка
𝑂(ℎ𝑝+1), а также собственных значений, их производных и матричных элементов
𝑂(ℎ2𝑝) по шагу ℎ конечно-элементной сетки [10, 11]. Выбор порядка аппрокси-
мации 𝑝 зависит от гладкости искомого решения. Представлен и апробирован
алгоритм для вычисления нижней оценки наименьшего собственного значения
обобщённой параметрической алгебраической задачи на собственные значения.
Этот алгоритм позволяет автоматически определить сдвиг спектра и сэкономить
число итераций при вычислении набора собственных решений методом обратных
итераций в подпространстве с помощью подпрограммы SSPACE [11].

2. Постановка задачи

Рассмотрим параметрическую задачу Штурма-Лиувилля на конечном интер-
вале 𝑧 ∈ Ω̄𝑧 = (𝑧min, 𝑧max):

𝐿(𝑧; 𝜌)𝜓(𝑧; 𝜌) ≡
(︂
− 1
𝑓1(𝑧)

d
d𝑧
𝑓2(𝑧)

d
d𝑧

+ 𝑈(𝜌, 𝑧)
)︂
𝜓(𝑧; 𝜌) = 𝜖(𝜌)𝜓(𝑧; 𝜌). (1)

Здесь 𝜌 ∈ Ω𝜌 = [𝜌min, 𝜌max] — вещественный параметр, 𝜖(𝜌) — собственное значе-
ние, зависящее от параметра 𝜌. Предполагается, что функции 𝑓1(𝑧) > 0, 𝑓2(𝑧) > 0,
d𝑓2(𝑧)/d𝑧 и 𝑈(𝜌, 𝑧) непрерывны на интервале 𝑧 ∈ Ω̄𝑧, а функция 𝑈(𝜌, 𝑧) диффе-
ренцируема по параметру 𝜌. Собственная функция 𝜓(𝑧; 𝜌), зависящая от пара-
метра 𝜌, подчиняется краевым условиям третьего рода на левом и правом концах
интервала 𝑧 ∈ Ω̄𝑧, т.е. на границе 𝜕Ω𝑧 области Ω𝑧 = Ω̄𝑧

⋃︀
𝜕Ω𝑧:

𝑙1(𝜌, 𝜇1, 𝜆1(𝜌), 𝜓(𝑧; 𝜌)) ≡ 𝜇1𝑓2(𝑧)
d𝜓(𝑧; 𝜌)

d𝑧
+ 𝜆1(𝜌)𝜓(𝑧; 𝜌) = 0, 𝑧 = 𝑧min, (2)
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𝑙2(𝜌, 𝜇2, 𝜆2(𝜌), 𝜓(𝑧; 𝜌)) ≡ 𝜇2𝑓2(𝑧)
d𝜓(𝑧; 𝜌)

d𝑧
+ 𝜆2(𝜌)𝜓(𝑧; 𝜌) = 0, 𝑧 = 𝑧max, (3)

где 𝜆1(𝜌), 𝜆2(𝜌) — дифференцируемые по параметру 𝜌 функции. Далее считаем,
что 𝜇𝑗 = 0 для краевого условия первого рода, и 𝜇𝑗 = 1 для остальных случаев.1

В представленном ниже алгоритме сначала вычисляется набор 𝑗max наимень-
ших собственных значений 𝜖1(𝜌) < 𝜖2(𝜌) < . . . < 𝜖𝑗max(𝜌), причём 𝜖1(𝜌) > 𝛼(𝜌),
и соответствующих им собственных функций {𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)}𝑗max

𝑗=1 ∈ ℱ𝜌 ∼ L2(Ω𝑧 × Ω𝜌),
удовлетворяющих условиям ортогональности и нормировки

𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)d𝑧 = 𝛿𝑖𝑗 , (4)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера и 𝛼(𝜌) > −∞ — нижняя оценка наименьшего соб-
ственного значения 𝜖1(𝜌). Далее вычисляется набор производных собственного
значения 𝜕𝜖𝑗(𝜌)/𝜕𝜌 и собственной функции 𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)/𝜕𝜌.

Дифференцирование краевой задачи (1)–(3) по параметру 𝜌 приводит к реше-
нию неоднородной краевой задачи относительно искомых параметрических про-
изводных собственной функции 𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)/𝜕𝜌 и собственного значения 𝜕𝜖𝑗(𝜌)/𝜕𝜌

(𝐿(𝑧; 𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌))
𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌
= −

(︂
𝜕𝑈(𝜌, 𝑧)
𝜕𝜌

− 𝜕𝜖𝑗(𝜌)
𝜕𝜌

)︂
𝜓𝑗(𝑧; 𝜌), (5)

𝜕𝑙1(𝜌, 𝜇1, 𝜆1(𝜌), 𝜓𝑗(𝑧min; 𝜌))
𝜕𝜌

= 0, (6)

𝜕𝑙2(𝜌, 𝜇2, 𝜆2(𝜌), 𝜓𝑗(𝑧max; 𝜌))
𝜕𝜌

= 0. (7)

Умножая уравнение (5) слева на собственную функцию 𝜓𝑖(𝑧; 𝜌) и интегрируя
на интервале 𝑧 ∈ Ω𝑧, получаем соотношения

𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)(𝐿(𝑧; 𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌))
𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌
d𝑧 ≡

≡ (𝜖𝑖(𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌))
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)
𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌
d𝑧 + 𝑓𝑖𝑗(𝜌, 𝑧min, 𝑧max) =

= −
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)
(︂
𝜕𝑈(𝜌, 𝑧)
𝜕𝜌

− 𝜕𝜖𝑗(𝜌)
𝜕𝜌

)︂
𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)d𝑧, (8)

где функция 𝑓𝑖𝑗(𝜌, 𝑧min, 𝑧max) в зависимости от выбранного типа краевых условий
задана в следующем виде

𝑓𝑖𝑗(𝜌, 𝑧min, 𝑧max) =

1Если на левом конце интервала 𝑓2(𝑧) = (𝑧−𝑧min)𝑛𝜋(𝑧), 𝜋(𝑧min) > 0, 𝑛 > 1, а функция 𝑓1(𝑧min+
0)𝑈(𝜌, 𝑧min + 0) либо ограничена, либо стремится к +∞, то собственная функция подчиняется
краевому условию типа (2) при 𝜆1(𝜌) ≡ 0

lim
𝑧→𝑧min+0

𝑓2(𝑧)
d𝜓(𝑧; 𝜌)

d𝑧
= 0,

которое есть следствие естественной ограниченности искомого решения |𝜓(𝑧min; 𝜌)| <∞ [8]. Ана-
логичное краевое условие типа (3) задаётся на правом конце интервала при соответствующих
требованиях к функциям 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧) и 𝑈(𝜌, 𝑧).
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜆2(𝜌)
𝜕𝜌 𝜓𝑖(𝑧max; 𝜌)𝜓𝑗(𝑧max; 𝜌)

−𝜕𝜆1(𝜌)
𝜕𝜌 𝜓𝑖(𝑧min; 𝜌)𝜓𝑗(𝑧min; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) ̸= 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) ̸= 0,

𝜕𝜆2(𝜌)
𝜕𝜌 𝜓𝑖(𝑧max; 𝜌)𝜓𝑗(𝑧max; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) = 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) ̸= 0,

−𝜕𝜆1(𝜌)
𝜕𝜌 𝜓𝑖(𝑧min; 𝜌)𝜓𝑗(𝑧min; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) ̸= 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) = 0,

0, если 𝜇1𝜆1(𝜌) = 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) = 0.

(9)

В силу этих соотношений получаем формулу для вычисления параметриче-
ской производной собственного значения

𝜕𝜖𝑗(𝜌)
𝜕𝜌

=
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)
𝜕𝑈(𝜌, 𝑧)
𝜕𝜌

𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)d𝑧 + 𝑓𝑗𝑗(𝜌, 𝑧min, 𝑧max). (10)

Поскольку оператор 𝐿(𝑧; 𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌) вырожденный, то задача (5)–(7) имеет бес-
конечное множество решений. Из условия нормировки (4) следует требуемое до-
полнительное условие, позволяющее выделить единственное решение задачи (5)–
(7)

𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)
𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌
d𝑧 = 0. (11)

Данная постановка задачи (5)–(11) связана с вычислением соответствующих
интегралов — матричных элементов, используемых при решении многомерных
краевых задач в рамках МК [6,7]:

𝑄𝑖𝑗(𝜌) = −
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)
𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌
d𝑧,

𝐻𝑖𝑗(𝜌) =
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)
𝜕𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)

𝜕𝜌

𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)
𝜕𝜌

d𝑧.

(12)

Чтобы избежать явного вычисления производных решений по параметру, для
вычисления набора матричных элементов {𝑄𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max

𝑖,𝑗=1 и {𝐻𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max
𝑖,𝑗=1, на первый

взгляд, можно использовать следующие формулы:

𝑄𝑖𝑗(𝜌) =
1

𝜖𝑖(𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌)

𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓𝑖(𝑧; 𝜌)
𝜕𝑈(𝜌, 𝑧)
𝜕𝜌

𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)d𝑧+

+
𝑓𝑖𝑗(𝜌, 𝑧min, 𝑧max)
𝜖𝑖(𝜌)− 𝜖𝑗(𝜌)

, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑄𝑖𝑖(𝜌) = 0, (13)

𝐻𝑖𝑗(𝜌) = −
𝑙max∑︁
𝑙=1

𝑄𝑖𝑙(𝜌)𝑄𝑙𝑗(𝜌). (14)

Однако разложение матричных элементов {𝐻𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max
𝑖,𝑗=1 по формуле (14) име-

ет медленную скорость сходимости по числу матричных элементов 𝑄𝑖𝑙(𝜌), т.е.,
с увеличением размерности 𝑗max для достижения заданной точности требуется
𝑙max ≫ 𝑗max [12, 13]. Это обстоятельство приводит к существенным затратам ре-
сурсов ЭВМ и определяет цель данной работы: разработать и апробировать эко-
номичный алгоритм решения с заданной точностью параметрических краевых
задач типа (1)–(11) и вычисления с той же точностью производных по параметру
от решений, а также набора соответствующих интегралов (12).
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Поскольку исходная задача (1)–(3) линейная, то для обеспечения непрерыв-
ности набора решений и матричных элементов по параметру на интервале 𝜌 ∈ Ω𝜌
необходимо использовать дополнительное условие на границе интервала интегри-
рования, например 𝜓𝑗(𝑧; 𝜌) > 0 в окрестности точки 𝑧 = 𝑧max.

3. Формулировка алгебраических задач МКЭ

Сформулируем численные алгоритмы для вычисления решений параметриче-
ской краевой задачи (1)–(3) и их производных по параметру 𝜌. Вычислительные
схемы построены в рамках МКЭ на основе вариационного функционала Рэлея-
Ритца

ℛ(𝜓, 𝜖) =

⎧⎨⎩
𝑧max∫︁
𝑧min

(︃
𝑓2(𝑧)

(︂
d𝜓(𝑧; 𝜌)

d𝑧

)︂2

+ 𝑓1(𝑧)𝑈(𝜌, 𝑧)𝜓2(𝑧; 𝜌)

)︃
d𝑧 +

+ 𝑔(𝜌, 𝑧min, 𝑧max)

⎫⎬⎭×
⎧⎨⎩
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝜓2(𝑧; 𝜌)d𝑧

⎫⎬⎭
−1

, (15)

где функция 𝑔(𝜌, 𝑧min, 𝑧max) в зависимости от выбранного типа краевых условий
(9) задана в следующем виде:

𝑔(𝜌, 𝑧min, 𝑧max) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆2(𝜌)𝜓(𝑧max; 𝜌)𝜓(𝑧max; 𝜌)
−𝜆1(𝜌)𝜓(𝑧min; 𝜌)𝜓(𝑧min; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) ̸= 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) ̸= 0,
𝜆2(𝜌)𝜓(𝑧max; 𝜌)𝜓(𝑧max; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) = 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) ̸= 0,
−𝜆1(𝜌)𝜓(𝑧min; 𝜌)𝜓(𝑧min; 𝜌), если 𝜇1𝜆1(𝜌) ̸= 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) = 0,
0, если 𝜇1𝜆1(𝜌) = 0, 𝜇2𝜆2(𝜌) = 0.

(16)

МКЭ решения краевых задач для дифференциального уравнения второго по-
рядка состоит в том, что конечный интервал Ω𝑧 разбивается на подынтервалы
Δ𝑗 = [𝑧𝑗−1, 𝑧𝑗 ] (Ωℎ𝑧

=
⋃︀𝑛
𝑗=1 Δ𝑗), называемые конечными элементами [10]. В каж-

дом из подынтервалов Δ𝑗 определяются узлы2 𝑧𝑝𝑗,𝑟 и строятся интерполяционные
полиномы Лагранжа

𝜑𝑝𝑗,𝑟(𝑧) =
𝑝∏︁

𝑖=0,�̸�=𝑟

(𝑧 − 𝑧𝑝𝑗,𝑖)
(𝑧𝑝𝑗,𝑟 − 𝑧𝑝𝑗,𝑖)

. (17)

2Мы используем равномерное разбиение каждого из подынтервалов

𝑧𝑝
𝑗,𝑟 = 𝑧𝑗−1 +

ℎ𝑗

𝑝
𝑟, ℎ𝑗 = 𝑧𝑗 − 𝑧𝑗−1, 𝑟 = 0, 𝑝.
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С помощью этих полиномов 𝜑𝑝𝑗,𝑟(𝑧) определяется набор локальных функ-
ций 𝑁𝑙(𝜌):

𝑁𝑝
𝑙 (𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{︃
𝜑𝑝1,0(𝑧), 𝑧 ∈ Δ1,

0, 𝑧 ̸∈ Δ1,
𝑙 = 0,{︃

𝜑𝑝𝑗,𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ Δ𝑗 ,

0, 𝑧 ̸∈ Δ𝑗 ,
𝑙 = 𝑟 + 𝑝(𝑗 − 1), 𝑟 = 1, 𝑝− 1,⎧⎪⎨⎪⎩

𝜑𝑝𝑗,𝑝(𝑧), 𝑧 ∈ Δ𝑗 ,

𝜑𝑝𝑗+1,0(𝑧), 𝑧 ∈ Δ𝑗+1,

0, 𝑧 ̸∈ Δ𝑗
⋃︀

Δ𝑗+1,
𝑙 = 𝑗𝑝, 𝑗 = 1, 𝑛− 1,

{︃
𝜑𝑝𝑛,𝑝(𝑧), 𝑧 ∈ Δ𝑛,

0, 𝑧 ̸∈ Δ𝑛,
𝑙 = 𝑛𝑝.

(18)

Кусочно-дифференцируемые функции {𝑁𝑝
𝑙 (𝑧)}𝐿𝑙=0, 𝐿 = 𝑛𝑝, формируют неор-

тогональный базис в пространстве полиномов порядка 𝑝. Функция 𝜓(𝑧; 𝜌) ∈ ℱℎ𝜌 ∼
W1

2(Ωℎ𝑧 × Ω𝜌) аппроксимируется конечной суммой локальных функций 𝑁𝑝
𝑙 (𝑧)

𝜓(𝑧; 𝜌) =
𝐿∑︁
𝑙=0

𝜓𝑙(𝑧𝑝𝑗,𝑟, 𝜌)𝑁
𝑝
𝑙 (𝑧), (19)

т.е. функция 𝜓(𝑧; 𝜌) имеет лишь обобщённые частные производные первого по-
рядка и принадлежит пространству Соболева W1

2 [10]. В результате подстановки
выражений (19) в вариационный функционал (15) и его минимизации [10,11] по-
лучаем обобщённую алгебраическую задачу на собственные значения для опре-
деления численных решений 𝜖ℎ и 𝜓ℎ

A𝑝𝜓ℎ = 𝜖ℎB𝑝𝜓ℎ, A𝑝 = Â𝑝 + M. (20)
Здесь M — диагональная матрица с нулевыми элементами, кроме первого и по-
следнего элементов, которые равны 𝜆2(𝜌) (или нулю) и −𝜆1(𝜌) (или нулю), соот-
ветственно. Матрицы жёсткости A𝑝 и массы B𝑝 — симметричные и ленточные
матрицы (с шириной ленты 2𝑝+ 1 каждая), причём B𝑝 — положительно опреде-
лена. Эти матрицы представимы в виде

Â𝑝 =
𝑛∑︁
𝑗=1

a𝑝𝑗 , B𝑝 =
𝑛∑︁
𝑗=1

b𝑝𝑗 . (21)

Локальные матрицы a𝑝𝑗 и b𝑝𝑗 вычисляются по формулам

(a𝑝𝑗 )
𝑞𝑟 =

+1∫︁
−1

{︂
𝑓2(𝑧)

4
ℎ2
𝑗

d𝜑𝑝𝑗,𝑞(𝑧)
d𝑧

d𝜑𝑝𝑗,𝑟(𝑧)
d𝑧

+ 𝑓1(𝑧)𝑈(𝜌, 𝑧)𝜑𝑝𝑗,𝑞(𝑧)𝜑
𝑝
𝑗,𝑟(𝑧)

}︂
ℎ𝑗
2

d𝜂,

(b𝑝𝑗 )
𝑞𝑟 =

+1∫︁
−1

𝑓1(𝑧)𝜑
𝑝
𝑗,𝑞(𝑧)𝜑

𝑝
𝑗,𝑟(𝑧)

ℎ𝑗
2

d𝜂,

𝑧 = 𝑧𝑗−1 + 0, 5ℎ𝑗(1 + 𝜂), 𝑞, 𝑟 = 0, 𝑝.

(22)

Интегралы (22) вычисляются с помощью гауссовской квадратуры поряд-
ка 𝑝+ 1

(a𝑝
𝑗 )

𝑞𝑟 =

𝑝∑︁
𝑔=0

{︂
𝑓2(𝑧𝑔)

4

ℎ2
𝑗

d𝜑𝑝
𝑗,𝑞(𝑧𝑔)

d𝑧

d𝜑𝑝
𝑗,𝑟(𝑧𝑔)

d𝑧
+ 𝑓1(𝑧𝑔)𝑈(𝜌, 𝑧𝑔)𝜑

𝑝
𝑗,𝑞(𝑧𝑔)𝜑

𝑝
𝑗,𝑟(𝑧𝑔)

}︂
ℎ𝑗

2
𝑤𝑔,

(b𝑝
𝑗 )

𝑞𝑟 =

𝑝∑︁
𝑔=0

𝑓1(𝑧𝑔)𝜑
𝑝
𝑗,𝑞(𝑧𝑔)𝜑

𝑝
𝑗,𝑟(𝑧𝑔)

ℎ𝑗

2
𝑤𝑔,

(23)
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где 𝑧𝑔 = 𝑧𝑗−1 + 0, 5ℎ𝑗(1 + 𝜂𝑔), 𝜂𝑔 и 𝑤𝑔, 𝑔 = 0, 𝑝 — гауссовские узлы и веса [10].
Это обстоятельство позволяет решать параметрическую краевую задачу (1)–(3)
на интервале 𝑧 ∈ Ω̄𝑧 с учётом естественной ограниченности искомого решения1.

Для численного решения имеют место следующие оценки погрешности [10]
для положительно определённой матрицы A𝑝

|𝜖𝑗(𝜌)− 𝜖ℎ𝑗 | 6 𝑐1|𝜖𝑗(𝜌)|ℎ2𝑝, ||𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)−𝜓ℎ𝑗 ||0 6 𝑐2|𝜖𝑗(𝜌)|ℎ𝑝+1, (24)

где ||𝑣(𝑧; 𝜌)||0 =
𝑧max∫︀
𝑧min

𝑓1(𝑧)𝑣2(𝑧; 𝜌)d𝑧; 𝜖𝑗(𝜌), 𝜓𝑗(𝑧; 𝜌) — точные решения; 𝜖ℎ𝑗 , 𝜓
ℎ
𝑗 со-

ответствующие численные решения; ℎ — максимальный шаг сетки; 𝑚 — номер
решения; 𝑐1 и 𝑐2 — положительные константы, не зависящие от шага ℎ.

3.1. Алгоритм вычисления параметрических производных
от решения и матричных элементов

С помощью представленной выше процедуры дискретизации неоднородная
краевая задача (5)–(7) сводится к системе линейных неоднородных алгебраиче-
ских уравнений

L
𝜕𝜓ℎ

𝜕𝜌
≡ (A𝑝 − 𝜖ℎB𝑝)

𝜕𝜓ℎ

𝜕𝜌
= 𝑏, 𝑏 = −

(︃
𝜕A𝑝

𝜕𝜌
− 𝜕𝜖ℎ

𝜕𝜌
B𝑝

)︃
𝜓ℎ. (25)

Условие нормировки (4) и дополнительное условие (11) принимают вид

(︁
𝜓ℎ
)︁𝑇

B𝑝𝜓ℎ = 1,

(︃
𝜕𝜓ℎ

𝜕𝜌

)︃𝑇
B𝑝𝜓ℎ = 0. (26)

В результате параметрическая производная собственного значения 𝜖𝑗(𝜌), мат-
ричные элементы 𝐻𝑖𝑗(𝜌) и 𝑄𝑖𝑗(𝜌) вычисляются по формулам

𝜕𝜖ℎ𝑗 (𝜌)
𝜕𝜌

=
(︁
𝜓ℎ𝑗

)︁𝑇 𝜕A𝑝

𝜕𝜌
𝜓ℎ𝑗 , 𝑄ℎ𝑖𝑗(𝜌) = −

(︁
𝜓ℎ𝑖

)︁𝑇
B𝑝

𝜕𝜓ℎ𝑗
𝜕𝜌

,

𝐻ℎ
𝑖𝑗(𝜌) =

(︃
𝜕𝜓ℎ𝑖
𝜕𝜌

)︃𝑇
B𝑝

𝜕𝜓ℎ𝑗
𝜕𝜌

.

(27)

Поскольку 𝜖ℎ является собственным значением задачи (20), матрица L в (25)
вырожденная (или близка к вырожденной в случае численного решения). Соот-
ветствующий алгоритм решения задачи (25), (26) реализуется в виде последова-
тельности трёх шагов:

Шаг 1. Вычисление решений v и w двух вспомогательных систем линейных
неоднородных алгебраических уравнений

L̄v = b̄, L̄w = d, (28)

с невырожденной матрицей L̄ и правым частями b̄ и d

�̄�𝑠𝑠′ =
{︂
𝐿𝑠𝑠′ , (𝑠− 𝑆)(𝑠′ − 𝑆) ̸= 0,
𝛿𝑠𝑠′ , (𝑠− 𝑆)(𝑠′ − 𝑆) = 0,

�̄�𝑠 =
{︂
𝑏𝑠, 𝑠 ̸= 𝑆,

0, 𝑠 = 𝑆,
𝑑𝑠 =

{︂
𝐿𝑠𝑆 , 𝑠 ̸= 𝑆,

0, 𝑠 = 𝑆,

(29)

где 𝑆 — номер максимального по модулю элемента вектора B𝑝𝜓ℎ.
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Шаг 2. Вычисление трёх вспомогательных коэффициентов 𝛾1, 𝛾2 и D𝑆

𝛾 = − 𝛾1

(D𝑆 − 𝛾2)
, 𝛾1 = v𝑇B𝑝𝜓ℎ, 𝛾2 = w𝑇B𝑝𝜓ℎ, D𝑆 = (B𝑝𝜓ℎ)𝑆 . (30)

Шаг 3. Вычисление вектора 𝜕𝜓ℎ/𝜕𝜌

𝜕𝜓ℎ𝑠
𝜕𝜌

=
{︂
𝑣𝑠 − 𝛾𝑤𝑠, 𝑠 ̸= 𝑆,

𝛾, 𝑠 = 𝑆.
(31)

Отметим, что вторая оценка (24) также имеет место для решения (5)–(11).
Этот факт гарантирует такую же точность для производных собственных зна-
чений и собственных функций, а также матричных элементов в рамках пред-
ставленного алгоритма, т.е. имеют место следующие оценки для положительно
определённой матрицы A𝑝⃒⃒⃒⃒

⃒𝜕𝜖𝑗(𝜌)𝜕𝜌
−
𝜕𝜖ℎ𝑗
𝜕𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑐3|𝜖𝑗(𝜌)|ℎ2𝑝,

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝜓𝑗(𝑧; 𝜌)𝜕𝜌

−
𝜕𝜓ℎ𝑗
𝜕𝜌

⃦⃦⃦⃦
⃦
0

6 𝑐4|𝜖𝑗(𝜌)|ℎ𝑝+1, (32)⃒⃒⃒
𝑄𝑖𝑗(𝜌)−𝑄ℎ𝑖𝑗(𝜌)

⃒⃒⃒
6 𝑐5|𝜖𝑖(𝜌)𝜖𝑗(𝜌)|ℎ2𝑝,

⃒⃒⃒
𝐻𝑖𝑗(𝜌)−𝐻ℎ

𝑖𝑗(𝜌)
⃒⃒⃒
6 𝑐6|𝜖𝑖(𝜌)𝜖𝑗(𝜌)|ℎ2𝑝, (33)

где 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 и 𝑐6 — положительные константы не зависящие от шага ℎ.

3.2. Алгоритм для вычисления нижней оценки
наименьшего собственного значения

В общем случае краевая задача (1)–(3) имеет как отрицательные, так и поло-
жительные собственные значения, поскольку мы не требовали выполнения усло-
вий 𝑈(𝜌, 𝑧) > 0, 𝜆2(𝜌) > 0 и 𝜆1(𝜌) 6 0, обеспечивающих не отрицательность
собственных значений 0 6 𝜖1(𝜌) < 𝜖2(𝜌) < . . . < 𝜖𝑗max(𝜌). В силу этого обстоятель-
ства матрица жёсткости A𝑝 = A𝑝(𝜌) в общем случае не является положительно
определённой.

Поэтому затруднительно получить достаточно близкую нижнюю оценку 𝛼 ≡
𝛼(𝜌) < 𝜖ℎ1(𝜌) наименьшего собственного значения 𝜖1(𝜌) для задачи (20), напри-
мер, используя известные теоретические оценки кругов Гершгорина [15],3 при
каждом вещественном значении параметра 𝜌 из некоторого заданного интервала
Ω𝜌. На основе известного свойства разложения F = LDL𝑇 для симметричных
матриц F: для положительно определённых симметричных матриц F все элемен-
ты диагональной матрицы D положительны [16], нами предложен и апробирован
следующий алгоритм:

Шаг 1. Выполнить LDL𝑇 факторизацию для A𝑝 − 𝛼B𝑝.
Шаг 2. Если некоторые элементы диагональной матрицы D меньше чем 0,

тогда положить 𝛼 = 𝛼− 1 и перейти к Шагу 3,
иначе перейти к Шагу 5.

Шаг 3. Выполнить LDL𝑇 факторизацию для A𝑝 − 𝛼B𝑝.
Шаг 4. Если некоторые элементы диагональной матрицы D меньше чем 0,

тогда положить 𝛼 = 𝛼− 1 и перейти к Шагу 3,
иначе положить 𝛼 = 𝛼− 0.5 и перейти к Шагу 8.

Шаг 5. Положить 𝛼 = 𝛼+1 и выполнить факторизацию LDL𝑇 для A𝑝−𝛼B𝑝.
Шаг 6. Если все элементы диагональной матрицы D больше чем 0,

тогда положить 𝛼 = 𝛼+ 1 и перейти к Шагу 5.
Шаг 7. Положить 𝛼 = 𝛼− 1.5.
Шаг 8. Вывод искомого значения 𝛼* = 𝛼.
Начальное приближение 𝛼(𝜌) = 𝛼0 в алгоритме (1–8) задаётся a priori, напри-

мер, 𝛼0 = 0 или с помощью известных асимптотических оценок 𝛼0 < 𝜖1(𝜌) [1].

3или 𝛼(𝜌) = inf𝑧∈[𝑧min,𝑧max] 𝑈(𝜌, 𝑧) при 𝜆2(𝜌) > 0 и 𝜆1(𝜌) 6 0 для задачи (1)–(3).
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Выполняя данный алгоритм (1–8), получаем нижнюю оценку наименьшего
собственного значения задачи (20), и всегда 𝜖1(𝜌) − 𝛼* 6 1.5, т.е. полученная
матрица A𝑝−𝛼*B𝑝 положительно определена. В результате (20) сводится к задаче

(A𝑝 − 𝛼*B𝑝)𝜓ℎ = 𝜖ℎ B𝑝𝜓ℎ, 𝜖ℎ = 𝜖ℎ + 𝛼*, (34)

которая имеет положительные собственные значения 0 < 𝜖ℎ1(𝜌) < . . . < 𝜖ℎ𝑗max
(𝜌).

Таким образом, алгоритм (1–8) позволяет автоматически определить сдвиг
𝛼* спектра задачи (20) и сэкономить число итераций при вычислении набо-
ра решений методом обратных итераций в подпространстве с помощью под-
программы SSPACE [11] при любом значении параметра 𝜌 из заданного ин-
тервала Ω𝜌. Для решения последовательности краевых задач (1)–(3) на сетке
Ωℎ𝑖 [𝜌min, 𝜌max] = {𝜌1 = 𝜌min, 𝜌𝑖+1 = 𝜌𝑖 + ℎ𝑖, 𝜌𝑖max = 𝜌max} с достаточно мелким
переменным шагом ℎ𝑖 значения 𝛼(𝜌𝑖+1) можно оценить по формуле 𝛼(𝜌𝑖+1) =
𝜖ℎ1(𝜌𝑖) + (𝜕𝜖ℎ1(𝜌𝑖)/𝜕𝜌 − |𝜕𝜖ℎ1(𝜌𝑖)/𝜕𝜌| − 2𝛽𝑖)ℎ𝑖/2, 𝛽𝑖 & 1, вычисленные на предыду-
щем шаге 𝜌𝑖, уже не используя алгоритм (1–8). В этом случае алгоритм (1–8)
используется, например, только при значении 𝜌 = 𝜌min или 𝜌 = 𝜌max.

Указанные выше алгоритмы были реализованы в виде комплекса программ
PAROBP [17] на языке Фортран 77.

4. Точнорешаемая параметрическая модель

В качестве тестового примера использовалась задача Штурма–Лиувилля

−𝜕
2𝜓𝑗(𝜃; 𝜌)
𝜕𝜃2

= 𝜖𝑗(𝜌)𝜓𝑗(𝜃; 𝜌) (35)

с краевыми условиями по угловой переменной на дуге −𝜋/6 6 𝜃 6 𝜋/6 сектора
круга радиуса 𝜌, который рассматривается здесь как параметр:

𝜕𝜓𝑗(𝜃; 𝜌)
𝜕𝜃

∓ 𝜌𝑐�̄�𝜓𝑗(𝜃; 𝜌) = 0, 𝜃 = ∓𝜋
6
. (36)

Для краевой задачи (35)–(36) известны чётные и нечётные собственные функ-
ции и собственные значения через решения трансцендентного уравнения, которые
вычисляются с компьютерной точностью, а также аналитические выражения для
набора матричных элементов {𝑄𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max

𝑖,𝑗=1 и {𝐻𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max
𝑖,𝑗=1, которые выражаются

только через соответствующие собственные значения [18]. Ниже приведены ре-
зультаты численного анализа только для чётных функций с краевыми условиями
по угловой переменной −𝜋/6 6 𝜃 6 0 при значениях параметров 𝑐 = −1, �̄� = 𝜋/6,
𝜆1(𝜌) = −𝜌𝑐�̄� и 𝜆2(𝜌) = 0:

𝜕𝜓𝑗(𝜃; 𝜌)
𝜕𝜃

− 𝜌𝑐�̄�𝜓𝑗(𝜃; 𝜌) = 0, 𝜃 = −𝜋
6
,

𝜕𝜓𝑗(𝜃; 𝜌)
𝜕𝜃

= 0, 𝜃 = 0. (37)

4.1. Численные результаты и перспективы
При вычислении собственных значений была выбрана конечно-элементная сет-

ка Ωℎ𝜃
[𝜃min, 𝜃max] = {𝜃min = −𝜋/6 (200) 𝜃max = 0} с элементами четвёртого по-

рядка (𝑝 = 4). Число в скобках обозначает число конечных элементов на по-
динтервале. Расчёты выполнялись при значениях радиуса 𝜌, заданных на сетке
Ωℎ𝜌

[𝜌min, 𝜌max], применяемой для решения соответствующих краевых задач для
системы обыкновенных уравнений второго порядка с переменными коэффициен-
тами по радиальной переменной 𝜌, полученных при редукции исходной двумерной
краевой задачи МК в параметрическом базисе (35), (36) [7, 18]. Наборы вычис-
ленных собственных значений {𝜖𝑗(𝜌)}𝑗max

𝑗=1 , матричных элементов {𝑄𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max
𝑖,𝑗=1 и
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Рис. 1. Вычисление собственных значений 𝜖𝑗(𝜌) и матричных элементов 𝑄𝑖𝑗(𝜌) и
𝐻𝑖𝑗(𝜌) в зависимости от параметра 𝜌 при 𝑐 = −1 и 𝑗max = 6

{𝐻𝑖𝑗(𝜌)}𝑗max
𝑖,𝑗=1 — переменных коэффициентов радиальных уравнений в зависимо-

сти от параметра 𝜌 при 𝑐 = −1 и 𝑗max = 6 приведены на рис. 1.
Численные эксперименты показали строгое соответствие теоретическим оцен-

кам погрешности для собственных значений, собственных функций (24) и их про-
изводных по параметру (33). В частности, были вычислены значения коэффици-
ентов Рунге [7] на трёх вдвое сгущающихся сетках для собственных значений, их
производных и матричных элементов в пределах 7.99 ÷ 8.01, а для собственных
функций и их производных в пределах 4.99 ÷ 5.01, что соответствует теоретиче-
ским оценкам погрешности выбранной аппроксимации порядка 𝑝 = 4. В табл. 1–3
приведено сравнение с аналитическими результатами для собственных значений,
их производных по параметру и матричных элементов в точке 𝜌 = 2. Расчёты
выполнялись с заданной точности 10−15 на компьютере 2 x Xeon 3.2 GHz, 4 GB
RAM, используя Intel Fortran 77 и тип данных real*16, обеспечивающий 33 зна-
чащие цифры. Время счета для данного примера составляет 2 секунды.

Таблица 1
Относительные погрешности между точными и вычисленными собственными

значениями 𝜀1 = |𝜖𝑗(𝜌)− 𝜖ℎ𝑗 (𝜌)|/|𝜖𝑗(𝜌)| и их производными
𝜀2 = |𝜕𝜖𝑗(𝜌)/𝜕𝜌− 𝜕𝜖ℎ𝑗 (𝜌)/𝜕𝜌|/|𝜖𝑗(𝜌)| при 𝜌 = 2 и 𝑗max = 6

𝑗 𝜀1 𝜀2

1 0.9490E-27 0.2149E-26
2 0.1018E-21 0.2628E-22
3 0.3431E-19 0.1974E-20
4 0.9222E-18 0.2313E-19
5 0.9364E-17 0.1458E-18
6 0.5623E-16 0.8309E-15

Таблица 2
Абсолютные погрешности между точными и вычисленными матричными

элементами |𝐻𝑖𝑗(𝜌)−𝐻ℎ
𝑖𝑗(𝜌)| при 𝜌 = 2 и 𝑗max = 6

𝑖/𝑗 1 2 3 4 5 6
1 0.406E-26 0.113E-23 0.507E-22 0.526E-21 0.124E-19 0.307E-16
2 0.113E-23 0.191E-23 0.181E-22 0.689E-22 0.188E-20 0.269E-16
3 0.507E-22 0.181E-22 0.661E-22 0.187E-21 0.508E-20 0.118E-16
4 0.526E-21 0.689E-22 0.187E-21 0.634E-21 0.577E-20 0.922E-18
5 0.124E-19 0.188E-20 0.508E-20 0.577E-20 0.107E-19 0.924E-17
6 0.307E-16 0.269E-16 0.118E-16 0.922E-18 0.924E-17 0.392E-16
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Таблица 3
Абсолютные погрешности между точными и вычисленными матричными

элементами |𝑄𝑖𝑗(𝜌)−𝑄ℎ
𝑖𝑗(𝜌)| при 𝜌 = 2 и 𝑗max = 6

𝑖/𝑗 1 2 3 4 5 6
1 0.138E-33 0.550E-23 0.419E-21 0.492E-20 0.856E-21 0.646E-15
2 0.550E-23 0.359E-35 0.460E-21 0.578E-20 0.226E-18 0.528E-15
3 0.419E-21 0.460E-21 0.165E-35 0.336E-20 0.151E-18 0.803E-16
4 0.492E-20 0.578E-20 0.335E-20 0.355E-36 0.887E-19 0.132E-15
5 0.205E-19 0.242E-19 0.209E-19 0.512E-20 0.555E-36 0.151E-14
6 0.349E-16 0.417E-16 0.417E-16 0.424E-16 0.434E-16 0.712E-36

5. Заключение и обсуждение результатов

Представлен экономичный алгоритм численного решения параметрической за-
дачи Штурма-Лиувилля с краевыми условиями третьего рода на конечном интер-
вале МКЭ. Алгоритм включает вычисления с заданной точностью набора ∼ 10–50
собственных значений, собственных функций и их первых производных по пара-
метру и интегралов — матричных элементов между собственными функциями и
их производными по параметру. Показано, что дискретизация задачи МКЭ, раз-
работанные численные схемы и программы обеспечивают вычисления собствен-
ных функций и их производных по параметру с точностью порядка𝑂(ℎ𝑝+1), а так-
же собственных значений, их производных и матричных элементов 𝑂(ℎ2𝑝) по ша-
гу ℎ конечно-элементной сетки [10,11]. Этот факт позволяет использовать вычис-
ленные параметрические собственные значения, собственные функции (базисные
функции) и матричные элементы для численного решения с заданной точностью
задачи на связанные состояния и задачи рассеяния для различных двумерных
эллиптических уравнений, которые сводятся к системам радиальных дифферен-
циальных уравнений в рамках МК [7, 19]. Обобщение разработанного алгоритма
для решения параметрических двумерных краевых задач в рамках проекционных
методов и МКЭ на основе [17,19], которое необходимо при решении краевых задач
для трёхмерных эллиптических уравнений, будет дано в следующих работах.
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The economical algorithm is presented for numerical solving with the given accuracy of the
parametrical Sturm-Liouville problem with the third type boundary conditions on the finite
interval by the finite-element method with automatical shift of the spectrum. The algorithm
includes the calculation with given accuracy a set ∼ 10–50 of the eigenvalues, eigenfunctions
and their first derivatives with respect to the parameter, and integrals — matrix elements
between eigenfunctions and their derivatives with respect to the parameter. Efficiency of the
algorithm is demonstrated by numerical analysis of the parametric integrable problem with
the parametric third type boundary conditions.


